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M.  DCC.  LXXVII. 

Avec  Approbation  & Privilège  du  Roi 


D’ARITHMÉTIQUE, 


D ALGÈBRE, 


Aîvec  une  Introduâion  aux  Seâions  coniques . 


Ouvrage  utile  pour  faire  entrer  dans  l’efprit  de  ces 
Sciences  & pour  difpofer  à l’étude  de  la  Phyfique  & 
des  Sciences  Phylico-Mathématiques. 


Par  J.  M.  MAZÉÀS  , ancien  Profejfeur  de  Philofophie  en  P Univerfué 
de  Paris  , au  Collège  Royal  de  Navarre. 


SIXIÈME  ÉDITION, 
Revue  & corrigée  par  l’Auteur. _____ 


- A P A R I S , jà  Offreur  tyo/urfrafico'  • 

Chez  Ph.-D.  PIERRES,  Libraire-Imprimeur  , rue  Saint-Jacques. 
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Jj auteur  croit  devoir  avertir  le  Public  , que 
tous  les  Exemplaires  de  cette  fixieme  Edition , 
font  /ignés  & paraphés  de  lui  fur  le  revers  du  fron- 
tifpice  : de  forte  que  ceux  qui  ne  le  feront  pas  , 
doivent  être  regardés , ou  comme  étant  d'anciennes 
Editions  y qui  font  la  plupart  moins  amples  y & 
toutes  moins  correctes  que  cette  derniere  ; ou  comme 
étant  des  exemplaires  contrefaits , dont  on  connolt 
les  inconvéniens  , à caufe  du  grand  nombre  de 
fautes  j & dinexaâitudes  qui  s'y  gliffent  ordinai- 
rement , fur-tout  dans  les  Ouvrages  de  ce  genre . 
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Monseigneur  et  messieurs. 


On  connaît  le  \ele  que  U TJ river  fit  é a toujours  fait 
paroître  four  animer  les  Etudes  , & pour  en  faciliter  les 
progrès.  Attentive  à tout  ce  qui  peut  contribuer  au  bien 
de  ceux  qu’Elle  ejl  chargée  d’injlruire  3 & perfuadée  que 
la  Géométrie  ejl  comme  la  clef  de  Sciences  , Elle  a voulu 
qu’elle  fût  une  partie  de  V Education  publique  à laquelle 
Elle  préfide.  Les  fuccès  ont  répondu  à fes  vues.  Les 
progrès  dans  fes  Ecoles  ont  été  plus  rapides  , le  goût 
mieux  formé j & les  connoljfances plus  étendues,  x 
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A qui  puis* je  mieux  offrir  ces  Elémens  de  Géométrie  3 
qu’à  Fous  j Monseigneur  & Messieurs  3 qui  3 
par  de  fages  difpofitions  3 ave\  fi  bien  réujjï  à étendre  le 
goût  de  cette  Science.  En  les  faifant  paroître  fous  vos 
Aufpices  3 ce  fera  pour  moi  un  titre  pour  augurer  qu  ils 
ne  déplairont  point  3 & qu’ils  pourront  être  utiles  aux 
Elèves  que  vous  forme\.  Ce  font  eux  fur-tout  que  j’ai  eu. 
en  vue , & je  croirois  avoir  travaillé  avec  fruit  3 fi  j’avois 
contribué  à leur  rendre  l’étude  des  Mathématiques  plus 
aifée  & plus  intéreffante. 

, Je  ferois  fiaté  qu’un  Livre  3 dont  le  but  ejl  de  contri-' 
huer  au  progrès  des  Sciences  3 parât  avec  les  fuffrages 
d’une  Compagnie  qui  en  ejl  la  Mere  commune.  Il tejl 
jufle  que  je  lui  fafje  hommage  des  connoiffances  dont  je 
lui  fuis  redevable.  En  lui  rendant  ce  tribut  de  myi  ref- 
pecl  & de  ma  reconnoiffance  3je  ne  lui  rends  que  ce  qui 
lui  appartient.  Daigne ^ agréer  l’hommage  que  j’ai 
l’ honneur  de  lui  rendre , en  lui  préfentant  les  fruits  que 
....  ff-ai  recueillis fans fonjeln—*  ». 

Je  fuis  avec  un  très-profond  refpecl  3 


MONSEIGNEUR  ET  MESSIEURS, 


Votre  très-humble  & très— 
ohéiflant  Serviteur, 
J.  M.  il  * Z £ A Si 
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AVERTISSEMENT 

\ 

Sur  le  dejjcin  de  cet  Ouvrage. 

Quoique  nous  ne  manquions  pas 
aujourd’hui  d’Elémens  de  Géométrie , 
propres  à initier  les  Commençans  dans  eette 
Science , je  n’ai  pourtant  point  héfité  à faire 
paroître  ceux-ci , les  croyant  propres  à rem- 
plir l’objet  que  je  me  fuis  propofé.  J’ai  moins 
cherché  à faire  un  Ouvrage  fçavant,  qu’à  faire 
un  Ouvrage  proportionné  à la  capacité  & aux 
befoins  de  ceux  pour  qui  il  e/l  fur-tout  deftiné. 
Obligé  par  état  à préparer  de  jeunes  Etudians 
à l’étude  de  la  Phyfique  par  des  Leçons  de  Géo- 
métrie , je  me  fuis  appliqué  à leur  expofer  dans 
• un  volume  médiocre  les  principes  & les  con- 
noÜfances  de  ia  Géométrie  , qui  font  nécefiai- 
• res  pour  la  Phyfique  & pour  les  Sciences  Phy- 
fico-Mathématiques. 

. Un  intervalle  auili  court  que  celui  que  nous, 
donnons  aux  Leçons  de  la  Géométrie,  ne  per- 
met pasdefuivre  cette  Science  dans  tous  fes  dé- 
tails , qui  font  immenfes.  Il  a donc  fallu  fe 
borner  à donner  les  principes.  Je  les  ai  re- 
cueillis dans  les  différens  Traités  & Elémens 
que  nous  avons  dans  ce  genre  ; j’y  ai  choifi  ce 
qui  m’a  paru  de  plus  fimple  & de  plus  facile , 6c 
j’ai  voulu  en  faire  un  tout  ôc  un  enfemble  qui 
fut  lié,  & qui  procédât  avec  ordre  & méthode. 
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vj  AVERTISSEMENT. 

C’eft:  par-là  que  j’ai  cru  devoir  fur-tout  rendre 
la  leéture  de  cet  Ouvrage  plus  intéreffante. 

J’ai  tâché  de  ne  pas  perdre  de  vue  ceux 
pour  qui  je  travaillois.  Je  me  fuis  appliqué  à 
traiter  les  matières  d’une  façon  propre  à leur 
donner  l’efprit  géométrique , encore  plus  que 
la  Géométrie  elle-même.  Cet  efprit  n’eft  autre 
chofe  que  cette  jufteffe  qui  faifit  fon  objet , 
cette  liaifon  qui  affortit  toutes  les  parties  > 
cette  pénétration  qui  voit  les  rapports  ; je  n’ai 
rien  négligé  pour  adopter  les  méthodes , où 
ces  avantages  puffent  fe  rencontrer.  Je  me  fuis 
appliqué  à donner  aux  matières  un  ordre  ôc 
une  fuite , qui  put  faire  fentir  l’enchaînement 
des  idées , la  différence  des  objets  , & , pour 
ainfi  dire , les  nuances  qu’ils  prennent  par  la 
variété  de  leurs  rapports.  Je  fuis  même  entré 
quelquefois  dans  de  certains  détails , où  la  fuite 
menoit  naturellement  ; mais  c’étoit  moins  pour  ’ 
les  donner , que  pour  les  faire  appercevoir 
dans  un  principe  fimple  , mais  fécond  , quand 
il  efl  médité.  C’eft:  aufli  pour  cette  raifon  que 
dans  l’Introdu&ion  aux  Sections  coniques, 
j’ai  faifi  avec  empreffement  la  méthode  que 
j’ai  trouvée  mife  en  ufage  par  plufieurs  Géo- 
mètres avec  autant  de  goût  que  de  fuccès , & 
qui  confifte  à foire  dériver  les  Seûions  coni- 
ques, ainfi  que  leurs  équations  , d’un  principe 
primitif  ; à les  décrire  , foit  géométriquement, 
foit  méchaniquement,  fuivantun  plan  général , 
qui  fe  modifie  par  l’exigence  & la  nature  de 
la  Courbe.  Ces  méthodes  qui  donnent  l’efprit 
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de  comparaifon , en  introduifant  du  goût  dans 
les  Sciences , font  évanouir  ce  quelles  ont  de 
difficile  & de  rebutant.  L’expérience  fait  voir 
combien  elles  font  utiles  pour  les  Etudians , 
dont  elles  fixent  l’attention  , en  les  intéref- 
fant  à des  vérités  , dont  la  liaifon  les  étonne  , 
& leur  fait  naître  le  defir  de  fuivre  le  prin- 
cipe dans  toutes  les  conféquences  qui  en  dé- 
coulent. . * t 

Tel  eft  à peu  près  le  plan  que  je  me  fuis 
propofé  : pour  l’exécuter , j’ai  cru  que  je  de- 
vois  m’attacher  aux  principes,  plutôt  qu’aux 
détails,  faire  plutôt  un  Abrégé,  qu’un  Ouvrage 
complet,  & enfin  choifir  dans  les  matières  ôc 
les  méthodes  qui  font  propres  à cette  Science , 
celles  qui  font  le  plus  à la  portée  des  Ccm- 
mençans,  & qui  peuvent  les  mettre  en  état 
d’entrer  eux-mêmes  plus  avant  dans  cette  Scien- 
ce par  la  leêture  des  Ouvrages  plus  étendus 
que  celui-ci. 

( 


APPROBATION. 

T’ai  examiné,  par  ordre  de  Monfeigneur  le  Chancelier,  un  Ma- 
nuferit  intitulé,  Etémens d‘ Arithmétique , a' Algèbre  & deLtéo-> 
me  trie,  avec  une  Introduction  aux  Sections  coniques.  Cet  Ou- 
vrage m’apari  être  fait  avec  méthode , écrit  suffi  clairement  que 
la  matière  le  c importe  , & je  crois  cjue  l’imprcflion  eu  fera  utile 
au  Public.  A Paris,  ce  10  Novembre  1757. 

Signé  DEPARCIEUX. 
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EXTRACTUM 

Ê COMMENT ARIIS  UNIVERSITATIS. 

Anno  Domini  1758  , die  tertiâ  Junii , habita  funt  Comitia  or- 
iinaria  Deputatorum  Univerjîtatis , apud  Amplijfimum  Reclorem, 
in  Régi  a Navarra. 

Artic.  111.  De  Opéré  novo  , qood  Vir  dariflirmis  , Magilier  Joannes 
Wathurinus  Mazeas  , Philofophiz  Profeflor  in  Regia  Navarra  , parat  in 
vulgus  edere  fuper  Rebus  Mathematicis , quodquc  die  prima  Aprilis  poftu- 
lavit , ut  fibi  liceret  Univerlitaci  Pariftenft  dcdicare  : audiiâ  relatione 
M.  Hamelin  , Antiqui  Reftoris  , & M.  Turquet,  Fhilofophiz  in  diéïa 
UniverfitateProfeiToris , adexpendendum  przfatum  Opus  tune  drlegatorum, 
visâque  eorum  fententià  ferrpto  datâ  , quz  fie  habet  : Ampliffiini  Refloris  , 
Tribunalifque  Academici  juflu  pcrlegimus  Opus  Gallicè  feriptum  , cui  ti- 
tulus  : Elément  d’ Arithmétique  , d‘ Algèbre  & de  Géométrie  , avec  Une  Intro- 
duction aux  Sections  coniques , eu  lus  clarifihnus  AutSor  id  aflècutus  Nubis  vi- 
detur , quod  fibi  propofuerat  ; nimirùm  ut  intrâ  volumen  , non  amplum 
fané  , eam  Difciplinarum  Mathematicarum  comprehendat  copiam  , quz  & 
Academicx  Juventutis  ztati , & Studiorum  taiioni  ac  tempori  conveniat. 
Perfpeximus  înfuper,  quod  Virumin  arte  docendi  vetfatiflimum  demonftrat, 
rerum  deleftum  , diflributionem  , ordinem  , lucem  , conju&ionem  tantam  , 
ut  quod  expofitione  indiget  , excitare  potiùs  , quàm  morari  videatur  ; & 
Magiftro  fimnl  ac  Difcipulo  reünquat  , undè  non  rneras’  recitantium  , fed 
grato  ac  facili  labore  detegentium  partes' agant.  In  cujus  rei  fidem  fubfcrip- 
fimus , die  tettiâ  menfis  Junii , anno  1758.  Signatum  , Hamelin  , Turquet; 
placuit  oblatam  Dedicationem  admittere. 

FOURNEAU,  Scriba. 


AUTRE  APPROBATION. 

J’ai  examiné,  par  ordre  de  Monfeigneur  le  Chance’ier,  les  Changemens  & 
Additions  que  M.  Mazda  s veut  faire  S fes  Elément  A’  Arithmétique,  d’ Algè- 
bre & de  Géométrie.  Le  prompt  débit  de  la  première  Edition  a répondu  au  ju- 
gement que  j’avois  porté  de  cet  Ouvrage  , & cette  fécondé  Edition  ne  doit 
point  avoirun  moindre  fuecès  ,vuque  ces Changemcns& Additions  tendent 
à le  rendre  plus  clair.  A Paris  , ce  4 Janvier  1761. 

Signé  DïPARCIEUX. 
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AUTRE  APPROBATION. 


J’ai  vu,  par  ordre  de  Monfeigneur  le  Vice-Chancelier,  le* 
Additions  que  M.  Mazéas  a fait  à la  quatrième  Edition  de  fes 
Eiémens  d‘ Arithmétique , d.'  Algèbre  & de  Géométrie  , qui  les 
rendent  de  plus  en  plus  parfaits.  Faire  remarquer  qu'un  Ou- 
vrage de  Mathématiques , matière  à la  portée  de  peu  de  Lec- 
teurs, eft  à Ta  quatrième  Edition  dans  l’cfpace  de  dix  ans,  efl 
le  meilleur  éloge  qu’on  en  puifie  faire.  A Paris  , ce  iz  Dé- 
cembre 1767. 

Signé  DEPARCIEUX. 


AUTRE  APPROBATION. 

1 

J’ai  lu,  par  ordre  de  Monfeigneur  le  Chancelleries  Addi- 
tions que  M.  Mazéas  fe  propofe  de  faire  dans  la  cinquième 
Edition  de  fes  Eiémens  d' Arithmétique  , d’Algéore  & de  Géomé- 
trie. Elles  m’ont  paru  propres  d améliorer  fon  Ouvrage,  par  leur 
précifion  & leur  clarté.  A Paris,  le  premier  Août  1771. 

Signé  MARIE. 


PRIVILEGE  DU  ROI. 


LOUIS  , PAR.  LA  GRACE  DE  OlEU,  Roi  DE  FRANCE  ET  DE  NAVARRE; 

A nos  amés  Si  féaux  ConfciUers,  les  Gens  tenans  nos  Cours  de  Par- 
lement & Confeils  Supérieurs  , Maîtres  des  Requêtes  ordinaires  de  notre 
Hôtel,  Prévôt  de  Paris,  Bailli  fs  , Sénéchaux,  leurs  Lieutenant  Civils, 
Si  autres  nos  Jufticiers  qu’il  appartiendra  ; Salut.  Notre  amé  le  Sieur 
Mazéas  , Profelîeur  de  Philofophie  en  l’Univerfité  de  Paris,  Nous  a fait 
expofer  qu’il  delireroit  faire  imprimer  & donner  au  Public  , un  Ouvrage  qui 
a pour  titre:  Eiémens  d'  -Aruhmct.que , d’ Algèbre  & de  Géométrie  , avec  une 
lnzr oUuchon  aux  Sellions  coniques,  de  fa  compofïtion  , s’il  Nous  plaifoit  lui 
accorder  nos  Lettres  de  Privilège  pour  cenécefiaires.  A ces  causes  , voulant 
favora hli  ment  traiter  l’Expofanr , Nous  lui  avons  permis  & permettons  par 
ces  Prélentes , de  faire  imprimer  ledit  Ouvrage  amant  de  fois  que  bon  lui 
femblera  , Si  de  le  vendre  , faire  vendre  & débiter  par  tout  notre  Royaume, 
pendant  le  teins  de  dix  années  confécutives  , à compter  du  jour  de  la  date 
des  Pré  fentes.  Faifons  défenfes  à tons  Imprimeurs  , Libraires,  Si  autres 
Perfonnes  , de  quelque  qualité  Si  condition  qu’elles  fuient , d'en  introduire 
d’imprefSon  étrangère  dans  aucun  lieu  de  notre  obéiflance  ; comme  auili 
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d'imprimer  , ou  faire  imprimer , vendre  , faire  vendre  , débiter  ni  contre* 
faire  ledit  Ouvrage  , ni  d’en  faire  aucun  extrait , fous  quelque  prétexte  que 
ce  puifle  être , fans  la  permiflion  exprefle  & par  écrit  dudit  Expofant , ou  de 
ceux  qui  auront  droit  de  lui  ; à peine  de  confifcation  des  Exemplaires  con- 
trefaits, de  trois  mille  livres  d’amende  contre  chacun  des  Contrevenans,  dont 
un  riers  à Nous  , un  tiers  à i’H6tel-Dieu  de  Taris , & l’autre  tiers  audit  Ex- 
pofant  , ou  à celui  qui  aura  droit  de  lui  , & de  tous  dépens  , dommages  St 
intérêts  ; à la  chargeyque  ces  Préfentes  feront  cnregiftrées  tout  au  long  fur 
Je  Regiftre  de  la  Communauté  des  Imprimeurs  & Libraires  de  Paris,  dans 
trois  mois  de  la  date  d’icelles;  que  Timprefllon  dudit  Ouvrage  fera  faite  dans 
notre  Royaume , & non  ailleurs  , en  bon  papier  Si  beaux  carafteres , con- 
formément aux  Réglemensde  la  Librairie  , & notamment  1 celui  du  10 
Avril  1715  ; à peine  de  déchéance  du  préfent  Privivilége  ; qu’avant  de  l’ex- 
pofer  en  vente  , le  Manufcrit  qui  aura  fervi  de  copie  à l’impreflion  dudit  Ou- 
vrage , fera  remis  dans  le  même  état  où  l’Approbation  y aura  été  donnée  , è» 
mains  de  notre  très-cher  & féal  Chevalier  Chancelier  Garde  des  Sceaux  de 
France,  le  Sieur  I)e  Maupeou;  qu’il  en  fera  enfuite  remis  deux  Exemplaires 
dans  notre  Bibliothèque  publique,  un  dans  celle  de  notre  Château  du  Louvre, 
Si  un  dans  celle  dudit  Sieur  Pe  MauPCOU  ; le  tout  à peine  de  nullité  des 
Tréfentes  : Du  contenu  defquelles  vous  mandons  & enjoignons  de  faite  jouir 
ledit  Expofant  & fes  ayans-caufes , pleinement  & paifihlement , fans  foufftir 
qu’il  leur  foit  fait  aucun  trouble  ou  empêchement.  Voulons  que  la  copie 
des  Préfentes  , qui  fera  imprimée  tout  au  long  , au  commencement  ou  à la 
fin  dudit  Ouvrage,  foit  tenue  pour  duement  lignifiée  , & qu’aux  copies  col- 
lationnées par  l’un  de  nos  amés  & féaux  Confeillers-Secrétaires  , foi  foit 
ajoutée  comme  à l’original.  Commandons  au  premier  notre  Huiflier  ou 
Sergent  fur  ce  requis,  de  faire  pour  l'exécution  d’icclles,  tous  cèles  requis 
Si  néceflaircs , fans  demander  autre  permiflion  , & nonobftant  clameur 
de  Haro , Charte  Normande  , & Lettres  à ce  contraires  : Car  tel  eft  notre 
plaifir  Donné  à Paris  , le  vingt-neuvième  jour  du  mois  de  Juin  , l’an  de 
grâce  mil  fept  cent  foixante-quatorze , Si  de  notre  Régne  le  premier.  I’ar  ie 
Roi , en  Ton  C.onfsil.  ' 

Signe  LE  BEGUE  , avec  grille  & paraphe. 

• 

Rcgifré  fur  le  Regifre  XIX  de  la  Chambre  Royale  & Syndicale  des  Li- 
braires & Imprimeurs  de  l'aris,  N"  }oi8  , folio  ic8  , conformément  au  Ré- 
glement de  171  j,  qui  fait  défenfes  , Art.  1 V , à toutes  perjonnes  , de  quelque 
qualité  & condition  qu’elles  J oient  t autres  que  les  Libraires  6r  Imprimeurs  , 
de  vendre , débiter  & faire  afficher  aucuns  livres  pour  les  vendre  en  Leurs  noms  , 
foi  qu’ils  s'en  difen.t  les  - Auteurs  ou  autrement , & à la  charge  de  fournir  à la 
(ufdite  Chambre  hu:t  exemplaires  preferits  par  l'Article  108  du  meme  Regle- 
ment. A l'aris  , ce  4 Juillet  1774. 

Signé  A.  P.  LOTTIN  jeune  , Adjoint. 

Achevé  d’imprimer  pour  la  fixiéme  fois , le  ta  Avril  1777. 


DE  L’IMPRIMERIE  DE  P h -D.  PIERRES, 
rue  Saint-Jacques. 
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AVERTISSEMENT 

Sur  cette  nouvelle  Edition. 

ON  a fuivi  dans  cette  Edition  le  même  plan 
que  dans  les  précédentes , mais  on  l'a  per- 
fedionné,ce  qui  donne  à l’Ouvrage  plus  de 
clarté  & de  méthode.  Les  changemens  & les  ad- 
ditions que  l’on  y a faits,  en  rendant  ces  élémens 
plus  corre&s  & plus  lumineux,  les  rendent  aulïï 
plus  complets.  Plufieurs  morceaux  qui  pou- 
• voient  paroître  trop  concis , ont  été  traités  avec 
plus  detendue,  afin  d’en  rendre,  ou  la  théorie 
plus  développée,  ou  la  pratique  plus  aiféeôt  plus 
fuivie.  Les  Elèves  trouveront  ainfi  dans  cette 
Edition  tout  ce  qui  leur  eft  néceffaire  pourbien 
apprendre  les  Elémens  de  Géométrie,  pour  fe 
difpofer  à des  études  plus  profondes  de  cette 
fcience , & pour  pouvoir  même  s’initier  dans  le 
calcul  infinitéfimal. 

Peut-êtreeût-il  paru  naturel  que  j’en  eus  don- 
né moi-même  quelques  principes  & quelques  ap- 
plications pour  rendre  cet  Ouvrage  plus  com- 
plet ; mais  je  renvois  aux  traités  qui  en  ont  déjà 
été  donnés  par  quelques Profelfeurs  del’Univer- 
fité  de  Paris.  On  connoît  celui  que  M.  l’Abbé 
Marie  a mis  à la  fin  de  l’Edition  qu’il  a donné  des 
Leçons  de  Mathématiques  de  feu  M.  l’Abbé  de 
la  Caille  , ôc  lequel  a mérité  à jufte  titre  l’eftime 
6c  le  fuffrage  du  Public.  Celui  que  M.  l’Abbé 
Béguin  a fait  imprimer  il  y a quelque  tems  chez 
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xi)  AVERTISSEMENT. 

J.  Barbou  mérite  aufli  d’être  connu  par  la  nette» 
té  & le  goût  qu’il  y fait  regner.  Celui  que  M. 
l’Abbé  Girault  de  Koudoû  vient  de  faire  impri- 
mer chez  Ph.  D.  Pierres,  ne  mérite  pas  moins 
d’être  connu , & eft  remarquable  par  l’ordre , la 
précifion  & le  goût  vraiment  Neutonien  que 
Pon  y trouve.  Ceux  qui , à l’étude  de  la  Géomé- 
trie Élémentaire  voudroient  ajouter  celle  de  la 
Géométrie  Tranfcendante,  pourront  fe  fervir 
avec  fruit  des  Traités  que  je  viens  de  citer. 

Mais  les  Etudians  doivent  faire  attention  que 
les  progrès  dans  cette  Science  confiftent  fur- 
tout  à appercevoir  la  fuite  & la  liaifon  des  idées, 
& à en  faifir  les  rapports  & l’enchaînement  dans 
les  différentes  matières  que  l’on  y traite.  On 
n’eftpas  Géomètre  précifément  pour  fçavoir  un 
grand  nombre  de  propofitions  ôc  de  théorèmes  ; 
mais  on  le  devient  en  entrant  plutôt  dans  l’éf- 
prit  des  chofes,  & en  faififfant  leur  enfemble. 
C’eft  pour  y accoutumer  les  Commençans  que 
je  me  fuis  déterminé  depuis  peu  à donner  en  leur 
faveur  un  Abrégé  de  ces  Elémens,  & que  j’ai 
réduit  à ce  qu’il  y a d’effentiel  dans  la  Géomé- 
trie Elémentaire.  En  retranchant  les  matières 
les  plus  difficiles , en  introduifant  des  facilités 
dans  celles  qui  font  traitées , & en  confervant 
du  refte  le  même  ordre  & le  même  plan  que 
dans  l'Ouvrage  lui-même  ; j’ai  cru  par-là  mettre 
les  Elèves  plus  à portée  d’entendre  cette  fcien- 
ce , & de  faifir  de  bonne-heure  le  vrai  goût  de 
fon  étude.  Dans  cette  vue  ils  pourront  s'aider 
beaucoup  de  la  Table  raifonnée  & méthodi- 


Digitizéd  by  Google 


AVERTISSEMENT.  xij 

(que  des  Matières , qui  fe  trouve  à la  fin  de 
cet  Ouvrage  & de  Ton  Abrégé , laquelle  a été 
perfe&ionnée  dans  les  dernieres  éditions,  ôc 
qui  eft  difpofée  de  façon  qu’elle  préfente  un 
plan  général , fuivi  & méthodique  de  tout  l’Ou- 
vrage. La  le&ure  réitérée  de  cette  Table,  à la- 
quelle on  ne  peut  pas  trop  exhorter  les  jeunes 
Étudians,  ne  contribuera  pas  peu  à les  faire  en- 
trer dans  l’efprit  des  chofes  qui  font  traitées 
dans  le  corps  au  Livre,  & à les  faire réufïir dans 
l’étude  d’une  fcience  qui  confifte  toute  entière 
en  combinaifons , en  rapports  & en  une  fuite 
de  conféquences.  Par-là  ils  s’accoutumeront  à 
généralifer  leurs  idées  , à prendre  l’enfemble 
des  chofes , & à fe  donner  cet  efprit  de  julfeffe 
de  précilion , & de  conféquence , que  procure 
l’étudç  de  la  Géométrie , lorfqu’elle  elt  faite 
avec  goût  & avec  méthode. 


AVIS  AU  RELIE  U R. 

Le  Relieur  eft  averti, 

1°.  De  mettre  à la  fin  du  Livre  toutes  les  Tables  des  Figures. 
IF.  De  plier  ces  Tables  de  façon  que  le  quarté  qui  contient  le* 
'i^ures  , puifle  fortir  tout  entier  du  Livre. 

1H*.  De  les  plier  de  maniéré  qu’en  reliant  le  Livre , on  ne 
>ùITe  pas  couper  les  plis  de  ces  Tables. 


FAUTES  A CORRIGER. 

Page  63  , ligne  7 , au  lieu  de  = 3 b — zac , lfe% 
= 3^ — ûc. 

P.  3o  , 3 9 , 7^=  ? V^9  &c. , lifei  ^ = 

>/-  = 3V/9&c*  ’ 

4'  . 

P.  MO  , lignai , 1:4::  <>•*::  J lifciil  + y.Clizîl , 
P.  x 5 7 , 19  > , lifei  ont.  - 

P.  165  .ligne  6, "D  = ï3>/'/e?|J  = 13. 

a a d r %a  a 

P.  i 67  , ligne  z6,x= h - , Ife * x =s 

d 

1 r " 

* " 1 

P.  z 54  , ligne  8 , ac\ A'C  : bc  : BC , life * ac  *.  AC  îî 
bc  : BC. 

P.  280,  29  , en  ajouant , /i/èç  en  ajoutant* 

P.  194  , /i£/zc  2 , entr’elfe,  /zÿcjr.enrr’elles.  *. 

P.  316,  /ioTzc  23  , PA&c. , Æ/qr  B A &c. 

P.  3 5 1 , //£/2e  2 , féprre , life\  fépare. 

P.  389  , ligne  3 3 , angle  , life\  l’angle. 

P.  414 , ligne  29  , qu’aux-, life % qu’aux. 

P.  41 6 j /igTz-s  7 , on  connoît,  /zÿè^  on  connoîtra. 

Idem  , ligne  27 , & des  , /zjfcq;  & de. 

P.  442  , 2 3 , égale  , /i/èç  égal. 

P.  445  , /zg/ze  27  , l’équation  , équation. 

P.  463  , ligne  28  , c — — llJ€l~a — 
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É L É ME  NS 


D’ARITHMÉTIQUE, 


D’  A L G É B R E 

ET  k 

DE  GÉOMÉTRIE. 


Des  Mathématiques  en  général. 


ES  Mathématiques  font  une  Science  qui  a pour 
objet  la  Grandeur  en  tant  que  mefurable. 

2.  On  appelle  Grandeur  ou  Quantité , tout  ce  qui 
cft  fufceptible  de  plus  ou  de  moins  \ tout  ce  qui  peut 
erre  augmenté  ou  diminué,  par  exemple , l’ Etendue , 
le  Mouvement , &c. 

3.  La  Grandeur  eft  ou  difcrete  du  continue.  On 
appelle  Grandeur  ou  Quantité  difcrete , un  aflem- 
blage  de  parties  défunies  entr’elles  , & qui  forment 
plufieurs  tous , plutôt  que  des  parties  d’un  même  tout  \ 
par  ex  : un  monceau  de  bled , de  fable  , &c.  On  ap- 
pelle Quantité  continue  , celle  dont  les  parties  font 

A 


1 


ÉLEMENS 

unies  entr’elles , & forment  un  même  tout’ ; telle  eft 
YEtendue.  La  Quantité  difcrcte  s’appelle  autrement 
Quantité  numérique  ou  arithmétique , 8c  la  quantité 
continue  s’appelle  Quantité  géométrique. 

4.  Les  Mathématiques  fe  divifenr  en  Mathéma- 
. tiques  pures  8c  Mathématiques  mixtes : celles-là  ont 

pour  objet  la  grandeur  , en  tant  que  grandeur  préci- 
iément , &c  fans  aucun  rapport  aux  qualités  fenfibles 
8c  phyfiques  \ celles-ci  ont  pour  objet  la  grandeur,  en 
tant  que  revêtue  des  qualités  fenfibles  8c  phyfiques  , 
telles  que  font  le  Mouvement , la  Dureté , la  Fluidité , 
& c.  8c  par  cette  raifon  on  les  appelle  Sciences  Phyjï- 
co-mathématiques. 

5.  Les  Mathématiques  mixtes  ont  plufieurs  par- 
ties, qui  font  la  Méchaniqut , Y Aflranomie  , Y Opti- 
que , &c.  Les  Mathématiques  pures  fe  divifent  ordi- 
nairement en  trois  parties,  fçavoir  , l’Arithmétique, 
l’Algèbre  & la  Géométrie  : nous  les  diviferons  en 
deux  feulement , qui  feront  le  Calcul  8c  la  Géométrie. 
Le  Calcul  à pour  objet  la  quantité  difcrcte , 8c  la  Géo- 
métrie a pour  objet  la  quantité  continue  : le  but  de 
l’une  8c  de  l’autre  eft  de  mefurer. 

6.  On  appelle  mefurer , chercher  combien  de  fois 

une  quaiititc  moindre,  mais  connue,  eft  contenue 
dans  une  plus  grande  : mefurer  une  longueur  , c’eft 
porter  fur  cette  longueur  une  quantité  moindre,  mais 
connue  , telle  que  la  toife  , ou  le  pied , pour  fçavoir 
combien  de  fois  elle  y eft  contenue  ; 8c  l’on  dit  alors 
que  cette  longueur  a tant  de  toifes  , ou  de  pieds  , 
8c c.  Cette  quantité  moindre  que  l’on  prend  un  cer- 
tain nombre  de,  fois,  s’appelle  Mefure  ; la  quantité 
plus  grande  à laquelle  on  applique  la  mefure , s’ap- 
pelle Grandeur.  Lorfqu’on  connoît  le  rapport  de  la 
mefure  avec  la  grandeur , cette  grandeur  eft  appellée 
commenfurable  ; 8c  lorfqu’on  ne  peut  pas  trouver  de 
rapport  entre  l’une  8c  l’autre,  on  l’appelle  incommcn* 
furable.  • 
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7 . Le  procédé  des  Géomètres  , pour  parvenir  à 
mefurer  la  grandeur , eft  remarquable  par  la  clarté 
8c  les  lumières  qu'il  répand  fur  les  matières  que  l’on 
traite.  On  l’appelle  Méthode  des  Géomètres.  C’eft  la 
même  que  celle  dont  on  explique  l’Art , & dont  on 
démontre  les  réglés  dans  la  Logique.  Elle  confifte 
dans  une  fuite  de  propolîtions  que  l’on  appelle  , De- 
mandes j Hypothefes  ou  Supportions , principes , Axio- 
mes , Lemmes , Théorèmes , Problèmes  3 Corollaires  3 
Scholies  ou  Remarques , tellement  afl'orties  & liées 
enfemble,  que  les  vérités  que  l’on  démontre,  fe  dé- 
duifent  les  unes  des  autres  , 8c  forment  une  fuite  8c 
un  enchaînement  merveilleux.  # 

Avant  que  d’entrer  en  matière  , il  eft  à propos 
d’expofer  quelques  principes  & axiomes  qui  fervent 
de  fondement  à toutes  les  parties  des  Marhémati- 
que^ 

AXIOMES. 

I. 

8.  Le  tout  eft  plus  grand  que  fa  partie.  Le  touç  eft 
égal- à toutes  fes  parties  prifes  enfemble.  ; Chaque 
grandeur  ou  quantité  eft  égale  à elle-même. 

I I. 


9.  Deux  grandeurs  qui  font  égales  chacune  à une 
troifiéme  grandeur , font  égales  entr 'elles. 

IM. 

10.  Si  à des  grandeurs  égales  on  ajoute  des  quan- 
tités égales  , les  Tommes  feront  égales  ; & fi  à des 
grandeurs  inégales  on  ajoute  des  quantités  égales,  les 
fommes  feront  inégales. 

I V. 


11.  Si  de  grandeurs  égales  on  retranche  des  quan- 
tités égales  , les  reftes  font  égaux;  8c  fi  de  grandeurs 
inégales  on  retranche  des  quantités  égales  , les  reftes 
feront  inégaux. 


\ 
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V. 

i z.  Si  on  multiplie  des  grandeurs  égales  par  des 
quantités  égales  , les  réfultats  feront  égaux  j fi  vous  , 
multipliez  des  grandeurs  inégales  par  des  quantités 
égales,  les  réfultats  feront  inégaux. 

V I. 


ij.  Si  vous  divifez  deux  quantités  égales  par  une 
même  troifiéme  grandeur,  les  réfultats  feront  égaux  ; 
& fi  voyus  divifez  deux  quantités  inégales  par  une 
même  troifiéme  grandeur , les  réfultats  feront  iné- 
gaux. 

14.  Deux  quantités  qui  font  femblables  à une  me- 
me troifiéme  grandeur  , font  femblables  entr’elles. 

VIII. 


15.  Deux  rapports  qui  font  égaux,  chacun  à un 
même  troifiéme  rapport,  font  égaux  entr’eux. 

I X. 


1 6.  Une  grandeur  eft  une  fois  contenue  en  elle- 
même  , c’eft  pourquoi  une  grandeur  divifée  par  elle- 
même,  eft  égale  à l’unité:  au  contraire,  une  grandeur 
retranchée  a’elle-même  devient  nulle , ou  égale  à 
zéro. 

X.  • 

17.  Une  grandeur  multipliée,  & enfuite  divifée 

Î>ar  une  même  quantité , ne  change  pas  , mais  refte 
a même;  par  ex  : 4 multiplié  & puis  divifé  par  3 , 
fera  toujours  4 3 car  4 multiplié  par  3 donne  1 2 , 
& 1 z divifé  par  3 donne  4. 
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DES  PRINCIPES  DU  CALCUL. 


LE  calcul  peut  être  confidéré  , ou  dans  fes  élé- 
mens , ou  dans  fon  progrès.  Les  élémens  du  cal- 
cul font  le  calcul  fimple  des  quantités , 8c  il  coufifte 
dans  la  combinaifon  fimpfe  des  quantités  entr’elles, 
& c’eft  ce  que  l’on  appelle  proprement  Calcul.  Le 
progrès  du  calcul  eft  le  calcul  des  rapports  des  quan- 
tités , 8c  il  confîfte  à combiner  les  rapports  qu’ont 
entr 'elles  les  quantités  , &c  c’eft  ce  que  l’on  appelle 
Analogie  ou  Proportion.  Nous  allons  donc  parler  , 
i°.  du  calcul  fimple  des  quantités  \ 2.0.  du  calcul 
des  rapports  des  quantités , ou  de  l’analogie  8c  des 
proportions.  i 

SECTION  I. 

Du  Calcul  fimple  des  Quantitési 

18. "T  E calcul  proprement  dit  confifte  à combiner 
■ 1 des  quantités  homogènes  , ou  de  même  ef- 
pece  ; car  on  ne  peut  pas  combiner  8c  affembler  des 
quantités  hétérogènes  ou  de  différente  efpece  , telles 
que  feraient  ; par  ex  : des  heures  8c  des  toifes.  Or 
cette  combinaifon  fe  fait  par  la  voie  de  Y Addition  ou 
de  la  Soujlraclion.  L’addition  eft  l’affemblage  de  deux 
ou  plufieurs  quantités  : la  fouftra&ion  fe  fait  en  re- 
tranchant une  quantité  d’une  autre  quantité.  L’addi- 
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tion  & la  fouftraétion  peuvent  fe  diverfifier  par  des 
méthodes , d’où  réfultent  de  nouvelles  opérations , 
que  l’on  appelle  Multiplication  8c  Divifion , Exalta- 
tion 8c  Extraction.  ' . 

* 19.  Le  calcul  a pour  objet.les  quantités  difcretes: 
les  quantités  difcretes  font  ou  déterminées  ou  indé- 
terminées* Les  quantités  determinees  font  celles  qui 
expriment  une  grandeur  plutôt  qu’une  autre  : par  ex: 
le  nombre  8 , qui  fignifie  une  grandeur  de  huit  par- 
ties , plutôt  que  de  fept , ou  de  neuf } ou  de  , &.c*  Les 
quantités  indéterminées  font  celles  qui  expriment 
' une  grandeur  qui  n’eft  pas  plutôt  l’une  que  l’autre  : 
par  ex  : la  lettre  a , laquelle  ne  fignifie  rien  de  fixe 
& de  précis  , n’exprime  pas  plutôt  un  mouvement 
qu’une  étendue  , un  pied  plutôt  qu’un  pouce. 

10.  Les  quantités  ou  les  grandeurs  déterminées 
fe  repréfentent  par  les  caraéleres  o,  i,  2,  3 > 4 > 

5 s 6 , 7 , 8 , 9,  que  l’on  appelle  Chiffres,  lefquels 
nous  font  venus  des  Arabes  , & les  quantités  ainfi 
exprimées  s’appellent  Nombres  , ou  quantités  numé- 
riques. Les  grandeurs  indéterminées  s’expriment  par 
les  lettres  de  l’Alphabet  a,  b , ô,  d,  e, J , g,  8cc. 
lefquelles , ne  fignifiant  rien  par  elles-mêmes  , font 
propres  par  cette  raifon  à défigner  & à repréfenter 
toutes  fortes  de  grandeurs  : or  les  quantités  ainfi  ex- 
primées s’appellent  Quantités  algébriques. 

2 1 . Le  calcul  des  quantités  déterminées  s’appelle 
calcul  des  nombres , ou  calcul  arithmétique  : celui  des 
quantités  indéterminées  s appelle  calcul  des  lettres  y 
ou  calcul  algébrique.  Nous  allons  expofer  les  princi- 
pes de  l’un  8c  de  l’autre. 

. ’•  W 
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CHAPITRE  I. 

t 

Vu  Calcul  des  Nombres , ou  V Arithmétique. 


DÉFINITIONS. 

I. 

21. T E nombre  eft  un  afïemblage  de  plufieurs  uni- 
1 i tés ou  de  parties  de  l’unité;  par  ex:  3 eft 
un  nombre  * parce  qu’il  eft  compofé  de  trois  unités  ; 
5 ou  trois  quarts  font  un  nombre , parce  que  c’eft 
l’affemblage  de  trois  parties  de  l’unité  ; favoir  , trois 
de  ces  parties,  dont  chacune  eft  la  quatrième  partie 
de  l’unité. 

' I I. 

13.  On  appelle  Nombre  entier  un  afïemblage  de 
plufieurs  unités  , ou  de  plufieurs  tous;  tels  font  4,  7 , 
8,9,  &c.  On  appelle  Nombre  Fractionnaire  , ou 
Fraction , celui  qui  exprime  des  parties  de  l’unité  ; 
par  ex  : { , ~ , t } 1 1 L f &c.  Ce  qui  fignifie  une  de- 
mie , un  tiers , un  quart , deux  tiers , trois  cinquiè- 
mes , &c. 

I 1 I. 

24.  Dans  la  fraétion  le  nombre  fupérieur  s’appelle 
Numérateur , & le  nombre  inférieur  s’appelle  Déno- 
minateur: celui-ci  s’appelle  dénominateur;  parce  qu’il 
défigne  la  qualité  & la  grandeur  des  parties  auxquel- 
les on  a divifé  le  tout , en  exprimant  fi  elles  font 
des  moitiés,  ou  des  tiers  , ou  des  quarts , ou,  &c. 
Celui-là  s’appelle  numérateur , parce  qu’il  exprime 
combien  l’on  prend  de  ces  parties. 

A 4 
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I V. 

15.  On  appelle  Numération , l’art  d’exprimer  8c 
d’énoncer  les  nombres  : pour  cela  il  faut  fçavoir  com-  . 
biner  & arranger  dix  caraéteres  , que  l’on  appelle 
chiffres , & qni  font  o,  i,z,  3,4, j,(î, 7,8,9, 
qui  lignifient  \e ro  3 un  3 deux  , trois  3 quatre',  cinq  , 
Jix,fept , huit,  neuf.  La combinaifon  & l’arrangement 
de  ces  chiffres  donne  fart  d’exprimer  en  chiffres  les 
nombres  énoncés  dans  le  difcours,  & d’énoncer  dans 
le  difcours  les  nombres  exprimés  en  chiffres  ; c’efl  ce 
que  l’on  appelle  la  Numération. 

Principe. 

z6.  On  efl  convenu  , ( & c’efl  ici  le  fondement  de 
toute  l’Arirhmétique , ) que  lorfque  des  dix  caraéteres 
ou  chiffres  dont  il  vient  d’être  parlé,  il  s’en  trouve- 
roit  plufieurs  de  fuite,  leur  valeur  augmenteroit  en 
proportion  décuple,  allant  de  droite  à gauche  ; c’efl-à- 
dire  qu’une  unité  du  chiffre  précédent  vers  la  gauche 
feroit  dix  fois  plus  grande  qu’une  unité  du  chiffre 
fuivant  vers  la  droite  ; par  ex  : dans  la  fuite  des  chif- 
fres 46517,  chaque  unité  du  chiffre  z efl  dix  fois  plus 
grande  que  chaque  unité  du  chiffre  7 ; pareillement 
chaque  unité  du  chiffre  5 efl  dix  fois  plus  grande  que 
chaque  unité  du  chiffre  1 , & ainfi  de  fuite.  Zéro  tout 
feul  ne  lignifie  rien;  mais  étant  précédé  d’un  chiffre, 
il  rend  fa  valeur  dix  fois  plus  grande.  C’efl  pourquoi 
le  chiffre  1 tout  feul  fignifie  une  unité , mais  s’il  efl 
fuivi  d’un  zéro  , on  aura  10  , qui  fignifie  dix  unités, 
ou  une  dixaine  : s’il  efl  fuivi  de  deux  zéro , on  aura 
1 00  , qui  exprime  dix  fois  dix  , ou  cent  unités , on 
une  centaine  , & ainfi  du  refie. 

Problème  L 

17.  Exprimer  en  chiffres  des  nombres  énoncés  dans 
le  Difcours. 

Solution,  1°.  Prenez  l'imité , & ajoutez-lui  ton- 
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jours  des  zéro  pour  augmenter  fa  valeur  en  propor- 
tion décuple  , 8c  vous  aurez  1 , 10  , 100  , 1000  , 
10000  , 100000  , x 000000,  qui  lignifient,  un3  dix 
cent  j mille  dix  mille  , cent  mille , un  million , &c. 

Ii°.  Prenez  ces  nombres  déjà  trouvés  deux  à deux , 
8c  vous  trouverez  des  nombres  intermédiaires  8c  in- 
terceptés , en  mettant  fuccedivement  les  neuf  carac- 
tères à la  place  de  l’unité;  par  ex:  entre  1 & 10 
vous  aurez  1,3,4,5,6,7,8,91  entre  10  & 
100  vous  trouverez  zo  , 30,  40,  50,  60,  70,  80, 
90,  qui  lignifient  vingt , trente  3 quarante 3 cinquante , 
foixante  3 foix ante- dix  3 quatre-vingt  , quatre-vingt- 
dix  : 8c  entre  100  8c  1000  vous  trouverez  200, 
300,  400  , 500, 600  , 700,  &c.  qui  lignifient  deux 
cens  3 trois  cens  , quatre  cens , cinq  cens  3 fix  cens  3 
fept  cens  3 &cc. 

III°.‘  Ces  nombres  intermédiaires  admettent  en- 
core d’autres  nombres  intermédiaires,  que  vous  Trou- 
verez en  mettant  fuccedivement  les  neuf  caraéteres 
à la  place  du  zéro  , ou  du  dernier  zéro  ; par  ex  : 
entre  10  & 10  vous  aurez  11  , 12,  13,  14,15, 
16,  17,  18,  19,  qui  lignifient  on\e  , dou\e , treize 3 
quatorze  3 quinze  , feiqe  3 dix  fept  3 dix-huit , dix- 
neuf:  pareillement  entre  20  8c  30  , vous  trouverez 
11  , 12  , 23  , 24,  &c.  qui  lignifient  vingt-un , vingt- 
deux  3 vingt-trois  , vingt-quatre  3 8cc.  entre  ico  8c 
200  vous  aurez  101  , 102  , 103  , 104,  8cc.  qui  ligni- 
fient cent-un,  cent-deux  , cent-trois  , cent-quatre  , 8cc. 

IV°.  Si  au  fieu  da  mettre  fuccedivement  les  neuf 
caraélerès  à la  place  du  dernier  zéro,  vous  les  euf- 
liez  mis  à la  place  du  premier  , ou  du  fécond  , ou 
du  troifiéme  , &c  zéro , vous  auriez  trouvé  d’autres 
nombres  intermédiaires  ; par  ex  : entre  .1 000  8c 
2000  fubftituant  les  neuf  caractères  à la  place  du 
^premier  zéro,  vous  trouverez  ixoo,  1200,  1300  , 
Scc.  en  les  fubftiruant  à la  place  du  fécond,  vous 
aurez  1010 , 1020,  1030,  8cc. 
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V°.  Enfin  , combinant  toujours  les  nombres  qui 
font  au-defTous  de  dix  , (&  que  l’on  appelle  nom- 
bres funples  , ) avec  ceux  qui  font  au-delTus  de  neuf, 
( & que  l’on  appelle  nombres  compojés,  ) Se  mettant 
les  chiffres  i , a , 3,4,  5 , Sec.  ( que  l’on  appelle 
pofitifs  , ) à la  place  foit  du  premier,  foit  du  fécond, 
foit  du  troifiéme , Sec.  zéro , ou  même  à la  place 
de  tous  les  zéro  , vous  trouverez  tous  les  nombres 
que  vous  voudrez. 

Exemple. 

Soit  propofé  d’exprimer  en  chiffres  le  nombre  un 
million  , fix  cens  3 vingt-quatre  mille  huit  cens  , qua- 
rante-deux y lequel  nombre  eft  la  même  chofe  que  un 
million  , fix  cent  mille  , vingt  mille  , quatre  mille, 
huit  cent , quarante  , Sc  deux  : exprimez  d’abord  le 
nombre  donné  par  parties.  • 


Un  million , 
Six  cens  mille  , 
Vingt  mille  , 
Quatre  mille , 
Huit  cens , 
Quarante , 
Deux  , 


1000000 

600000 

iOOOO 

4000 

800 

40 

1 


Si  comme  dans  cette  fuite  les  zéro  ne  ftrvent  qu’à 
faire  garder  aux  chiffres  pofitifs  les  rangs  qu’ils  doi- 
vent tenif  pour  conferver  leur  valeur  , fupprimez 
les  zéro , Se  écrivez  tous  les  chiffres  pofitifs  fur  une 
meme  ligne  , 

1614842. 

&:  cette  fuite  de  chiffres  exprimera  le  nombre  énon- 
cé dans  le  difeours.  Si  dans  l’énoncé  il  le  trouvoic 
quelques  nombres  intermédiaires  fupprimés  , mettez 
des  zéro  à leur  place , afin  de  conferver  aux  chiffres 
précédens  leur  rang  & leur  valeur  , par  ex  : vingt- 
mille  cinquante  s’exprime  par  ioojo. 
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Problème  II.  • 

aS.  Enoncer  dans  le  DiJ cours  des  Nombres  exprimés 
en  Chiffres. 

Solution.  Il  faut  remarquer  : 

1°.  Que  dans  une  fuite  de  chiffres  donnes  , on  doit 
diftinguer  plufieurs  tranches , allant  de  droite  à gau- 
che , 8c  que  chaque  tranche  eft  compofée  de  trois  or- 
dres ou  chiffres. 

11°.  Que  la  première  tranche  à droite  s’appelle  la 
tranche  des  unités  ; la  fécondé,  la  tranche  des  mille  j 
la  troifîéme,  la  tranche  des  millions  ; la  quatrième, 
la  tranche  des  billions  , 8c  ainfi  de  fuite. 

III0.  Que  chaque  tranche  contient  toujours  trois 
ordres  ou  trois  chiffres , excepte  la  derniere  à gau- 
che , qui  quelquefois  ne  contient  que  deux  chiffres , 
ou  même  un  feul.  Le  premier  ordre  eft  celui  des 
unités  ; le  fécond  , celui  des  dixaines  5 le  troificme , 
celui  des  centaines  ; par  ex  : ( 


Millions  , 


3 4 5 « 
O O d 


o 

co 


Mille,  'Unités. 
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IV°.  On  commence  par  la  tranche  qui  eft  à gau- 
che , 6c  il  ne  faut  énoncer  le  nom  propre  à chaque 
tranche  , qu’à  la  fin  de  cette  tranche  ; par  ex  , la 
fuite  345876325  fignifie  trois  cens  quarante-cinq  mil- 
lions , huit  cens  foixante- fenpe  mille  3 trois  cens  vingt- 
cinq.  On  doit  s’abftenir  de  nommer  les  ordres  dans 
lefquels  il  fe  trouve  des  zéro  à la  place  des  chiffres 
pofitifs  3 par  ex:  la  fuite  des  chiffres  30421  fignifie 
trente  mille , quatre  cens , vingt  & un. 
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L’objet  de  l’Arithmétique  font  les  opérations  que 
l’on  peut  faire  fur  les  nombres  , foit  entiers , foie 
fractionnaires  : nous  parlerons  j i°.  des  opérations  fur 
les  nombres  entiers;  20.  des  opérations  fur  les  frac- 
tions. 

ARTICLEL 

Des  operations  fur  les  Nombres  entiers. 

Les  opérations  auxquelles  on  peut  aflujettir  les 
nombres  entiers,  font  l’Addition  & la  SouftraCtion  ; 
la  Multiplication  & la  Divifion  ; l’Exaltation  & i’Ex- 
tradion. 

PARAGRAPHE  I. 

De  l’Addition  & de  la  Souflraclion. 

[DÉFINITIONS. 

I.  ■ • 

29.  L’addition  effc  une  operation  dans  laquelle  on 

joint  enfémble  plufieurs  nombres  donnés , pour  avoir 
un  réfultat  que  l’on  appelle  Somme  ; par  ex  : fi  l’on 
ajoute  enfemble  5 tk  7,  il  eft  facile  d’en  trouver 
la  fomme  qui  eft  1 2 , ce  qui  s’exprime  d’une  ma- 
niéré abregee  par  5 7 = 1 2 , c’eft-à-dire , 5 plus 

7 égal  à il. 

I I. 

30.  La  Souftraétion  eft  une  opération  inverfe  de 
l’addition.  Dans  l’addition  on  ajoute  un  nombre  à 
un  autre  , pour  avoir  un  réfultat  qu’on  appelle  Som- 
me : dans  la  fouftraétion  on  retranche  un  nombre 
d’un  autre  , pour  avoir  un  réfultat  que  l’on  appelle 
Différence  , lie  fl  e ou  Excès.  Si  on  veut  fouftraire  3 
de  9 , il  refte  6 qui  fera  la  différence  des  deux  nom- 
bres , ou  l’excès  , dont  le  plus  grand  furpaftè  le  plus 
petit,  ce  qui  s’exprime  fimplement  de  cette  ma- 
niéré, 9 — 3 = 6 , c’eft-à-dire  9 moins  3 égal  à 6. 
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Problème  I. 


T$ 


3 t . Faire  l’Addition , ou  chercher  la  Somme  de  phi» 
Jieurs  Nombres  donnés. 

Solution.  1°.  Si  les  nombres  donnés  font  fimples  , 
il  n’y  a nulle  difficulté , comme  nous  venons  de  le 
voir  ; par  ex  : j -4-  4 = 7. 

11°.  Mais  fi  les  nombres  donnés  font  compofés  , 
il  faut  les  écrire  les  uns  fous  les  autres  , oblervant 
de  mettre  les  unités  fous  les  unités  , les  dixaines 
fous  les  dixaines , lôs  centaines  fous  les  centaines  , 
les  mille , 8cc. 

111°.  On  commence  par  la  colonne  des  unités , 

& on  en  cherche  la  fomme,  laquelle  s’exprime  ou 
par  un  nombre  fimple  , ou  par  un  nombre  compofé 
de  deux  chiffres  , ou  par  un  nombre  compofé  de 
plufieurs  chiftres  :*dans  le  premier  cas  on  écrit  cette 
fomme  fous  la  colonne  des  unités,  8c  l’on  paffe  à 
la  colonne  des  dixaines,  pour  opérer  fur  elle  com- 
me on  a fait  fur  celle  des  unités  y dans  le  fécond 
cas  on  écrit  fous  la  colonne  des  unités  le  dernier  des 
chiffres  du  nombre  compofé , 8c  on  retient  le  pre- 
mier , ( qui  exprime  des  dixaines  , à caufe  de  fa  va- 
leur décuple,  voyez  le  N°  16.)  pour  l’ajouter  par 
la  penfée  à la  colonne  des  dixaines , dont  enfuite  il 
faut  chercher  la  fomme  8c  l’écrire  de  la'  même  ma- 
niéré, comme  on  l’a  fait  pour  la  colonne  des  unités  : • 
dans  le  troilîéme  cas , on  écrit  fous  la  colonne  des  uni- 
tés le  dernier  des  chiftres  du  nombre  compofé  , 8c  on 
retient  les  autres  pour  les  ajouter  à la  colonne  des 
dixaines  , 8ç  l’on  prend  la  fomme  tant  des  chiffres 
qui  compofent  cette  colonne  , que  de  ceux  que  l’on  a 
retenus,  pour  l’écrire  de  la  même  maniéré  qu’on  l’a 
fait  dans  le  fécond  cas. 

1V°.  On  continue  la  même  opération  8c  de  la 
même  maniéré  fur  la  colonne  des  centaines , des 
mille  , 8c  fur  toutes  les  colonnes  fuivantes. 
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Exemples. 

4j8z  2040 

463  3705 

5 3 7 ° 6003 

Somme  1 o 2 1 5 Somme  11748 


Dans  le  premier  exemple  , commencez  par  la  co- 
lonne des  unités , & dites  o & 3 font  5 ,■  & 2 font 
5 , écrivez  5 fous  la  colonne  des  unités  : paffez  à 
la  colonne  des  dixaines  , &c  dites  7 & 6 font  1 3 , & 
8 font  2 1 , laquelle  fomme  2 1 contient  2 1 dixaines  , 
ou  2 centaines  &:  1 dixaine  (26)  ; pofez  donc  1 fous 
la  colonne  des  dixaines,  &c  vous  retiendrez  2 cen- 
taines , que  vous  ajouterez  à la  colonne  des  cen- 
taines, en  difant,  3 & 4 font  7 , de  3 font  10  , & 2 
que  vous  avez  retenus  font  1 2 ÿ j’écris  donc  2 fous 
la  colonne  des  centaines,  & je  retiens  1 (qui  vaut 
mille  ) , que  je  tranfporte  à la  colonne  des  mille,  & 
je  dis  5 &c  4 font  9 , ôc  1 de  retenu  font  105  j’écris 
o fous  la  colonne  des  mille  , j’écris  1 plus  avant , 
n’y  ayant  plus  de  colonne  à laquelle  je  puilfe  le  tranf- 
porter,  & la  fomme  eft  102 15. 

.Problème  II. 

* 32.  Faire  la  S ouflr action  , ou  chercher  la  Différence 

de  deux  Nombres  donnés. 

Solution.  1°.  Si  les  nombres  donnés  font  fimples,' 
il  n’y  a nulle  difficulté  ; par  ex  : 8 — 6 = 2. 

II0.  Si  les  nombres  donnés  font  compofés,  il  faut 
faire  l’opération  par  parties,  comme  on  a fait  dans 
I-’addition  , c’eft-à-dire  , qu’il  faut  fouftraire  les  uni- 
tés des  unités  , les  dixaines  des  dixaines,  &c.  Sc 
écrire  fous  chaque  colonne  la  différence  des  deux 
nombres  3 par  ex  : fi  de  la  fomme  897  , je  veux  fouk 
traire  753  , j’opérerai  de  la  manière  fuivante. 
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De  7 ôtez  3 , il  refte  4 que  j’écris  fous 
la  colonne  des  unirés  : je  paffe  aux  dixai- 
nes  ; de  9 ôtez  5 , refte  4 que  je  pofe 
fous  les  dixaines,  Sc  ainfi  de  luire. 

111°.  Lorfque  le  chiffre  fupérieur  eft  plus  petit 
que  l’inférieur  qui  eft  à fouflraire  , il  faut  alors  aug- 
menter le  chiffre  fupérieur  d’une  unité  prife  fur  le 
chiffre  précédent  , laquelle  unité  eft  une  dixaine 
(z 6)  par  rapport  au  chiffre  fuivant , pour  lequel 
on  l’emprunte.  Or  le  chiffre  précédent  fur  lequel 
on  emprunte  cette  unité  , doit  être  diminué  d’au- 
tant , lorfqu’on  opérera  fur  lui  ; ou  bien  on  peut  le 
laifler  tel  qu’il  eft , & augmenter  le  chiffre  infé- 
rieur qui  lui  eft  correfpondant  de  cette  unité  : car  ces 
deux  procédés  reviennent  au  même  ; par  ex  : Ci  de 
615  je  veux  retrancher  453  , je  dirai  de  5 ôtez  3 , 
refte  z que  j’écris  fous  la  colonne  des  unités  : je  paffe 
aux  dixaines;  de  z ôtez  5,  cela  ne  fe"peut,  j’em-« 
prunte  une  unité  fur  le  chiffre  pré- 
cédent 6,  que  je  marque  d’un  point, 
afin  de  m’en  fouvenir , & cette  unité 
ajoutée  à z fait  alors  i’z  , dont  ôtant 
j , refte  7 , que  j’écris  fous  la  colonne  des  dixaines: 
je  paffe  aux  centaines , Sc  le  point  qui  eft  au-deffus 
de  6 m’avertiffant  que  j’en  ai  emprunté  une  unité  , 
il  ne  vaut  plus  que  5 , & je  dis  , de  5 ôtez  4 , ou , 
ce  qui  revient  au  même , de  6 ctez  5 , refte  1 que 
j’écris  fous  la  colonne. 

IV°.  On  trouve  quelquefois  des  zéro  dans  le  nom- 
bre fupérieur  ; il  faut  dans  ce  cas  emprunter  une  uni- 
té du  premier  chiffre  pofitifà  gauche,  laquelle  ajou- 
tée à zéro  , fait  une  dixaine  , &c  enfuite  opérer  comme 
dans  l’exemple  fuivant. 

De  o ôtez  1 , cela  ne  fe  peut  ; * • • 

j’emprunte  du  3 une  unité  qui  vaut 
10  ; fî  de  10  j’ôte  1 , refte  9;  enfuite 
de  z ôtez  1 , ou  ( laiffant  le  chiffre  fu- 
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périeur  rel  qu’il  elt  , 8c  augmentant  le  chiffre  infé- 
rieur de  l’unité  empruntée  ) de  3 ôtez  3 , relie  rien, 
8c  je  mets  o fous  la  colonne  3 8c  comme  le  chiffre 
fuivant  dans  le  nombre  fupérieur  fe  trouve  être  uit 
o,  j’opere  comme  j’ai  déjà  fait,  c’eft-à-dire  que 
j’emprunte  une  unité  du  chitlre  voilîn  à gauche. 

V°.  Si  dans  le  nombre  fupérieur  il  fe  trouvoit 
plufieurs  zéro  de  fuite  devant  le  chiffre  pour  lequel 
il  faut  emprunter*,  alors  l’unité  doit  être  emprun- 
tée du  premier  chiffre  politif  qui  précéderoit  à gau- 
che 3 mais  dans  ce  cas  tous  les  zéro  interceptés  entre 
ce  chiffre  pofitif  8c  le  chiffre  pour  lequel  on  em- 
prunte , fe  changent  en  9.  En  effet,  li  de  402  il 
falloir  retrancher  3 , il  eft  évident  qu’aprcs  avoir 
emprunté  une  unité  du  4 pour  la  donner  à 2 , le 
nombre  40  qui  précédé,  ne  vaut  plus  que  39  , 8c 
par  conféquent  le  zéro  intercepté  entre  4 & 1 fe 
change  en  9.*Voici  un  exemple. 

De  2 ôtez  1 , relie  1.  Je  palfe  à 
la  colonne  des  dixaines;  de  o ôtez 
5 , cela  ne  fe  peut  3 j’emprunte  une 
unité  du  chiffre  3 , 8c  je  dis  de  10 
ôtez  5 j relie  5.  Je  paffe  à la  colonne  des  centaines , 
8c  le  zéro  étant  changé  en  9,  je  dis  de  9 ôtez  8 , 
relie  1.  Dans  la  colonne  fuivaste , je  dis  pareille- 
ment de  9 ôtez  2 , relie  7.  Enfin  pour  la  derniere 
colonne , de  2 ôtez  1 , relie  1 . 

Vl°.  Mais  l’opération  fera  plus  aifée  en  emprun- 
tant toujours  l’unité  fur  le  zéro  précédent  ( comme 
fi  ce  zéro  étoit  un  chiffre  pofitif)  8c  en  fe  fouvenant 
d’augmenter  de  l’unité  empruntée  le  chiffre  infé- 
rieur 8c  correfpondant  au  zéro  duquel  on  l’aura  em- 
pruntée 3 ainfi  dans  .l’exemple  précédent  je  dis  , de  2 
ôtez  1 , relie  1.  Je  paffe  à la  colonne  des  dixai- 
nesj  de  o ôtez  5 , cela  ne  fê  peut,  mais  j’emprunte 
une  unité  du  zéro  précédent,  8c  je  dis  de  10  ôtez 
5 , relie  j.  Dans  la  colonne  des  centaines  je  dis, 
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de  o ôtez  9 > cela  11e  fe  peut , j’emprunte  encore  une 
unité  fur  le  zéro  précédent  , tk  je  dis  de  10  ôtez  9 , 
refte  1 . Je  palfe  à la  colonne  des  mille , de  o ôtez  3 , 
cela  ne  fe  peut  encore  3 mais  empruntant  une  unité 
furde  chiffre  précédent , je  dis  de  1©  ôtez  3 , refte  7. 
Enfin  dans  la  derniere  colonne  , de  3 ôtez  2 , refte  1. 

Corollaire. 

3 3.  Toutes  les  parties  de  l’Arithmétique  fe  prôü- 
Vent  par  leurs  contraires  3 ainfi  l’addition  Sc  la  fouf- 
traélion  fe  fervent  réciproquement  de  preuves  Tune 
à l’autre  3 c’eft-à-dire  , que  c’eft  par  la  fouftraétion 
que  l’on  s’a(Ture  qu’on  a bien  opéré  dans  l’addition  , 

& par  l’addition  que  l’on  s’alfure  qu’on  a bien  opéré 
dans  la  fouftraéfcion  : fi  l’on  veut  prouver  , par  ex  î 
que  4 & 3 font  7 , on  s’alfurera  aifémeilt  que  la  fem- 
me 7 eft  jufte  , en  faifant  voir  que  3 retranché  de  7 
laifTe  4 3 car  4 -h  3 = 7 , parce  que  7 — 3 =4,  SC 
réciproquement.  La  raifon  eft  que  ces  deux  opéra-  • 
rions  font  oppofées  , & que  l’une  détruit  ce  que  fait 
l’autre. 

PARAGRAPHE  II. 

De  la  Multiplication  & de  la  Divifîon. 

D E F I N I Tl  O NS. 

I. 

34.  Si  les  nombres  dont  il  faut  trouver  la  femme  * 
croient  tous  les  mêmes  3 par  ex  : 4 , 4 , 4 , au  lieu 
d’écrire  le  chiffre  4 , trois  fois  , pour  avoir  4 -+-  4 -H  4 
*=  1 a , il  fera  plus  court  de  ne  l’écrire  qu’une  ieule 
fois  , & de  mettre  au-delfous  de  4 le  chiffre  3 , pour 
marquer  que  le  premier  doit  être  pris  trois  fois  3 oc 
4 pris  trois  fois  donne  le  même  réfultat , fçavoir  ,113 
& alors  l’opération  s’appelle  Multiplication  ; le  pre- 
mier nombre  s’appelle  Multiplicande  ; le  fécond  , 
Multiplicateur  j & le  troifieme,  Produit.  » 
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I I. 

3 5.  Multiplier  , c’eft  donc  prendre  ou  ajouter  une 
quantité  qu’on  appelle  Multiplicande  3 autant  de  fois 
qu’il  y a d’unités  dans  une  autre  quantité  , qu’on 
nomme  Multiplicateur  3 pour  avoir  un  réfulcat,  qu’ou 
appelle  produit  ; par  ex  : fi  l’on  multiplie  1 par  3 , 
l’on  aura  6 pour  réfultat  ou  produit , ce  qui  s’exprime 
plus  brièvement  de  cette  maniéré , 1 x 3 — 6 , c’eft- 
à-dire,  1 par  3 égal  à 6. 

Corollaire. 

3 6.  Il  fuit  de  cette  définition  y que  le  produit  con- 
tient le  multiplicande  autant  de  fois  que  le  multi- 
plicateur contient  l’unitç;  & par  conféquent  fl  le  mul- 
tiplicateur eft  égal  à l’unité  , le  produit  fera  égal  au 
multiplicande;  n le  multiplicateur  eft  plus  grand  que 
1 l’unité  , le  produit  fera  plus  grand  que  le  multiplir 
cande  ; & fi  le'  multiplicateur  eft  plus  petit  que  l’u- 
nité , le  produit  fera  plus  petit  que  le  multiplicande  ; 
par  ex  : on  aura  1 X 3 '=  6;  1 X 1 — 1^2.  x 1» 

Problème  I. 

37.  Faire  la  Multiplication  3 c’ejl-à-dire  3 chercher  le 
Produit  d’un  Nombre  par  un  autre  3 lorfque  le  Multipli- 
cateur ejl  plus  grand  que  l’unité. 

Solution.  Ou  le  multiplicande  & le  multiplica- 
teur font  tous  les  deux  des  nombres  fimples;  ou  l’un 
des  deux  eft  un  nombre  compofé , & l’autre  un  nom- 
bre fimple  ; ou  bien  le  multiplicande  & le  multipli- 
cateur font  tous  les  deux  des  nombres  compofés. 

Premier  Cas. 

38.  Si  le  multiplicande  & le  multiplicateur  font 
tous  les  deux  des  nombres  fimples  , il  n’y  a nulle 
difficulté; par  ex  : 4 X 3 = 12  ; * X 4=zo.Ponr 
trouver  tout,  d’un  coup  le  produit  de  deux  nombres 
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fimples  , on  peut  s’aider  de  la  table  fuivante  , qui 
contient  les  produits  de  chaque  nombre  fimple  par 
tous  les  autres,  ' 

A 


C 

Car  dans  cette  table  tous  les  nombres  fimples 
étant  à côté  les  uns  des  autres  dans  la  ligne  AB  , & 
au-defious  les  uns  des  autres  dans  la  ligne  AC  , fi 
vous  voulez  multiplier  un  nombre  ; par  ex  : 7 pris 
dans  la  ligne  AC , par  un  autre  nombre  6 , pris  dans 
la  ligne  AB,  vous  en  trouverez  le  produit  41  dans  la 
café  qui  répondra  tant  au  chiffre  lupérieur  6 > qu’au 
nombre  collatéral  7. 

Second  Cas. 

$9.  Si  des  deux  nombres  que  l’on  multiplie  , l’un 
étoit  un  nombre  compofé  , & l’autre  un  nombre 
fimple  y fi  , par  ex  : le  multiplicande  eft  un  nombre 
compofé  & le  multiplicateur  un  nombre  fimple  , il 
faudra  multiplier  fucceflivement  les  unirés  , les  di- 
xaines  , les  centaines  , Scc.  du  multiplicande  par  le 
multiplicateur,  comme  on  Va  le  voir, 


a 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9f 

1 

4 

6 

8 

IC 

1 1 

14 

1 6 

18 

3 

6 

9 

1 z 

1 5 

18 

z 1 

*4 

17 

4 

8 

1 1 

1 6 

zc 

14 

z8 

3* 

3 <5 

5 

10 

M 

10 

*5 

3° 

35 

40 

45 

6 

1 1 

1 8 

3e 

36 

4i 

4$ 

54 

7 

>4 

1 1 

z8 

35 

41 

47 

56 

63 

8 

1 6 

14 

40 

48 

56 

64 

74 

9 

18 

17 

$6 

45 

s 4 

*3 

71 

81 
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•t  * 

Multiplicande  , 3 4 2 1 

Multiplicateur^,  3 

Produit , 10263 

Je  dis  3 fois  1 font  trois  , j’écris  3 fous  le  3 ; en- 
fuite  3 fois  2 font  6,  j’écris  6 fous  le  2 3 3 fois  4 font 
12  , j’écris  2 fous  le  4 , 8c  retiens  1 3 3 fois  3 font  9 
& 1 de  retenu  font  10  , que  j’écris  en  mettant  le  o 
fous  le  3 , & avançant  la.  dixaine. 

Or  ce  produit  contenant  le  produit  des  unités  , des 
dixaines,  8cc.  du  multiplicande  par  le  multiplicateur, 
eft  par  conféquent  le  véritable  produit. 

Si  le  multiplicande  étoit  un  nombre  fimple , & le 
multiplicateur  , un  nombre  compofé  , on  feroit  du 
multiplicateur  le  multiplicande,  8c  du  multiplicande 
le  multiplicateur  , 8c  on  opéreroit  comme  ci-deffus. 
En  effet , il  eft  indifférent  de  multiplier  4 par  3 , ou 
3 par  4 3 2 par  1 5 , ou  15  par  2 3 car  le  réfultat  fera 
toujours  le  même,  puifque  3 X 4=  12,  aufll  bien 
que  4 X 3 = 12. 

Troijiéme  Cas. 

40.  Si  le  multiplicande  & le  multiplicateur  font 
des  nombres  compofés , il  faudra  multiplier  tout  le 
multiplicande  par  chaque  chiffre  du  multiplica- 
teur , favoir  par  les  unités , par  les  dixaines  , par 
les  centaines , &cc.  du  multiplicateur  : or  le  multi- 
plicande multiplié  par  les  unités  du  multiplicateur  , 
donnera  un  produit  d’unités  ; multiplié  par  les  di- 
xaines du  multiplicateur  , donnera  un  produit  de 
dixaines  ; multiplié  par  les  centaines  du  multiplica- 
teur , donnera  un  produit  de  centaines  3 8c  ainfi  de 
fuite  : c’eft  pourquoi  l’on  aura  différens  produits 
d’unités , de  dixaines , de  centaines  , &c.  qu’il  faudra 
écrire  les  uns  fous  les  autres , obfervant  de  garder 
les  rangs  propres  à chaque  ordre  j la  fomme  de  ces 
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produits  partiels  donnera  le  produit  total  3 par 


M' 

ex 


« 


Produit 


des  unités  , 
des  dixaines  , 
des  centaines , 


Produit  total. 


2 3 4 

1 2 5 

1170 
468 
2 3 4 


2 .9  2 5 0 


Commencez  par  le  premier  chiffre  du  multiplica- 
teur , & vous  direz  5 fois  4 font  20  , écrivez  o fous 
le  5 , & retenez  2 ; 5 fois  3 font  1 5 , & 2 de  retenus 
font  1 7 , écrivez  7 , & retenez  1 3 5 fois  2 font  1 o » 
& 1 de  retenu  font  11  , & vous  aurez  1170  , qui 
fera  le  produit  des  unités.  Vous  pafferez  au  fécond 
chiffre  2 du  multiplicateur  , & vous  direz  2 fois  4 
font  8 , qu’il  faut  avancer  d’un  rang  fur  la  gauche  , 
parce  que  le  multiplicateur  2 étant  au  rang  des  di- 
xaines, le  produit  8 eft  un  produit  de  dixaines.  Con- 
tinuez à multiplier  les  autres  chiffres  du  multipli- 
cande par  ce  chiffre  2 du  multiplicateur  , & vo*us 
aurez  468  pour  produit  des  dixaines.  Paffez  enfuite 
au  troifiéme  chiffre  1 du  multiplicateur , & dites  1 
fois  4 font  4 , que  vous  reculerez  encore  d’un  rang 
vers  la  gauche  pour  le  mettre  au  rang  des  centaines  j 
continuez  a multiplier  les  autres  chiffres  du  multi- 
plicande , & vous  aurez  234  pour  produit  des  cen- 
taines. Ajoutez  ces  trois  produits , & vous  aurez  le 
produit  total. 

Corollaire. 

41.  Pour  multiplier  tout  d’un  coup  un  nombre 
quelconque  3 par  ex  : 24  par  io,  il  n’y  a qu’à  fui 
ajouter  un  zéro  3 ce  qui  fait  24  X 10  = 240  : pour 
le  multiplier  par  100 , il  n’y  a qu’à  lui  ajouter  deux 
zéro,  ce  qui  fait  24  X 100  = 2400.  Eu  un  mot 
pour  multiplier  tout  d’un  coup  par  un  nombre  dé- 
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çimal  y il  n’y  a qu’à  ajouter  au  multiplicande  autant 
de  zéro  qu’il  s’en  trouve  dyis  le  nombre  décimal  : 
car  ajoutant  un  zéro  , vous  rendez  le  multiplicande 
dix  fois  plus  grand  , ou  vous  le  multipliez  par  io  : 
ajoutant  deux  zéro  , vous  rendez  le  multiplicande 
cent  fois  plus  grand , ou  vous  le  multipliez  par  i oo: 
ce  qui  eft  fondé  fur  la  valeur  des  chiffres , laquelle 
augmente  en  proportion  décuple  d’un  rang  à un  autre. 
Pareillement  toutes  les  fois  qu’il  fe  trouve  des  zéro  à 
la  fin  , foit  du  multiplicande  , foit  du  multiplicateur, 
foit  de  l’un  & de  l’autre  en  meme  temps  , on  peut 
abréger  l’opération  en  multipliant  les  chiffres  pofi- 
rifs  du  multiplicande  8c  du  multiplicateur  les  uns 
par  les  autres,  & en  écrivant  à la  fin  du  produit  tous 
les  zéro  qui  fe  trouveront  à la  fin  du  multiplicande 
& du  multiplicateur. 

Problème  IL 

41.  Faire  la  Multiplication  , lorfque  le  Multiplica- 
teur eft  égal  à V unité. 

Solution.  Il  n’y  a nulle  difficulté  : car  le  produit 
eft  alors  toujours  égal  au  multiplicande  ( $ 6 ) : l’on 
a donc  14  X 1 = 24  j.  3 5 x 1 = 35*  & ainfi  du 
refte. 

Problème  II'I. 

43  .Faire  la  Multiplication  y lorfque  le  multiplica- 
teur eft  plus  petit  que  V unité. 

Solution.  Lorfque  le  multiplicateur  eft  plus  petit 
que  l’unité , le  produit  doit  être  autant  de  fois  plus 
petit  par  rapport  au  multiplicande  , que  le  multipli- 
cateur eft  plus  petit  par  rapport  à l’unité  ( 36)}  par 
ex  : 11  X 7 ===  6 : 1 2 X 7 =>  *;  1 2 X 7=3* 

Corollaire  I. 

44.  Dans  les  exemples  ci  - deffus  pour  avoir  le 
produit  de  1 1 pat  , par  7 , pat  , on  a pris  la  moi- 
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tic , le  tiers  , le  quart  du  multiplicande  , c’eft-à-dire 
que  l’on  a réellement  divifé  1 1 par  les  nombres  1 , 
3 , 4;  on  voit  donc  que  lorfque  le  multiplicateur  eft 
une  fra&ion  qui  a l’imité  pour  numérateur  , on 
trouvera  tout  d’un  coup  le  produit , en  divifant  le 
multiplicande  par  le  dénominateur  de  la  fra&ion. 

• Corollaire  1 1. 

45.  Sur  ce  principe  eft  fondé  l’art  de  la  multiplica- 
tion des  nombres  par  les  parties  aliquoces  y c’eft-à- 
dire  par  les  parties , ou  / raclions  de  l’unité  qui  eft 
confédérée  dans  le  multiplicateur.  Soir  donné  1 1 à 
multiplier  par  1 livres  10  fols,  après  l’avoir  multi- 
plié par  2 livres  , ce  qui  donne  le  produit  24  liv.  il 
refte  encore  à le  multiplier  par  10  lois. 

Or  je  remarque  que  10  fols  eft  une  fraction  ou  une 
partie  aliquote  de  la  livre  , laquelle  eft  l’unité"  que  je 
confédéré  dans  le  multiplicateur  , ( parce  qu’elle  eft 
de  l’efpece  de  celles  qui  le  compofent  : ) par  confc- 
quent  1 o fols  étant  la  moitié  , ou  { de  la  livre  , je 
trouverai  le  produit  de  1 2 par  rofols,  en  multipliant 
1 2 par  7 , ou  plutôt , en  le  divifant  par  2 , ce  qui 
donnera  12  X iofols=i2  x 7 =-7-—  6 livres. 

Pareillement  le  produit  de  1 2 par  j fols  , qui  eft 
le  quart  ou  7 de  la  livre  , fera  12X5  fols  = n X 
7 = ^=3  livres. 

Le  produit  de  1 1 par  i fols  , qui  eft  la  dixiéme 
partie  ou  ~ de  la  livre  , fera  12  X zr-  = 1 2 X 77  = 
77  = 1 livre  4 fols. 

Par  la  meme  raifon  le  produit  de  1 2 par  x 5 fols 
qui  font  la  même  chofe  que  iof'-+-  ce  qui  fait  la 
moitié  & le  quart , ou  7 -j-  7 de  la  livre  , fe  trou- 
vera en  prenant  la  moitié  de  1 2 qui  eft  6 , & puis 
en  prenant  encore  le  quart  de  1 2 qui  eft  3 , ce  qui 

donne  1 2 X 1 jr'=  1 2 X xof>  -j-  = 12  x i-f  7— 

7 + 7 = ^ + 3 — 9' 
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DÉFINITIONS. 

I. 

4(3.  Si  d’un  nombre  donné  il  falloit  retrancher  un 
même  nombre  plufieurs  fois,  par  ex  : fi  de  8 il  falloit 
retrancher  2 autant  de  fois  qu’il  eft  pofllble  de  le 
faire , en  faifant  8 — 1 — 6 ',6  — 2 = 4^4  — 2 = 2; 
2 — 2 = o : on  verroit  que  2 peut  être  retranché  de 
8 , ou  que  2 eft  contenu  dans  8 quatre  fois  , & cette 
opération  feroit  une  fouftraftion  répétée  quatre  fois. 
Or  il  eft  plus  court  de  demander  tout  d’un  coup  en 
8 combien  de  fois  eft  contenu  2 ? On  trouve  qu’il  y 
eft  contenu  quatre  fois  , ce  qui  s’exprime  d’une  ma- 
niéré plus  abrégée  de  cette  façon  , * = 4 , c’eft-à- 
dire  8 divifé par  2 égal  à 4 , & cette  opération  abré- 
gée s’appelle  Divifion -3  le  premier  nombre  8 s’appelle 
Dividende  ; le  fécond  2 s’appelle  Divifeur  3 & le  ré- 
fultat  4 fe  nomme  Quotient. 

I I. 

47.  La  divifion  eft  donc  une  opération  dans  la- 
quelle on  cherche  combien  de  fois  un  nombre  , 
qu’on  appelle  Divifeur  3 eft  contenu  dans  un  autre 
qu’011  nomme  Dividende  3 5c  ce  combien  de  fois  eft 
exprimé  par  un  troifiéme  nombre  qui  s’appelle 
Quotient. 

Corollaire  I, 

48.  Il  fuit  de  ce  que  nous  venons  de  dire , que 
comme  la  multiplication  n’eft  qu’une  addition  plu- 
fieurs fois  réitérée,  de  même  la  divifion  n’eft  qu’une 
fouftraélion  plufieurs  fois  répétée.  Comme  dans  la 
multiplication  on  ajoute  le  mulciplicande  à lui-même 
autant  de  fois  qu’ii  y a d’unités  dans  le  multiplica- 
teur; de  même  dans  la  divifion  on  retranche  le  divi- 
feur du  dividende  autant  de  fois  qu’il  y a d’unités 
dans  le  quotient, 
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Corollaire  1 1. 

49.  Comme  le  divifeur  eft  contenu  dans  le  divi- 
dende autant  de  fois  que  l’unité  eft  contenue  dans  le 
quotient , de  même  le  quqfient  eft  contenu  dans  le 
dividende  autant  de  fois  que  l’unité  eft  contenu  dans 
le  divifeur  :c’eft  pourquoi  fi  le  divifeur  eft  plus  grand 
que  l’unité  , le  quotient  fera  plus  j^etit  que  le  divi- 
dende : par  ex  : y = 4 5 fi  le  diviieur  eft  égal  à l’u- 
nité , le  quotient  fera  égal  au  dividende  ; par  ex  : 

11 , fi  le  divifeur  eft  plus  périt  que  l'unité,  le 

I *■ 

quotient  fera  plus  grand  que  le  dividende,  T =14. 

* 

Problème  I, 

50.  Faire  une  Divifion  , ç ejl-à-dirc  , chercher  le 
Quotient  d’un  nombre  divifé  par  un  autre  , lorfque  U 
Divifeur  ejl  plus  grand  que  l’unité. 

Solution.  Ou  le  dividende  & le  divifeur  font  tous 
les  deux  des  nombres  fimples  \ ou  le  dividende  eft  un 
nomblfe  compofé,  & le  divifeur  un  nombre  fimple  , 
ou  le  dividende  eft  un  nombre  fimple,  & le  divifeur 
un  nombre  compofé  , ou  le  dividende  Sc  le  divifeur 
font  tous  les  deux  des  nombres  compofés. 

I 

Premier  Cas. 

51.  Si  le  dividende  & le  divifeur  font  des  nom- 
bres fimples  , il  n’y  a nulle  difficulté  ; par  ex  : £ = a ; 
7=1,  comme  il  eft  évident. 

Second  Cas. 

5 z.  Si  le  dividende  eft  un  nombre  compofé  , & le 
divifeur  un  nombre  fimple. 

1°.  Prenez  le  premier  chiffre  du  dividende  à gau- 
che , ou  les  deux  premiers  chiffres  du  dividende  , 
(fi  le  divifeur  ne  fe  trouve  point  contenu  dans,  le 
premier , ) 8c  ce  fera  un  premier  membre  de  divifion 
que  vous  diviferez  par  le  divifeur  donné , fous  le- 
’ quel  écrivez  le  quotient. 
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11°.  Multipliez  le  chiffre  trouve  au  quotient  par  le 
divifeur  , &c  retranchez  le  produit  du  membre  de 
divifion  j afin  de  voir  fi  le  divifeur  eft  contenu  un 
certain  nombre  de  fois  dans  le  dividende  fans  refte, 
ou  avec  un  refie  : s'il  y a un  refte  ,*  il  fera  ou  plus 
grand  que  le  divifeur  , ou  égal  au  divifeur  , ou  plus 
petit  que  le  divifeur  : s’il  eft  plus  grand  que  le  divi- 
feur , ou  s’il  eft  égal  au  divifeur , c’eft  une  marque 
que  vous  n’avez  pas  retranché  le  divifeur  du  mem- 
bre de  divifion  autant  de  lois  qu’il  y étoit  contenu, 
& par  conféquenr  que  le  chiffre  écrit  au  quotient 
eft  trop  petit , & qu’il  faut  l’augmenter  : fi  le  refte 
eft  plus  petit  que  le  divifeur,  abaifTez  à côté  de  ce 
refte  le  chiffre  fuivant  du  dividende  , lequel  aug- 
menté de  ce  refte  , donnera  le  fécond  membre  de 
divifion  , fur  lequel  vous  opérerez  comme  fur  le 
premier. 

111°.  Continuez  de  même  l’opération  , en  divifant 
fuccefiivement  chaque  chiffre  du  dividende  , &:  lorf- 
que  le  chiffre  k divifer  fe  trouvera  plus  petit^que  le 
divifeur  , mettez  zéro  au  quotient , afin  de  conferver 
aux  chiffres  qui  le  compofent , leur  rang  & leur  va- 
leur \ voici  un  exemple  : 

Dividende  , 3-  7 4 8 

3 g 

14 

12  t 

Dites  en  3 combien  de  fois  4 \ il  n’y  eft  pas  con- 
tenu : mais  en  37  combien  de  fois  4 ? il  y eft  9 fois  ; 
écrivez  9 au  quotient , & multipliez  9 par  4 , ce  qui 
donne  l&proauit  jd  que  vous  écrirez  fous  37  ; puis 
ôtez  3<î  de  37  , refte  x , k côté  duquel  abaifTez  le 
chiffre  4 ,.qui  augmenté  de  ce  refte  fera  14  , & di- 
tes en  14  combien  de  fois  4.?  3 fois  j écrivez  3 au  * 


4 Divifeur. 
9 3 7 Quotient. 


Digitized  by  Google  > 


D’ A R I T H M E T I Q U E.  17 
quotient , & multipliez  j par  4 , ce  qui  fait  1 1 , que 
vous  écrirez  fous  14  : ôtez  11  de  14,  reff#  2 , & à 
côté  de  2 abaitfez  le  chiffre  f levant  8 , ce  qui. fera  2 S , 
lequel  divifé  par  4 donnera  7 jufte  au  quotient , qui 
fçra  9 3 7. 

Troïfiéme  Cas. 

5 3.  Si  le  dividende  eft  un  nombre  Gtnple  & le  di- 
vifeur  un  nombre  conapofé , la  divifion  ne  peut  point 
s’etfe&uer  ; on  ne  peut  dans  ce  cas  que  l’indiquer  , 
& cette  divifion  indiquée  donne  alors  une  fraâion 3 
laquelle  ell  foumife  à des  réglés  particulières  dont 
nous  parlerons  dans  La  fuite. 

Quatrième  Cas. 

54.  Si  le  dividende  & le  divifeur  font  tans  les  deux 
des  nombres  compofés  , il  faut  faire  la  divifïon  par 
par  parties  , comme  il  fuit. 

1°.  Il  faut  prendre  dans  les  premiers  chiffres  du  divi- 
dende à gauche  un  nombre  dans  lequel  foit  contenu  le 
divifeur  , & ce  fera  le  premier  membre  de  divifïon. 

It°.  Il  faut  divifer  ce  premier  membre  par  le  divi- 
feur, ou  pour  abréger,  par  le  premier  caraétere  ou 
chiffre  du  divifeur  , & l’on  aura  un  quotient,  lequel 
peur  être  ou  trop  grand  , ou  trop  petit , ce  que  l’on 
connoîtra-  par  l’opération  fuivante. 

111°.  11  faut  multiplier  le  quotient  trouvé  par  le 
divifeur , comme  dans  le  fécond  cas , 8c  fouftraire  le 
produit  du  premier  membre  de  divifion.  Or  fi  ce 
produit  ne  peut  pas  être  fondrait  du  membre  de 
divifion  , c’eft  une  marque  que  le  quotient  eft  trop 
grand  , & par  conféquent  il  faut  le  diminuer  d’une 
unité  , & le  diminuer  toujours  d’une  unité  , jufqu’à 
ce  que  cette  fouftraétion  devienne  poflible.  Si  ce 
produit  peut  être  fouftrait  du  membre  de  divifion 
8c  qu’il  n’y  ait  point  de  refte  , alors  le  quotient 
trouvé  eft  jufte  , 8c  il  faut  l’écrire  3 s’il  fe  trouve  un. 
çefte , 8c  qu’il  foit  plus  petit  que  le  divifoi*r , le 
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chiffre  trouvé  au  quotient  eft  encore  bon,  8c  il  faut 
l’écrire  : mais  fi  le  relie  écoit  égal  aa  divifeur  , ou 
plus  granS  que  le  divi^ur , ce  feroit  une  marque  , 
comme  nous  l’avons  déjà  dit,  que  le  divifeur  feroit 
encore  contenu  dans  le  dividende  , & qu’il  en  pour- 
roit  être  encore  retranché , 8c  par  conféquent  que 
le  chiffre  trouvé  pour  le  quotient  feroit  trop  petit  j 
il  faudroit  donc  l’augmenter  d’une  unité,  8c  l’aug- 
menter toujours  d’une  unité,  jufqu’à  ce  que  le  refte  , 
s’il  s’en  trouve  encore  après  la  fouftradtion,  foit  plus 
petit  que  le  divifeur. 

IV°.  Lorfqu’après  la  fouftraétion  il  fe  trouve  un 
refie  , il  faut  ajouter  ce  refte  au  chiffre  fuivant  du 
dividende  ; ou  plus  commodément  , il  faut  écrire  le 
chiffre  fuivant  du  dividende  à côté  de  ce  refte  , 8c 
l’on  aura  un  fécond,  membre  de  divifion , fur  lequel 
il  faut  opérer  comme  fut  le  premier,  8c  ainfi  de  fuite. 

V°,  Il  faut  obferver  de  mettre  o au  quotient  tou- 
tes les  fois  que  le  divifeur  ne  fe  trouve  pas  contenu 
dans  le  membre  de  divifion,  afin  de  conferver  l’ordre 
& le  rang  que  doivent  tenir  les  chiffres  du  quotient. 

VI°.  Lorfque  le  quotient  n’eft  pas  jufte , mais  qu’il 
fe  trouve  un  refte  après  la  divifion  , il  faut  écrire  ce 
refte  à côt?é  du  quotient , 8c  le  divifeur  au-deftous 
de  ce  refte , ce  qui  donne  une  fraétion  ou  une  divi- 
fion indiquée. 

Exemple  I. 

Dividende  , 

Produit , 

Refte , 

Second  memb. 

Produit , 

Refte  , 

Troifiéme  memb.  zS 

Produit , ,24 

Refte  * 4 


8418 

7 i 
1 1 

I 2 1 
12  0 
2 


SIA 

X i s 


Divifeur. 

Quotient. 
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Exemple  I I. 

Je  veux  divifer  56034030  par  30,  j’opere  en  fui- 
vant  la  méthode  précédente. 


. # 

Produit, 

Refte, 


56034030  po 

3°  l 1867801 

26 


II.  Memb.  260 

Produit,  240 

Refte , 20 


III.  Memb. 

203- 

Produit , 

1 80 

Refte, 

2r 

IV.  Memb. 

234 

Produit , 

210 

Refte, 

24 

V.  Memb. 

240 

Produit, 

240 

Refte, 

0 

VI.  Memb.  030 

Produit,  30 

Refte,  o 

Dans  le  premier  exemple  , le  divifeur  24  cofite- 
nant  deux  chiffres , il  faut  prendre  pour  premier  mem- 
bre de  divifion  84,  & dire,  en  8 combien  de  fois 
2 ? Il  y eft  quatre  fois  3 mais  le  chiffre  4 multiplié 
par  le  divifeur  24,  donne  le  produit  96,  qui  ne 
peut  être  fouftrait  de  84  , & par  conféquent  il  eft 
rrop  grand  : il  faidf  donc  le  diminuer  d’une  unité , 
& prendre  3 , lequel  multiplié  par  le  divifeur  , 
donne  le  produit  72  , qui  peut  être  fouftrart  de  84  5 
c’eft  pourquoi  j’écris  3 «u  quotient,  & 72  fous  84: 
Je  fouftrais  72  de  84,  il  refte  12  que  j’écris  au- 
defTous  , & à côté  de  ce  refte  j’abailTe  le  chiffre  fui- 
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vant  2 du  dividende,  ce  qui  donne  122  pour  fé- 
cond membre  de  divifion.  Je  dis  donc  en  12  com- 
bien de  fois  2 ? 6 fois.  Mais  pour  la  même  raifon 
que  ci-deflils , je  trouve  que  G eft  trop  grand  , mais 
que  5 eft  bon  : j'écris  donc  5 au  quoti^t  , 8c  je 
multiplie  le  divifeur  par  ce  chiffre  5 , ce  qui  donne 
le  produit  1 20 , que  j’écris  au-defîous  , 8c  que  je 
fouftrais  de  122  3 il  refte  t,  à côté  duquel  ayant 
abaifte  le  dernier  chiffre  8 , j’ai  28  pour  troifiéme 
membre  de  divifion  , & continuant  à opérer  comme 
ci-defTus,  je  trouve  pour  quotient  le  nombre  351  , 
avec  le  refte  4,  qui  ne  pouvant  être  divifé  par  24, 
donne  la  fraéfcion 

Dans  le  fécond  exemple , ayant  pris  pour  pre- 
mier membre  de  divifion  les  deux  premiers  chif- 
fres du  dividende  , je  dis  ,3  en  5 fe  trouve  une 
foisj  j’écris  1 au  quotient  , & je  multiplie  1 par 
30  , ce  qui  donne  30,  lequel  fouftrait  de  5 G , laifte 
le  refte  2 6 , à côté  duquel  j’abaiffe  o , & j’ai  160 
pour  fécond  membre  de  divifion.  Je  dis  donc  en 
zG  combien  de  fois  3 ? huit  fois  : je  multiplie  8 
par  30 , 8c  j’ai  le  produit  240,  lequel  retranché  de 
260,  donne  le  refte  20:  à côté  de  20  j’abaiffe  3, 
& je  dis  en  20  combien  de  fois  3 ? Je  trouve  6 , 
qui  multiplié  par  30,  donne  180:  180  retranché 
de  203  , refte  2 3 , à côté  duquel  j’abaiffe  4 , & je 
dis  3 en  23  fe  trouve  7 fois,  or  7 multiplié  par  30 
donne  210:  je  retranche  210  de  234  refte  24,  à 
côté  duquel  j’abaifte  o , & je  dis  3 en  24  fe  trouve 
8 fois  , dont  le  produit  par  30  eft  240  , qui  fouf- 
trait  de  240 , ne  laiîle  rien.  J’abaifte  donc  3 , & je 
dis  3 ne  peut  pas  être  divifé  p*  30  , je  mets  donc 
un  o au  quotient  , & à côté  de  3 j’abaiffe  o , ce  qui 
donne  30  pour  dernier  membre  de  divifion,  & je 
dis  3 fe  trouve  une  fois  c^ns  3 , 8c  1 multiplié  par 
30  donne  30  , que  je  fouftrais  de  50  , il  refte  o , 8c 
l’opération  eft  finie. 
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D' ARITHMETIQUE. 

Remarque  I. 

5 5 . Quand  il  fe  trouve  trois  chiffres  ait  quotient , 
le  produit  du  divifeur  par  le  premier  chiffre  trouvé 
au  quotient  eft  un  produit  de  centaines  ; &:  c’eft 
pour  cette  raifon  que  dans  le  premier  exemple , le 
premier  produit  72  doit  être  écrit  fous  le  membr® 
84 , de  façon  que  Te  dernier  chiffre  2 de  72  fe  trou- 
ve au  rang  des  centaines  ; pareillemant  le  produit 
du  divifeur  par  le  fécond  chiffre  trouvé  au  quotient 
eft:  un  produit  de  dixaines  ; & c’cft  pour  cette  rai- 
fon que  dans  le  fécond  produit  120  le  dernier  ca*- 
raétere  o doit  être  au  rang  des  dixaines , Sc  ainfî  du 
refte.  Il  faut  faire  une  remarque  toute  femblabie  , 
fi  le  quotient  étoit  compofé  de  4 , de  j , de  G , &c. 
chiffres. 

Remarque  1 1. 

5<>.  On  ne  peut  jamais  mettre  plus  de  9 au  quo- 
tient pour  chaque  membre  de  divifîon  : car  fi  l’on 
pouvoir  mettre  10  au  quotient,  il  s’enfuivroit  que 
le  membre  de  divifîon  feroit  dix  fois  plus  grand  que 
le  divifeur  : or  le  membre  de  divifîon  fur  lequel  on 
opéré  , ne  peut  jamais  être  dix  fois  plus  grand  que 
le  divifeur  : s’il  l’étoit , & fi  l’on  avoir  par  ex  : pour 
membre  de  divifîon  3250,  lorfqu’on  a pour  ai vî— 
feur  325  , retranchez  le  zéro  du  membre  de  divi- 
fion  , afin  de  le  rendre  dix  fois  plus  petic  ; donc  en  ce 
cas  vous  le  rendez  précifément  égal  au  divifeur , 6c 
vous  pourrez  par  conféquent  le  divifer  par  ce  divi- 
feur 325  : donc  vous  ne  pouvez  prendre  3250  pour 
membre  de  divifîon  , qu’après  avoir  retranchéle  zéro  ; 
donc  le  membre  de  divifîon  ne  peut  jamais  être 
dix  fois  plus  grand  que  le  divifeur,  ou  ce  qui  re- 
vient au  même,  vous  ne  pouvez  jan&is  écrire  10 
au  quotient. 
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$7.  Il  y a toujours  autant  de  caraéteres  ou  chiffres 
au  quotient,  qu’il  y a de  membres  de  divifion  \ car 
chaque  membre  donne  au  quotient  un  chiffre  ou  un  o. 

Corollaire  I 1. 

£ 5 S.  Le  divifeur  multiplié  par  le  quotient  eft  égal 
au  dividende:  car  on  a retranché  te  divifeur  du  divi* 
dende  autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  le  quo- 
tient y donc  fi  l’on  prend  le  divifeur  autant  de  fois 
qu’il  y a d’unités  dans  le  quotient,  c’eft- à-dire  , fi 
l’on  multiplie  le  divifeur  par  le  quotient , on  aura 
un  produit  égal  au  dividende.  • 

C’eft  pourquoi  la  multiplication  & la  divifion  fe 
fervent  réciproquement  de  preuve  : car  fi  l’on  veut 
faire  voir  que  1 , il  n’y  a qu’à  faire  voir  que 
4 x i = 8 : car  de  ce  que  le  divifeur  a été  retran- 
ché du  dividende  autant  de  fois  qu’il  y a d’unités 
dans  le  quotient , il  s’enfuit  que  le  divifeur  pris  au- 
tant de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  le  quotient , doit 
donner  le  dividende. 

- * Corollaire  III. 

59.  Pour  divifer  tout  d’un  coup  par  un  nombre 
décimal , il  n’y  a qu’à  retrancher  dans  le  dividen- 
de fur  la  fin  autant  de  cara&eres  ou  chiffres  qu’il  y 
a de  zéro  dans  le  divifeur  décimal \par  ex:  ^ = 249 
^ = 24;  & 34-^;  & ainfi  du  refte.  Car 

lorfque  vous  retranchez  un  chiffre , vous  rendez  le 
nombre  dix  fois  plus  petit , ou  vous  le  divifez  par  1 o ; 
lorfque  vous  retranchez  deux  chiffres,  vous  le  rendez 
cent  fois  plus  petit,  ou  vous  le  divifez  par  100  j ce 
qui  eft  toujours  fondé  fur  la  valeur  des  chiffres  , la- 
quelle croît  en  proportion  décuple. 

Remarquez  que  lorfque  les  chiffres  retranchés 
fout  pofitifs , la  divifion  n’eft  pas  jufte,  mais  que 

Ion 
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l’on  a un  refte  exprimé  par  les  chiffres  pofitifs  re- 
tranchés ÿ par  ex  : = 14  , avec  le  relie  73  que 

l'on  ne  peut  point  divifer  par  100,  mais  donc  on 
doit  faire  une  fraétion  , comme  nous  l’allons  dire  *■ 
ci- après. 

Problème  II. 

60.  Faire  la  Divijîon  3 lorfque  le  Divifeur  ejl  V unité. 

Solution.  11  n’y  a nulle  difficulté  j le  quotient 

dans  ce  cas  eft  égal  au  dividende  ; car  l’unité  qui 
multiplie  ou  qui  divife  une  quantité  , ne  l’augmen- 
te , ni  ne  la  diminue  point  : y = 3 , ^ = 45 , & 
ainli  du  refte. 

' - * #*,-'»•  — 

Problème  III. 

61.  Faire  la, Divijîon  3 lorfque  le  Divifeur  ejl  plus 
petit  que  l’unité. 

Solution.  Le  quotient  doit  être  dans  ce  cas  autant 
de  fois  plus  grand  par  rapport  au  dividende  , que  le 
divifeur  eft  plus  petit  par  rapport  à l’unité  , fuivant 
le  principe  énoncé  ci-deffus  (49).  Ainfi  24  divifé  par 
{ donne  48  3 divifé  par  y donne  72  5 divifé  par  ~ 
donne  96. 

Corollaire.  . ; 

61.  Dans  les  exemples  ci  - deffhs , pour  avoir  le 
quotient , l’on  a pris  le  double  , le  triple  , le  qua- 
druple du  dividende  3 c’eft-à-dire  , que  l’on  a réel- 
lement multiplié  24  par  2 , par  3 , par  4.  On  voit 
donc  que  lorfque  le  divifeur  eft  une  fraélion  dont 
le  numérateur  «eft  l’unité  , on  trouvera  tout  d’un 
coup  le  quotient  , en  multipliant  le  dividende  par 
le  dénominateur  de  la  fraélion } de  même  que  dans 
la  multiplication , lorfque  le  multiplicateur  eft  une 
fraétion  , on  trouve  tout  d’un  coup  le  produit , en 
divifant  le  înultiplicande  pat  le  dénominateur  de  la 
fraétion. 
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ÉLEMENS 

Proportion  I. 

63.  La  divifion  n’eft:  pas  toujours  jufte  , mais 

fouvent  elle  laill'e  un  refte  que  l’on  ne  peut  plus 
divifer  par  le  divifeur  , ce  qui  arrive  toutes  les  fois 
que  le  dividende  n’eft  pas  un  produis  exaét  du  di- 
vifeur par  un  nombre  entier , par  ex  : fi  l’on  avoit  à 
divifer  1 9 par  3 , le  quotient  feroit  6 avec  le  refte  1 , 
qui  ne  peut  plus  être  divifé  par  3.  Dans  ce  cas  on 
doit  écrire  à côté  du  quotient  ce  refte  , & en  indi- 
quer la  divifion  par' le  divifeur  * ce  qui  donnera  une 
fraétion  jointe  à un  entier  x comme  il  eft  aifé  de  le 
voir  '-y  = 6 -t-  j.  . . . : ; 

• Propojltïon  II.  "■ 

64.  Mais  lorfque  la  divifion  eft  jufte  , ou  qu’elle 
ne  lai(Te  pas  de  refte  , le  dividende  doit  être  regardé 
comme  un  produit  exadt  réfultant  de  la  multiplica- 
tion du  divifeur  par  le  quotient  3 fous  ce  point  de 
vue  le  dividende  eft  appellé  Multiple  3 8c  le  divi- 
feur , ainfi  que  le  quotient  , font  appelles  Parties 
aliquotes  de  ce  multiple  , Facteurs  y Sous-Multiples. 

C’eft  pourquoi  la  multiplication  eft  une  compo- 
fiticn  de  quantités  , 8c  la  divifion  en  eft  la  décom- 
pofition.  Il  eft  facile  de  compofer  une  quantité  , 
parce  que  la  compofition  fe  fait  par  la  multiplica- 
tion de  faéteurs  donnés  , dont  les  produits  font 
toujours  des  réfultats  juftes  8c  exadts  : mais  la  dé- 
compofition  des  quantités  n’eft  pas  toujours  facile  , 
ni  même  poftible  , quand  on  veut  les  décompofer 
en  nombres  entiers  j parce  qu’elle  fe  fait  par  voie' 
de  divifion  , laquelle  donne  rarement  des  quotiens 
fans  refte.  . , 

Quand  on  veut  décompofer  un  multiple  quel- 
conque , il  faut  fçavoir  trouver  toutes  les  quantités 
dont  ce  multiple  eft  le  produit  exaét , c’eft  à-dire  , 
qu’il  faut  fçavoir  trouver  tous  les  dmfeurs  qui  peu- 
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vent  divifer  exactement  Sc  fans  refte  une  grandeur 
donnés. 

'Proportion  III.- 

6 5.  Tout  produit  ou  multiple  eft  compofé  de  deux 
fciéteurs  au  moins  , comme  il  eft  évident  : or 

1°.  Tout  produit  ou  multiple  divifé  par  un  de  fes 
faéteurs  donne  au  quotient  l’autre  faéteur  , s’il  n’eft 
compofé  que  de  deux  faéteurs  ; ou  le  produit  des 
autres  faéteurs  , s’il  eft  compofé  de  pluneurs.  • 
11°.  Deux  produits  peuvent  avoir  des  faéteurs  ou 
des  divifeurs  communs  ; par  ex  : 1 1 Sc  8 ont  4 pour 
divifeur  commun  ; car  l’un  & l’autre  nombre  peuvent 
être  divifés  exactement  Sc  fans  refte  par  4.  • 

IIP.  Parmi  les  divifeurs  communs  de  deux  pro- 
duits ou  multiples.,  il  en  eft  toujours  un  que  l’on 
. appelle  le  plus  grand  commun  divifeur  > Sc  c’eft  le  plus 
grand  des  nombres  qui  peuvent  divifer  fans -refte  les 
deux  produits  donnés. 

"Problème  I. 

66.  Trouver  tous  les  Facteurs  , ou  Divifeurs  d’un 
Produit  rùimerique. 

Solution.  Il  faut  divifer  le  produit,  par  2 , ou 
par  3 , ou  par  5 , ou  par  7 , Scc.  jufqu’à  ce  que  l’on 
trouve  un  quotient  jufte  : il  faut  enfùite  divifer 
ce  premier  quotient  encore  par  2 , ou  par  j , ou’ 
par  5 , &c.  jufqu’à  ce  que  l’on  trouve  un  fécond 
quotient  jufte  : il  faut  encore  divifer  ce  fécond 
quotient  par  2 , ou  par  3 , Scc.  jufqu’à  ce  qu’en- 
fin  l’on  trouve  pour  quotient  l’unité.  De  plus  on 
multipliera  tous  les  divifeurs  qui  auront  donné  des 
quotiens  juftes,  les  uns  par  les  autres  , deux  à deux  , 
puis  trois  à trois  , ^)uis  quatre  à quatre , &c.  Sc  les 
produits  de  ces  divifeurs  , ainfi  que  les  divifeurs 
eux-mêmes  , feront  tous  des  .divifeurs  du  nombre 
propofé.  - 

C a 
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Corollaire. 


6-j.  Tout  nombre  auquel  on  ne  trouve  pas  d’autre 
divifeur  que  l’unité  , ou  que  lui-même  , s’appelle 
nombre  premier  ; tels  font  les  nombres  i.  2.  3.  5.  7. 
il.  x 5.  17.  19.  23.  19.  31.  37  , &c.  Or  lorfqu’oft 
veut  trouver  tous  les  divifeurs  d’un  nombre  quel- 
conque , il  faut  tenter  les  divifions  du  nombre  donne 
jrar  la  fuite  des  nombres  premiers,  Sc  ils  feront  trou- 
ver les  divifeurs  cherchés . 

Problème  IL 

k 

6 8.  Trouver  tous  les  Divifeurs  communs  de  deux 
Nombres  donnés. 

Solution.  Cherchez  tous  les  divifeurs  de  chacun 
des  nombres  donnés  , & en  comparant  les  divifeurs 
d’une  part  avec  les  divifeurs  de  l’autre  , vous  trou- 
verez ceux  qui  font  communs  à l’un  &.  à l’autre 
nombre  donné  , par  ex  : les  divifeurs  communs  de 
60  Sc  de  20 . font  1,2,4,5,10. 

Problème  III. 

69.  Trouver  le  plus  grand  commun  Divifehr  de  deux 
Nombres  donnés.  s 

Solution.  1°.  On  appelle  le  plus  grand  commun 
divifeur  de  deux  grandeurs  , la  plus  grande  quan- 
’ tiré  qui  puilfe  divifer  fans  refte  les  deux 
données. 

11°.  On  trouve  le  plus  grand  commun  divifeur 
de  deux  nombres  donnés  , en  divifanc  le  plus  grand 
par  le  plus  petit  ; & fi  la  divifion  eft  jufte , le  plus 
petit  des  deux  nombres  fera  le  plus  grand  com- 
mun divifeur  cherché.  Mais  s’il  fe  trouve  un  refte  , 
on  doit  ( négligeant  le  quotient  ) divifer  le  plus 
petit  nombre  par  ce  refte  ; & fi  la.divifion  eft  jufte  , 
ce  refte  fera  le  plus  grand  commun  divifeur.  S’il  fe 
trouve  un  fécond  refte , il  faut  çiivifer  le  premier 
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refte  par  le  fécond , & continuer  toujours  de  divi- 
fer  ( en  négligeant  les  quotiens  ) le  refte  précédent 
par  le  refte  fuivant  ; & celui  qui  divifera  exactement 
le  refte  précédent , fera  le  plus  grand  commun  divi- 
feur  cherché.  Ainlî  l’on  trouve  que  le  plus  grand 
divifeur  commun  des  nombres  25  & 20  eft  5 ; de 
9 6 &c  44  , eft  4.  Mais  s’il  arrive  que  le  dernier  refte 
Toit  1 , c’eft  une  marque  que  les  deux  nombres  n’ont 

fias  d’autres  divifeurs  communs  que  l’unité  , & dès- 
ors  ce  font , tomme  nous  l’avons  dit , des  nombres 
premiers. 

Démonstration.  La  raifon  eft , que  les  deux 

Quantités  dont  on  cherche  le  plus  grand  commun 
ivifeur  , font  toujours  des  produits  exaéts  ( ou  des 
multiples  ) du  derfiier  refte  ) parce  que  celui-ci  répété 
un  certain  nombre  de  fois  égale  chacune  de  deux 
quantités  données.  On  en  verra  une  démonftration 
plus  rigoureufe  dans  l’analyfe.  • 

P A R. A GRAPHE  IIL  . 

De  l’Exaltation  & de  V Extraction. 

• * * * * 

DÉ  FINITIONS. 

».  • . t 

’ I.  . . 

70.  Lorfque  dans  la  multiplication  le  multipli- 
cande & le  multiplicateur  font  un  même  nombre  , 
ou  , ce  qui  eft  le  même  , lorfqu’un  nombre  doit  être 
multiplié  par  lui-même  } alors  l’opération  s’appelle 
Exaltation  ; le  produit  fe  nomme  Puijfance  ; le 
nombre  qui  multiplié  par  lui -même  a 'donné  cette 
puillance , s’appelle  Racine. 

. ' Ik 

71.  Le  produit  d’un  nombre  multiplié  par  Puni- 
té  j s’appelle  première  Puiflance  & première  Ra- 

• • * C 3 
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cine  3 par  ex  : 3 x 1 = 3 , eft  la  première  puiflance- 
8c  la  première  racine  du  nombre  3. 

ï I I. 

71.  Le  produit  d’un  nombre  multiplié  une  fois  par 
lui-même  s’appelle  fécondé  Puiflance  , ou  Quand  y 
8c  fa  racine  le- nomme  Racine  fécondé,  ou  quarrde ± 
par  ex:  3 X 3=9,  donne  9 pour  la  fécondé  puiflan- 
çe , ou  Quand , 8c  3 pour  la  racine  fécondé , ou  quarree , 


73.  Le  produit  d’un  nombre  multiplié  deux  fois 
par  lui  - même  , s’appelle  troifiéme  Puiflance  , ou 
Cube  y 8c  (: a racine  s’appelle  Racine  rroifiéme , ou 
cubique  ; par  ex:  3X3  X 3 = 27.  donne  27  pour  la 
troifiéme  puiflance,  ou  1 e Cube  , &c  3 pour  la  racine 
çroifiéme  , ou.  cubique. 

• V. 

74.  Le  produit  d’un  nombre  multiplié  trois  fois 
par  lui  - même  s’appelle  quatrième  'Puiflance  , ou 
Quarrdquarrd  j la  racine  de  cette  puiflance  s’appelle 
Racine  quatrième  , ou  quarrde-quarrée  3 par  ex  : 3 x 
3X3X3  = 81  donne  S 1 pour  la  quatrième  puif- 
fance,  ou  le  Quand ■ quand , 8c  3 pour  la  racine  qua- 
trième , ou  quart de-quande  : il  en  de  même  pour  les 
autres  puiflances  , 5 e 3 6e , 7e,  8cc. 

V I.*  . <■-  . 


75.  On  appelle  Expofant  de  la  puiflance-,  ou  de 
la  racine  , le  nombre  qui  exprime  le  degré  de  la 
puiflance  ou  de  la  racine.  L’expofanr  de  la  première 
puiflance  8c  de  la  première  racine  efl:  1 3 celui  de  la 
fécondé  puiflance  & de  la  fécondé  racine  efl;  2 3 celui 
de  la  troifiéme  puiflance  8c  de  la  troifiéme  racine  eft 
3 ,•&  ainfi  du  refte.  * . 

V I I. 

7 6.  Lorfque  dans  la  divifion  le  dividende  8c  le 
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divifeur  font  tels , qué  le  quotient  qui  réfulte  eft  le 
même  nombre  que  le  divifeur  , comme  il  arrive , 
par  ex  : en  divifant  9 par  3 : ou  même  lorfqu’après 
avoir  divifé  le  dividende , on  continue  à divifer  le 

f>remier , le  fécond  , le  troifiéme  , &c.  quotient  par. 
e même  divifeur  , & que  le  dernier  quotient  qui 
réfulte  eft  le  même  nombre  que  le  divifeur  , com- 
me il  arrive  3 par  ex  : en  divifant  64  par  4 , ou  1 z 5 
par  5 , alors  l’opération  s’appelle  Extraclion  ; le  di- 
vidende s’appelle  PuiJJance ; &c  le  divifeur,  ainfi  que 
le  quotient , fe  nomment  Racines. 

L’extraébion  eft  donc  une  opération  par  laquelle 
on  cherche  un  nombre  qui  , multiplié  un  certain 
nombre  de  fois  par  lui-même  , donne  la  puillance 
propofée. 

. Corollaire , I. 

77.  Nous  venons  de  voir  que  pour  élever  un  nom- 
bre quelconque  à la  fécondé  puillance  , il  n’y  a qu’à 
le  multiplier  une  fois  par  lui-même  3 que  pour  l’éle- 
ver à la  troifiéme  puillance,  il  faut  le  multiplier  deux 
fois  par  lui-même  3 que  pour  l’élever  à la  quatrième 
puillance  , on  doit  le  multiplier  trois  fois  par  lui- 
même,  ôc  ainfi  du  refte  : d’où  par  conféquent  il  fuit 
en  général  que  , pont1  élever  un  nombre  à une  puif- 
fance  quelconque  , il  n’y  aura  qu’à  le  multiplier  par 
lui-même  autant  de  fois  moins  une,  qu’il  y a d’uni- 
tés dans  l’expofant  de  la  puillance  propofée  3 pour 
élever  le  nombre  3 à la  troifiéme  puillance , il  n’y 
a qu’à  le  multiplier  trois  fois  moins  une  , ou  deux 
fois  par  lui-même  , &c  l'on  aura  3 x 3 X 3 = 27. 

• . Corollaire  IL  • * 

78.  Puifqu’une  puillance  quelconque  , par  ex  : la 
troifiéme  puillance  27  eft  le  produit  d’un  multipli- 
cande. 3 multiplié  deux  fois  pir  tin  multiplicateur 
3 y il  s’enfuit  que  la  racine  troifiéme  de  la  puillance 

' C 4 
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27  doit  être  un  quotient  3 du  dividende  27  divifé 

deux  fois  par  un  dtvifeur  3. 

Corollaire  III. 

• 79 • Quand  on  propofe  une  puiftance  , par  ex  : 27  , 

pour  en  chercher  la  racine  , cette  racine  n’eft  pas 
aifée  à trouver  tout  d’un  coup  3 elle  réfulte  d'une 
divilion  dans  laquelle  on  connoît , il  eft  vrai  , le 
dividende  qui  eft  la  puiftance  propofée  3 mais  on  ne 
connoît  pas  le  divifeur parce  que  ce  divifeur  eft  le 
même  nombre  que  le  quotient  que  l’on  cherche  , 8c 
qui  eft  inconnu. 

C’eft  pourquoi  la  réglé  générale  pour  extraire  la 
racine  quelconque  d’une  puiftance  donnée  , eft  de 
chercher  un  nombre  tel , qu’étant  multiplié  par  lui- 
mcme  autant  de  fois  , moins  une  , qu’il  y a d’unités 
dans  l’expofant  de  la  puiftance  propofée , ou  de  la 
racine  cherchée  , il  devienne  égal  à cette  puiftance  , 
ou  du  moins  en  approche  le  plus  près  qu’il  foit  pofli- 
ble. 

Nous  donnerons  dans  la  fuite  des  réglés  8c  des  mé- 
thodes pour  trouver,  les  puiftances  , 8c  extraire  les 
racines  des  nombres  8c  des  quantités  quelconques. 

Corollaire  I V. 

80.  Il  s’enfuit  que  l’exaltation  8c  l’extraétion  font 
des  opérations  oppofées , 8c  qui  fe  fervent  mutuel- 
lement de  preuve  3 car  fi  l’on  veut  s’aftiirer  ,par  ex  : 
que  3 eft  la  racine  quarrée  de  9 , il  n’y  a qu’à  faire 
voir  que  9 eft  le  quarré  de  3 3 car , puifque  3 X 3 = 9 , 
il  fuit  que  |=  3.  <v 

- ARTICLE  II. 

Des.  opérations  fur  les  Fractions. 

i°.  "L'Unité  eft  un  tout  divifible  en  plufieurs  par- 
ties , mais  regardé  comme  fimple  8c  non  encore  di- 
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vifié.  Le  nombre  entier  eft  un  affemblage  de  plufieurs 
unités  de  même  efpece  ; la.  fraction  eft  ou  une  partie 
de  l’unité,  comme  ÿ,  ÿ,  &c.  ou  un  aflemblage  de 
t parties  d’une  meme  unité , comme  7,7,  &c.  En  effet, 
fi  l’on  fuppofe  l’unité  divifée  en  trois  parties  égales, 
la  fra&ion  y eft  un  affemblage  de  deux  tle  ces  par- 
ties ÿ lî  l’on  fuppofe  l’unité  dfvifée  en  «quatre  parties 
égales  , la  fraétion  7 fera  l’aflemblage  de  trois  de  ces 
parties.  # 

11°.  Les  fra&ions  peuvent  être  confidérées  ou  en 
général,  ou  dans  leurs  différentes  efpéces;  on  appelle 
fraétion  en  général  toute  quantité  qui  eft  partie  de 
l’unité  & eft  repréfentée  fous  l’exprellion  de  fraction  j 
c’eft-à-dire  , par  un  nombre  compcfé  d’un  numéra- 
teur & d’un  dénominateur.  Les  différentes  efpéces  de 
fractions  font  les  parties  de  différentes  unités , com- 
me du  carde,  de  la  toife  , de  l’heure,  &c.  foit  qu’el- 
les foient  repréfemées  lous  l’exprefîion  ào.  fractions  t 
ou  fous  celle  d 'entiers. 

PARAGRAPHE  I. 

# 

Des  Fractions  confidérées  en  général. 

1°.  La  fraction  Sc  la  divifion  font  dgux  points  de 
vue  différens  qui  appartiennent  à une  même  quan- 
tité. La  divijion'  eft  une  opération  que  l’on  peut  ef- 
feéluer;  la  fraction  eft  une. divifion  feulement  indi- 
quée : ce  que  l’on  appelle  dividende  &c  divifeur  dans 
«une  divifion  , s’appelle  numérateur  & dénominateur 
dans  la  fraétion.* 

11°.  Comme  la  divifion  donne  un  réfultat  que  l’on 
appelle  quotient , de  même  la  fraélion  donne  un  ré- 
fultat  que  l’on  appelle  valeur  ou  expofant  de  la  frac- 
tion. Dans  la  divifion  on  trouve  le  quotient  en  di- 
vifant  le  dividende  par  le  divifeur , ce  qui  eft  tou- 
jours pôflible  , parce  que  le  dividende  eft  plus  grand 
que  le  divifeur  j de  même  dans  la  fraélion  on  trouve 
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Ja  valeur  en  divifant  le  numérateur  par  le  dénomina- 
teur, lorfque  la  divifion  eft  pollible  ; mais  lorfque 
la  divifion  n’eft  pas  pollible , comme  il  arrive  dans 
toute  fraétion  proprement  dite , où  le  numérateur  eft  % 
toujours  plus  petit  que  le  dénominateur  , on  trouve 
alors  la  valeur,  ou  l’expofant  de  la  fraétion , en  rédui- 
fant  la  fraétion  à fes  'plus  fimples  termes , comme 
nous  le  dirons  ci-après. 

111°.  Les  fraétions  confidérées  en  génépi  font  fuf- 
ceptibles  de  toutes  les  opérations  que  l’on  fait  fur 
les  nombres  entiers.  Mais  pour  pouvoir  être  affu- 
jetties  au  calcul , elles  ont  quelquefois  befoin  d’être 
préparées  par  des  opérations  qui  leur  font  propres  , 

& que  l’on  appelle  par  cette  raifon  préliminaires. 


Des  opérations  préliminaires  fur  les  Fractions. 

Les  opérations  préliminaires  fur  les  fra&ions  font 
différens  changemens  qu’on  leur  f«it  fubir  , fans  en. 
changer  la  valeur , pour  en  rendre  le  calcul  & la 
comparaifon  plus  facile  & plus  commode  ; ces  opéra- 
tions s’appellent  transformations. 


Principe  I. 

81.  La  vaJeur  d’une  fraétion  ne  change  pas  3 foit 
qu’on  multiplie , foit  qu’on  divife  fes  deux  termes 
par  une  même  troifiéme  quantité  f fi  vous  multi- 
pliez , par  ex.:  les  deux  termes  de  la  fraétion  f par 
3 , vous  aurez  la  fraétion  \ , qui  eft  la  même  chofe 

3ue  f : pareillement , fi  vous  divifez  les  deux  termes 
e la  fraction  par  3 , vous  aürez  ta  fraétion  7 , qui 
eft  la  même  chofe  que  7. 

Principe  II. 

8 z.  Une  fraétion  eft  d’autant  plus  grandé  ou  plus 
petite  , qu’elle  approche  plus  ou  moins  de  l’unité , 
ou  qu’elle  contient  plus  ou  moins  de  parties  de  l’unité 
dont  elle  eft  fraétion. 
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Corollaire. 

• 

8$.  D’où  il  fuit  que,  lorfque  deux  fractions  ont 
le  même  dénominateur  , la  plus  grande  eft  celte  dont 
le  numérateur  eft  plus  grand , parce  qu’elle  contient 
plus  de  parties  de  l’unité , par  ex  : j y ; Sc  lorf- 
qu’elles  ont  le  même  numérateur,  la  plus  grande  eft 
celle  dont  le  dénominateur  eft  plus  petit  j par  ex  s 
7 en  effet  plus  le  dénominateur  eft  petit,  le 

numérateur  reftant  le  même  , plus  il  eft  contenu  ou 
approche  d’être  contenu  dans  le  numérateur  , & par 
conféquent  la  fraction  approche  plus  d’être  égale  à 
l’unité. 

R E G L E I. 

La  première  efpéce  de  transformation  fe  fait  par 
k changement , ou  d’une  fraélion  en  une  autre  frac- 
tion , ou  d’un  entier  en  fraction , ou  d’une  fraélion 
en  entier. 

84.  Premier  Cas.  On  peut  transformer  une  frac- 
tion en  une  autre  fraétiou. 

1°.  En  multipliant  par  une^nême  quantité  le  nu- 
mérateur & le  dénominateur  de  la  fraélion  ; par  ex  : 
au  lieu  de  la  fraélion  7 , on  peut  avoir , en  fe  fer- 
vant  du  multiplicateur  1 , les  fraétions  7 , 7 , , 77  , 

Sec.  lefquelles  ont  différentes  expreflions  } mais  con- 
fervent  la  même  valeur  (8 1).  * • • 

11°.  En  divifant  par  une  même  quantité  le  numé- 
rateur & le  dénominateur  de  la  fraélion , lorfque 
cetk  divifion  fe  peut  faire  fans  refte  3 par  ex  : au 
lieu  de  la  fraélion  77 , on  peut  avoir , en  fe  fervant 
du  divifeur  2 , les  fractions  -L  , 7 , 7,  7.  Cette  opéra- 
tion  réduit  la  fraélion  à une  expreflion  plus  fimple , 

& par  cette  (|dfon  s’appelle  réduction  des  fraélions  d 
de  plus  Jimples  termes. 

85.  Second  Cas.  Oh  transforme  un  entier  en  frac- 
tion en  multipliant  & divifant  l’entier  par  le  déno- 


i 
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minateur  que  l’on  veut  donner  à la  fradtion  ; par  ex: 
on  aura  i — 7 = r==:ï  = T>  &c*  Or  l’enrier  fous 
ces  différentes  expreflions  conferve  toujours  la  même 
valeur;  parce  qu’étant  multiplié  & divifé  par  une  mê- 
me quantité , la  divifion  détruit  ce  qu’avoit  fait  la 
multiplication  , & réciproquement. 

8 6.  Troijîéme  Cas.  On  transforme  une  fradtion  en 
entier , en  divifant  le  numératetir  par  le  dénomina- 
teur , lorfque  la  divifion  eft  poflible;  \ — z. 

Corollaire. 

87.  On  peut  réduire  tout  d’un  coup  une  fradtion 
à fes  plus  fimples  termes  , ou  à la  plus  fimple  expref- 
fion  qu’il  foit  pollible , en  divifant  le  numérateur  8c 
le  dénominateur  de  la  fradtion  par  leur  plus  grand 
commun  divifeur  ; par  ex  : divifant  les  deux  termes 
de  la  fradtion  j par  leur  plus  grand  commun  divi— 
feur  qui  eft  4,  elle  deviendra  7.  Or  une  fradtion 
ainfi  réduite  eft  la  valeur  ou  Ycxpofant  de  la  fradtion 
qui  étoit  à réduire.  Si  le  numérateur  & le  dénomi- 
nateur n’avoient  pas  de"  plus  grand  commun  divifeur 
que  l’unité , dans  ce  As  la  fradtion  n’auroit  pas  de 
valeur  diftinguée  d’elle-même  , 8c  alors  ces  fortes  de 
fractions  s’appellent  fradtions  premières , ou  irréduc- 
tibles , 8c  elles  font  dans  l’ordre  des  fradtions , ce 
que  les  nombres  premiers  font  dans  l’ordre  des  nom- 

• bres  entiers. 

Réglé  II. 

• • 

La  fécondé  efpéce  de  transformation  fe  fait  en*ré- 
duifant  les  fractions , foit  à un  dénominateur  com- 
mun, foit  à un  dénominateur  quelconque. 

88.  Premier  Cas.  La  réduction  des  fradtions  à un 

dénominateur  commun  fe  fait  , en  qpultipliant  les 
termes  de  chaque  fradtion  par  le  dénominateur  de  i 

l’autre  fradtion,  s’il  n’y  a que  deux  fradtions  ; ou 

par  le  produit  des  dénominateurs  des  autres  frac- 

4 - ' * ï 
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tions  , s’il  v en  a plufieurs  ; par  ex:  les  fraétions  - ôc 
iferéduifent  = 

Le  but  & l’ufage  de  cette  rçduétion  eft  de  transfor- 
mer les  fractions  en  des  quantités  homogènes  ou  de 
même  efpeco,  pour  les  rendre  fufceptibles  de  com- 
paraifon  &c  de  calcul..  Car  lorfque  des  fraétions  ont 
un  même  dénominateur  elles  font  entr’elles  comme 
leurs  numérateurs  5 &c  l’on  peut  ainfi  fupprimer  leur 
dénominateur  commun  , en  le  fous-entendant  , & 
opérer  fur  ces  fraétions  de  la  même  «maniéré  que  fur 
les  entiers. 

89.  Second  Cas.  O11  réduit  une  fraétion  ; par  ex  : 
~ j à un  dénominateur  quelconque,  tel  que  4;  i°.  eu 
multipliant  les  termes  de  la  fraétion  par  le  dénomi- 
nateur donné  4,  ce  qui  donne  ^ j i°.  en  divifant  en- 
fuite  les  deux  termes  de  la  fraétion  nouvelle  par 
le  dénominateur  2 de  la  première  fraétion  , ce  qui 
donnera  la  fraétion  réduite  £ , dont  le  dénominateur 
eft  devenu  4;  parce  qu’ayant  multiplié  1 par  4,  & 
divifé  1®  produit  8 par  2 , il  doit  nécelTairement  ré- 
fulter  4;  car  un  produit  divifé  par  un  des  deux  fac- 
teurs qui  le  compofent , doit  néceffairement  donner 
l’autre  faéteur  au  quotient. 

Cette  réduétion  s’appelle  évaluation , & fert’à  éva- 
luer les  fraétions  en  parties  connues  ; par  ex:  les  frac- 
tions ou  parties  de  livres  en  fols,  ou  en  parties  vingtiè- 
mes, qui  font  des  parties  connues  ; car  le  fol  eft  la  ~ 

f>arrie  de  la  livre.  C’eft  pourquoi  étant  donné  \ par  ex  : 
es  ^ d’une  livre  , fi  je  veux  fçavok  combien  cette 
fraétion. vaut  de  fols,  ou  de  parcies  vingtièmes  de  la 
livre  , j§  n’ai  qu’à  réduire  la  fraétion  \ au  dénomina- 
teur 10  fuivant  la  réglé  prefcrite  ci-deffiis,  & j’aurai 
la  fraétion  réduite  qui  fignifie  quinze  vingtièmes 
parties  de  lajivre , ou  quinze  fols. 


Corollaire. 


90.  De  deux  fraétions  datas  lefquelles  la  différence 
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du  numérateur  au  dénominateur  eft  la  même  ; la  plus 
grande  eft  celle  qui  eft  exprimée  par  de  plus  grands 
nombres  ; par.  ex  : l’on^i  7 <C  î-  Car  réduilant  au  mê- 
me dénominateur  , on  aura  7 ==  -^ , & 7 = -7  ; or 
JL  / 'i 

Il  S 1»'  • 

Du  Calcul  des  Fractions. 


Le  calcul  des  fradions  confifte  dans  les  opérations 
ordinaires  d’addition  8c  de  fouftradion , de  multipli- 
cation 8c  de  divifion  ; d’exaltation , 8cc. 

Réglé  I. 

91.  L’addirion  & la  fouftraéHon  des  fradions  ne 
fouffrent  aucune  difficulté  , lorfqu’elles  ont  le  même 
dénominateur;  il  eft  évident  que  7 -f- 7 = ~=  | ; 
que  7 — '7  = ~ = 7;  c’eft-à-dire,  que  l’on  trouve  la 
fommeou  la  différence  des  bradions  qui  font  dfe  mê- 
• me  dénomination  , en  prenant  la  fournie  ou  la  diffé- 
rence des  numérateurs. 

Mais  lorfque  les  bradions  font  de  différente  déno- 
mination; i°.  on  doit  les  réduire  à un  même  déno- 
minateur ; i°.  il  faut  prendre  la  fomme  ou  la  diffé- 
rence des  numérateurs  des  fradions  réduites  : par  ex  : 


Réglé  II. 


92.  La  multiplication'des  fradions  confifte  à mul- 
tiplier ou  une  fradion  par  une  fradion,  ou  une  fracr 
tion  par  un  entier  , ou  un  entier  par  une  fradion. 

1°,  La  multiplication  d’une  fradion  par  une  autre 
fradion  fe  fait  en  multipliant  les  numérateur^  par  les 
numérateurs  3 & les  dénominateurs  par  les  dénomina - 
zcursiparex:  ’jXÎ=’£==ï  = 6 ,cvl==3  Set 
t=  2 ; or  3X1=6:  pareillement  on  aura  7X7  = 

i£=77  = î?  car  ;=7.&ï=ri°*.TXi  = £par  la 
raifon  contraire  à ce  que  3 X 2-=  6. 

11°.  Lorfqu’on  multi^ie  une  fradion  par  un  en- 
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tier  3 par  ex  : i par  3 , l'entier  peut  être  regardé  com- 
me une  fraétion  qui  a pour  dénominateur  l’unjté 
(85)3  ainli  l’on  aura , en  fuivant  le’principe  ci-delliis  , 
3 X 3=7X7=7377  = 3:  c’eft-à-dire,  que  pour  avoir 
le  produit  d’une  fraction  par  un  entier  , il  n’y  a qu’à 
multiplier  le  numérateur  de  la  fraction  par  l’entier 
donné. 

111°.  Si  l’on  multiplie  un  entier  par  une  fraétion  , 
par  ex  : 3 par  7 , il  eft  évident  par  ce  qui  vient  d’être 
dit,  que  l’on  aura  3X7  = 7X7  = 777  = 7:  c’eft-à- 
dire  , qu’il  faut  multiplier  l'entier  par  le  numérateur  de 
la  fraction  j & conferver  le  même  dénominateur. 

Corollaire  1. 

9 j . Lorfqu’on  multiplie  deux  fraétions  l’une  par 
l’autre,  la  fraétion  qui«réfulte  du  produit  donne  l’éva- 
luation de  ce  que  l’on  appelle  fraction  de  fraction.  On 
appelle  fraction  de  fraction , une  fraétion  qui  eft  par- 
tie d’une  autre  fraétion  , ainli  que  la  fraétion  eft 
elle-même  partie  de  l’unité  3 tel  eft  le  7 de  j ou  la 
moitié  d’un  tiers.  Or  quand  on  multiplie  une  frac- 
tion par  une  autre  fraétion  3 par  ex  : 7 par  un  j , 
on  cherche  réellement  ce  que  vaut  une  fraétion  de 
fraétion , ou  ce  que  vaut  dans  cet  exemple  la  moi- 
tié d’un  tiers  même  que  lorfqu’on  multiplie  z 
par  3 , on  ch^Rie  le  • double  de  trois  : l’on  trou- 
vera donc  que  la  moitié  d’un  tiers  eft  7,  en  pre- 
nant le  produit  des  deux  fraétions  7X7=27,  tout 
comme  le  double  de  3 fe  trouve  être  6 , en  faifant 
•2X3=6.  . 

Il  fuit  donc  évidemment  que  pour  évaluer  une 
fraction  de  fraction,  il  n’y  a qu’à  les  multiplier  l’une 
par  l’autre  : ainli  le  7 de  7 fera  77.  Si  l’on  avoir  une 
fuite  de  fraétions  de  fraétions  , par  ex : le  7 du  7 de  7, 
pour  évaluer , il  faudroit  les  multiplier  toutes  les  unes 
par  les  autres,  ce  qui  donneroit 
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Corollaire'  1 1.  ' 

'94.  Si  le  numérateur  d’une  fradion  eft  plus  grand 
que  Limité,  la  fradion  pourra  toujours  être  décompo- 
fée  en  deux  fadeurs,  dont  l’un  fera  un  nombre  en- 
tier, & l’autre  une  fra’dion;  par  ex:  y,  ou  fera  la 
même  chofe  que  7 X 1 , ou  ■}  X a ; comme  on  le  voit 
évidemment  après  ce  qui  a été  dit  (91).  D’où  il  fuit 
que  ce  fera  la  même  chofe  de  prendre  les  deux 
tiers  d’un  tout  fimple , ou  le  tiers  d’un  tout  double  ; 
par  ex:  les  deux  tiers  d'un  écu  , ou  le  tiers  de  deux 
écus , de  même  que  pour  avoir  le  produit  1 X 3 
— 6 , c’eft  la  même  chofe  de  prendre  le  double  de 
3 , ou  le  triple  de  2. 

Réglé  III. 

95.  La  divifion  des  fradions  confifte  à divifer  ou 
une  fradion  par  une  fradion  , ou  une  fradion  par  un 
entier  , ou  un  entier  par  une  fradion. 

1°.  La  divifion  d’une  fradion  par  une  autre  frac- 
tion fe  fait  en  multipliant  le  numérateur  de  la  première 
fraclioB  par  le  dénominateur  de  la  fécondé  _,  & le  déno- 
minateur de  la  première  parle  numérateur  de  la  fécondé  ; 

6 on  l’indique  par  cette  marque  X , que  l’on  inter- 
pofe  entré  la  fradion  dividende  8c  la  fradion  qui 
fert  de  divifeur , ( ce  qui  s’appey^multiplier  eu 
croix , ou. en  fautoir)  par  ex  : ^ divlwpar  7 , ou  ~ X 

7 donnera  pour  quotient  = 77  = 3.  car  — <=  6 , 

&^  = 2:orf=3.  Pareillement  — divifé  par  {,  ou 
~ X 7 donnera  pour  quotient  = f car  f^= 

^ , 8c  7 = 7 ; or  7 X 7 = 7 = 7 , par  la  raifon  contraire 
à ce  que  7=3.  , 

Jl°.  Si  l’dn  veut  divifer  une  fradion  par  un  entier 
l’entier  peut  être  regardé  comme  une  fradion  qui 
a pour  dénominateur  l’unité  (85)5  ainfi  en  fuivanc 
le  principe-  ci  - deffus  , 7 divifé  par  3 fera  7X7 
= 7X7  = 77}  — iri  c’eft-à-diro , que  pour  divifer 

‘ une 
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fane  fraétion  par  un  entier  , il  n’y  a qu’à  Multiplier  le 
dénominateur  de  la  fraction  par  l'entier. 

111°.  Si  l’on  divife  un  entier  par  une  fraétion , il  eft 
évident  par  ce  qui  vient  d’être  dit , que  , par  ex  : 4 
divifé  par  | fera  ± X \ = t X { = gj-  = f-  ; c’eft-à- 
dire , qu’on  doit  multiplier  l’entier  par  le  dénominateur ' 
de  la  fraction  3 & le  divifer  par  le  numérateur. 

Réglé  IV. 

9 6.  L’exaltation  d’une  fraétion  à une  puiflànce 
quelconque  fe  fait  , en  clevant  le  numérateur  & le 
dénominateur  , chacun  à la  puiflànce  propofée  ; 
par  ex  : le  quarré  de  | eft;  ; car  le  quarré  de  7 eft 
^ X 7 = 73^7  = 7 ( 92  ) : pareillement  le  cube  de  7 eft 

- Y - Y - - 8 

? A T A J ” » 7 * 

L’extraétion  des  fraétions  fe  fait,  en  prenant  la 
racine  , tant  du  numérateur  que  du  dénominateur  $ 
par  ex  : 7 eft  la  racine  quarrée  de  7 , & la  racine 
cubique  de 

Corollaire. 

97.  Les  fraétions  décroiflent  dans  l’exaltation  , & 
croifTent  dans  l’extraétion  j c’eft- à-dire  , que  dans  les 
fraétions  la  racine  eft  plus  grande  que  la  puiflànce , 
au  lieu  que  dans  les  nombres  entiers  la  puiflànce  eft 
plus  grande  que  la  racine  \ par  ex  : la  fraétion  { eft 
plus  grande  que  fon  quarré  7 , que  fon  cube  7 , &c. 
comme  il  eft  évident. 

D’où  l’on  conclud  qu’un  nombre  entier  ne  peur 
avoir  pour  racine  une  fraétion  : car  une  fraétion 
racine  eft  toujours  plus  grande  que  fa  puiflànce  ; or 
dans  les  nombres  entiers  la  puiflànce  au  contraire 
eft  toujours  plus  grande  que  la  racine. 

Nombre  IL 

Des  Fractions  confédérées  dans  leurs  efpeces. 

98.  On  eft  obligé  d’employer  dans  l’ufage  ordi- 
naire différentes  fortes  de  mefures  qui  fe  divifent 
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Sc  fe  fouflivifent , chacune  en  parties  de  différens 
noms  , d’où  réfui tent  des  fractions  de  différente  ef- 
pece  j telles  font,  par  ex  : 

Le  cercle  qui  fe  divife  en  360  parties  égales  , 
qu’on  appelle  degrés  ; le  degré  fe  divife  en  60  minu- 
tes j chaque  minute  en  60  fécondes  • chaque  fécondé 
en,  &c. 

Le  tems  qui  fe  divife  en  jours  ; chaque  jour  fe  di- 
vife en  z 4 parties  égales  , qu’on  appelle  heures  ; cha- 
que heure'en  60  minutes  ; chaque  minute  en  60  fé- 
condés j &c. 

La  diftance  qui  fe  mefure  par  des  toifes  ; la  toife 
contient  6 pieds  ; le  pied  fe  divife  en  îz  pouces  ; 1^ 
pouce  en  douze  lignes , &c. 

La  monnoie  qui  fe  divife  en  livres  ; la  livre  con- 
tient z o fols  ; le  fol  t z deniers. 

. Le  poids  qui  s’exprime  par  des  livres  ; la  livre 
contient  16  onces  3 l’once  S gros  ■ le  gros  7 z grains. 
11  en  eft  de  même  de  toutes  les  autres  mefures.  Or 

1°.  Les  parties  de  ces  mefures  font  autant  d’ef- 

{)éces  de  fractions,  qui  fe  rencontrent  fouvent  dans 
e calcul  : car  le  cercle  , par  ex  : étant  divifé  en  3 60 
degrés  , un  degré , deux  degrés , trois  degrés  , Sec. 
l'ont  777  > 777  3 777  j &c.  parties  , où  font  des  frac- 
tions d’un  cercle  : le  degré  étant  divifé  en  60  minu- 
tes . une  minute  , deux  minutes  , &c.  font  -f  , — 
parties  , où  font  des  fractions  d’un  degré  : la  mon- 
noie étant  divifée  en  livres _,  la  livre  en  zo  fols  3 le 
fol  en  1 z deniers  ; un  fol , deux  fols  , trois  fols , &c. 
font  77 , 7^  , &c.  parties  , où  font  des  fraétions  de  la 
livre  3 Sc  un  denier  , quatre  deniers  , Scc.  font  , 
77*  77  parties:,  où  font  des  fraétions  d’un  fol  j Sc  ainli 
du  refie. 

11°.  D’où  il  fuit  que  les  parties  d’une  mefure  quel- 
conque , qui  auront  un  même  nom  , ou  feront  de 
même  dénomination  , feront  des  fraétions  qui  au- 
ront un  même  dénominateur  : or  ce  dénominateur 
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étant  cofnmun*,  peut  par  conféquent  être  fous-en- 
tendu  dans  la  pratique.  C’eft  pourquoi  on  exprime 
ces  parties  ou  fraétions  par  des  nombres  entiers  ; 
ainfi  au  lieu  de  dire  de  livres  , on  dit  i fol  3 i 
fols  ; au  lieu  de  dire  — , de  fols , on  dit  z deniers 3 
5 deniers  ; 8c  ainfi  du  refte. 

111°.  Or  ces  fraétions  s’exprimant  de  la  même 
maniéré  que  les  nombres  entiers  dans  la  pratique  ; 
leur  calcul  fouffre  par  cette  raifon  quelque  diffi- 
culté , lorfqu’on  combine  des  fractions  de  differente 
dénomination  foit  entr’elles  , foit  avec  des  entiers  j / 
8c  ce  font  ces  fractions  de  différente  dénomina- 
tion qui  étant  exprimées  de  la  même  maniéré  que 
les  entiers  donnent  les  nombres  que  l’on  appelle 
complexes. 

Problème  I. 

99.  Ajouter  enfemble  des  nombres  complexes  ; c,efi- 
à-dire  , des  Fractions  de  differente  dénomination  3 par 
ex  : des  Livres  3 des  Sols  & des  Deniers. 

Solution.  i°.  Il  faut  dîfpofer  ces  fractions  eu 
colonne  , chacune  félon  leur  dénomination  ; c’eft- 
à-dire  , les  deniers  fous  les  deniers  , les  fols  fous  les 
fols,  les  livres  fous  les  livres.  zv.  Il  faut  prendre  la 
foinme  de  chaque  colonne  , allant  de  droite  à gau- 
che, 8c  divifer  cette  fomme  par  le  dénominateur 
commun.  30.  S’îl  y a un  refte  , il  faut  écrire  ce  refte 
fous  la  colonne , & garder  le  quotient  pour  l’ajouter 
à la  colonne  fuivante. 

* j 1 5 liv.  1 7 fols  4 den. 

jj  11  6 

1 5 M 9 

Somme , 3 6 7 4 7 

D a 
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Problème  î I. 

i oo.  Faire  la  Sou.JlraU.ion  des  Quantités  ou  Nom- 
bres complexes. 

Solution.  1°.  Il  faut  écrire  la  quantité  que  l’on 
veut  fouftraire  au  • dellous  de  celle  dont  on  veut 
fouftraire  , de  façon  que  les  parties  de  même  déno- 
mination fe  trouvent  les  unes  fous  les  autres  j les 
deniers  fous  les  deniers , les  fols  fous  les  fols , &c. 

11°.  A chaque  colonne  il  faut  fouftraire  le  nom- 
bre inférieur  du  nombre  fupérieur  à l’ordinaire,  & 
écrire  le  relie  ou  la  différence  fous  la  colonne. 

111°.  Lorfque  le  nombre  inférieur  eft  plus  grand 
que  le  nombre  fupérieur  , il  faut  emprunter  unité 
de  la  colonne  précédente  pour  l’ajouter  à ce  nombre 
fupérieur  trop  petit  , ( laquelle  unité  eft  toujours 
égale  au  dénominateur  de  ce  nombre  fupérieur  ) 
par  ex  : fi  de  8 deniers  il  faut  retrancher  9 deniers  , 
il  faudra  emprunter  fur  la  colonne  des  fols  une  unité  , 
c’eft-i-dire , un  fol  que  l’on  évalue  à 1 z , qui  eft  le 
dénominateur  commun  des  deniers  , & qui  doit  être 
ajouté  à 8 deniers  , ce  qui  fait  10 , dont  retranchant 
9 , il  relie  1 x deniers  , que  l’on  écrit  fous  la  colonne 
des  deniers. 

IV°.  Il  faudra  diminuer  d’une  unité  le  nombre 
dont  on  aura  emprunté  , ou  bien  augmenter  le  nom- 
bre qui  lui  eft  inférieur  , de  cette  unité. 

6 55  liv.  3 fols  4 den. 

3° 4 6 

Refte , 614  18  10 

Problème  III.  ; 

1 o x . Faire  la  Multiplication  des  Nombres  complexes • 

'i 

Solution.  1°.  Le  principe  d’où  dépend  cette 
opération , eft  que  le  produit  contient  toujours  le 
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multiplicande  autant  de  fois  que  le  multiplicateur 
contient  l’unité.  Or  cette  unité  doit  être  bien  con- 
lidérée  & déterminée  dans  l’opération. 

11°.  Qu’on  propofe  cét  exemple  , fçavoir , combien 
doit  coûter  un  ouvrage  de  4 toifeSj  5 pieds,  8 pou- 
ces , à 3 livres  , z fols  , 4 deniers  la  toife.  Pour  ré- 
foudre  la  queftion,  il  faut  multiplier  4 toifes  5 pieds 
8 pouces  , par  3 liv.  1 fols  4 den.  Or  il  eft  clair  que 
l’imité  que  l’on  doit  confidérer  dans  le  multiplicande  , 
eft  la  toife  ; car  c’eft  la  toife  , 8c  non  le  pied  , ou  le 
pouce  , qui  eft  fuppofée  coûter  3 livres  1 fols  4 de- 
niers. Maintenant  pour  faire  cette  opération  , il  faut 
réduire  les  termes  , tant  du  multiplicande  que  du 
multiplicateur , à leurs  plus  petites  efpéces  ; c’eft-à- 
dire , il  faut  tout  réduire  en  deniers  , s’il  s’agit  de 
livres , fols  & deniers  3 il  faut  tout  réduire  en  pou- 
ces , s’il  s’agit  de  toifes  , pieds  & pouces  : on  aura 
donc  dans  l’exemple  précédent  pour  multiplicande 
8c  pour  multiplicateur. 

3 j 6 pouces , 

748  deniers. 

III0.  Il  faut  multiplier  l’un  par  l’autre , le  multi- 
plicande 8c  le  multiplicateur  ainfi  réduits  : & l’on 
aura  un  produit  exprimé  en  la  plus  petite  efpéce  du 
multiplicateur  , fçavoir,  en  deniers  3 ce  produit  fera 
266188  deniers. 

IV°.  11  faudra  divifer  le  produit  trouvé  par  le 
nombre  de  fois  que  la  plus  petite  efpéce  du  multipli- 
cande eft  contenue  dans  la  plus  grande  ; c’eft-à-dire  , 
dans  l’exemple  précédent  par  le  nombre  71  , qui 
exprime  combien  de  fois  le  pouce  eft  contenu  dans  la 
toife  l’on  aura  le  quotient  3698  , avec  le  refte 
^ , que  l’on  peut  négliger , parce  qu’il  ne  vaut  pas  un 
denier. 

V°.  Comme  le  produit  ainfi  divifé  eft  exprimé 
en  deniers  , il  faut  le  réduire  en  fols , puis  en  livres  , 
ce  qui  fe  fait  en  divifant  la  fomme  des  deniers  par 
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le  nombre  de  fois  que  le  denier  eft  contenu  dans  le 
fol  , 8c  la  fomme  des  fols  par  le  nombre  de  fois  que 
le  fol  eft  contenu  dans  la  livre. 

Démonstration.  La  raffon  de  toutes  ces  opera- 
tions eft  claire  ; il  ne  peut  y avoir  de- difficulté  que 
pour  le  quatrième  article  , 8c  dont  voici  la  raifon. 
Puifque  l’unité  que  l’on  confidere  dans  le  multipli- 
cande eft  la  toife,  il  s’enfuit  que  le  nombre  3 56  , qui 
exprime  des  pouces  , 11’exprime  que  des  parties  ou 
fractions  de  l’unité  , fçavoir  , de  la  toife  : donc  le 
multiplicande  356,  félon  fon  expreffion  naturelle  , 
doit  être  ~ : or  —■  X 748  = üflü  — 3^3  ^ donc, 
8cc. 

• t 

Problème  IV. 

102.  Faire  la  divijion  des  Nombres  complexes . 

Solution.  1°.  Le  principe  de  cette  opération  eft 
que  le  quotient  eft  toujours  contenu  dans  le  divi- 
dende , autant  de  fois  que  l’unité  eft  contenue  dans 
le  divifeur  (49)  > d’où  il  fuit  que  lorfque  le  divi- 
feur  eft  plus  grand , ou  égal , ou  plus  petit  que  l’u- 
nité , alors  le  quotient  eft  plus  petit,  ou  égal  , ou 
plus  grand  que  le  dividende. 

11°.  Qu’on  propofe  cet  exemple  , 7 marcs  8c  2 
onces  d’argent  ayant  coûté  3 4 6 livres  1 8 fols  6 de- 
niers , à combien  revient  le  marc  ? Pour  réfoudre 
la  queftion  , il  faut  divifer  3 46  livres  1 8 fols  6 den. 
par  7 marcs  8c  2 onces.  Or  il  eft  évident  que  l’unité 
que  l’on  doit  confidérer  dans  le  divifeur  , eft  le 
marc  3 car  c’eft  le  prix  du  marc  & non  de  l’once  , 
ou  de  &c.  que  l’on  cherche.  Cela  pofé , il  faut  réduire 
le  divifeur  à la  plus  petite  efpece  qu’il  contient  , 
c’eft-à-dire,  en  onces;  & commençant  la  divifion  par 
les  plus  grandes  efpéces  du  dividende , on  aura  le  quo- 
tient j livres,  19  fols , 7 deniers. 
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58  onces. 


liv.  fols  den. 

.34  6 18  6 


liv. 


fol» 


dcn. 


5 I9  7 
avec  le  refte  || , que  l’on  peu:  négliger  , parce  qu'il 
ne  vaut  pas  un  denier. 

111°.  Il  faut  multiplier  le  quotient  par  le  nombre 
qui  exprime  combien  de  fois  la  plus  petite  efpéce 
du  divifeur  eft  contenue  dans  la  plus  grande , 8c  le 
produit  qui  en  réfultera  , fera  le  véritable  quotient. 

Démonstration.  La  raifon  de  ces  opérations  ne 
peut  fouffrir  aucune  difficulté , fi  ce  n’eft  par  rapport 
au  troifiéme  article  , & dont  voici  la  railon  : fi  j'ai  à 
divifer , par  ex  : 3 livres  1 2 fols  par  un  marc  & 4 
onces  J ou , ( réduifant  le  dividende  8c  le  divifeur  à 
leurs  plus  petites  efpéces)  fi  j’ai  à divifer  7 a fols  par 
11  onces  3 il  eft  clair  que  le  quotient  6 qui  en  réfulte  , 
doit  être  multiplié  par  8 , ( lequel  nombre  exprime 
combien  de  fois  l’once  eft  contenue  dans  le  mîrc  ) A 
pour  avoir  le  réfultat  48  fols , lequel  exprimera  le 
prix  du  marc.  Car  puifque  l’unité  que  l’on  confidere 
dans  le  divifeur  eft  le  marc  3 il  s’enfuit  que  le  divi- 
feur 12  n’exprime  que  des  parties  ou  fractions  de 
cette  unité  : donc  le  divifeur  , félon  fon  exprellion 
naturelle  , doit  être  ; or  ( 95  ) 72  divifé  par  ^ = 
~ ==Tr=48:donC>&c. 


Corollaire. 

1 

103.  Il  fuit  de  ce  que  nous  avons  dit,  qu’autre 
chofe  eft  le  réfultat  de  deux  mefures  fimples  mul- 
tipliées ou  divifées  l’une  par  l’autre  ; autre  choie 
eft  le  réfultat  des  parties  de  ces  memes  mefures 
multipliées  ou  divifées  les  unes  par  les  autres.  Car  , 
par  ex  : 1 fol  multiplié  par  1 fol  ne  donne  au  pro- 
duit que  1 fol,  1 X 1=13  mais  12  deniers  qui  va- 
lent 1 fol , étant  multipliés  par  12  deniers  donnent 
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un  plus  grand  produit  ; car  1 2 X 11  = 144  deniers,' 

qui  valent  plus  d’un  fol. 

La  raifon  eft  que  dans  le  premier  cas  l’unité  que 
l’on  confidere,  eft  le  fol , & qu’elle  eft  dans  le  fécond 
cas  le  denier  : mais  fi  dans  le  fécond  cas  on  veut  pren- 
dre pour  unité  le  fol  ; alors  les  1 2 deniers  multipliés 
par  les  1 2 deniers  , feront  des  fraétions  multipliées 
par  des  fractions  , &c  donneront  £ X = 

& alors  les  deux  cas  retombent  dans  le  même  , & ce 
fera  une  même  chofe  de  multiplier  1 fol  par  1 fol , 
ou  de  multiplier  1 2 deniers  par  1 2 deniers. 

Remarque, 

104.  Lorfqu’après  avoir  divifé  une  efpéce  du  di- 
vidende , il  fe  trouve  un  refte  ; il  faut  réduire  ce  refte 
aux  petites  efpéces  que  contient  immédiatement  le  1 
dividende  , & divifer  ce  refte  ainfi  réduit  par  le  di- 
vifeur.  Dans  l’exemple  ci-deftiis  après  avoir  divifé 
34*  livres  par  58  onces,  on  trouve  le  refte  56  livres, 
ledi.cl  ne  pouvant  être  divifé  par  5 8 , doit  être  réduit 
en  fols  3 auxquels  ajoutant  les  18  fols  du  dividende  , 
il  vient  1138  fols t qu’il  faut  divifer  par  le  divifeur  j 
ainfi  du  refte. 

g . = ==g= =3 

CHAPITRE  II. 

Du  Calcul  des  Lettres , ou  (C  Algèbre. 

_ 

HYPOTHESE . 

105.  £1  je  voulois  combiner  les  grandeurs  3 & 4 
*3pour  en  avoir  la  fomme  3 -+-  4=  7 , il  eft  clair , 

1°.  Qu’il  m’eft  permis  de  repréfenter  les  gran- 
deurs 3,4,7,  par  tels  autres  ugnes , ou  caraéteres 
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qu’il  me  plaira  , différens  des  chiffres  par  ex  : par  les 
lettres  a , b , c,  & qu’en  ce  cas  la  fomme  3 + 4 = 7 
fera  repréfentée  fous  un  autre  exprefîxon , fçavoir , 
0.  -H  b ■ - — c. 

11°.  Que  les  lettres  a , b , c , pourroient  aullî  bien 
repréfenter  les  quantités  5,7,11,  que  les  quantités 
3 , 4,  7 , & par  confcquent  que  l’exprelïion  a -{-b  = c 
peut  indifféremment  repréfenter , foit  la  fomme  3 -h 4 
= 7 , foit  la  fomme  5+7=123  foit  telle  autre 
fomme  que  l’on  voudra. 

II  eft  évident  qne  ces  fuppofîtions  font  poflibles  , 
& qu’elles  font  fondées  fur  ce  que  les  lettres  a , b , c , 
d , &c.  n’ayant  aucune  valeur , & ne  lignifiant  rien  par 
elles-mêmes  , je  puis  leur  donner  telle  valeur  , & tel- 
le lignification  que  je  voudrai. 

DÉFINITIONS.  . 

I. 

106.  Les  grandeurs  qui  font  repréfentées  par  les 
lettres  de  l’alphabet  * ou  par  tel  autre  ligne  de  cette 
nature  , s’appellent  Grandeurs  indéterminées  : les  let- 
tres de  l’alphabet  qui  repréfenteht  ces  grandeurs  , 
& qui  en  font  comme  le  fymbole  & l’expreflion  , 
s’appellent  Quantités  algébriques  5 & le  calcul  qui 
opéré  fur  les  grandeurs  ainfi  exprimées , s’appelle 
Algèbre , ou  Calcul  Algébrique. 

ï L 

107.  L’Algèbre  eft  donc  un  calcul  qui  a pour  ob- 
jet les  grandeurs  indéterminées.  Pour  repréfenter  les 
grandeurs  indéterminées,  il  étoit  libre  de  fe  fervir 
de  tels  fignes  que  l’on  -eût  voulu  : mais  on  a trouvé 
qu’il  étoit  plus  commode  de  fe  fervir  des  lettres  de 
l’alphabet , a,  b , c,  d,  e , /,  &c.  Lorfque  les  gran- 
deurs fur  lefquelles  on  opéré,  font  connues,  on  les 
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repréfente  par  les  premières  lettres  a,  b,  c , d,  & c. 
Lorfqu’elles  font  inconnues , on  les  repréfente  par 
les  dernieres  lettres  x,y , £. 

I I I. 

108.  Les  lettres  de  l’alphabet  combinées  les  unes 
avec  les  autres  par  le  moyen  des  lignes  -h  & — , 8c 
d’autres  dont  nous  allons  parler , donnent  en  Algè- 
bre des  Termes  ',  des  Sommes  3 des  Différences  , des 
Produits  , des  Quotiens , de  même  que  les  nombres 
en  Arithmétique. 

I V. 

109.  On  appelle  Terme  algébrique  une  lettre,  ou 
même  plufieurs  lettres  jointes  enfemble  , mais  fans 
interpofition  des  fignes  4-  ou  — ; par  ex  : a , b , ab , 
abc  y &c.  font  des  termes  algébriques.  On  appelle 
Termes  pojîtifs  ceux  qui  font  précédés  du  ligne -1-, 
8c  Termes  négatifs  ceux  qui  font  précédés  du  ligne — . 
Dans  la  quantité  a-\-ab  — abc  — bc  -4-  acd , il  y a 
trois  termes  politifs  , 8c  deux  termes  négatifs. 

Lorfqu’un  terme  n’eft  précédé  d’aucun  ligne,  alors 
il  eft  cenfé  avoir  le  ligne  4-. 

V. 

1 1 o.  On  appelle  Quantités  limples  ou  incom- 
plexes celles  qui  n’ont  qu’un  terme  , & Quantités 
complexes,  celles  qui  ont  plufieurs  termes  , comme 
ab  — bc  j a — £ 4-  abc  ; &c.  La  quantité  fimple  s’ap- 
pelle autrement  Monôme,  la  quantité  complexe  s’ap- 
pelle ou  Binôme , ou  Trinôme  , ou  Quadrinâme  , &c. 
fuivant  qu’elle  eft  compofée  ou  de  deux  , ou  de 
trois , ou  de  quatre  termes  , &c.  En  général  on  ap- 
pelle Polynôme  une  quantité  compolee  de  plufieurs 
ternies. 
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D’ALGEBRE. 

V I. 

in.  On  appelle  Termes  femblables , ceux  dans 
lefquels  coures  les  lettres  de  l’un  fe  trouvent  précifé- 
ment  dans  l’autre  , ou  dans  les  autres , & écrites  cha- 
cune un  même  nombre  de  fois; par  ex  : dans  la  quan- 
tité ab  — ab-\-  -+-  abcd-\-ibc , les  trois  premiers 

termes  font  femblables. 

Remarque  I. 

ira.  Obfervez  que  les  termes  négatifs  font  appel- 
lés  tels , non  parce  que  ce  feroient  de  pures  néga- 
tions , ou  des  zéro  ; mais  parce  qu’ils  ont  des  fonc- 
tions oppofées  à celle  des  termes  pofitifs  : la  fonction 
de  ceux-ci  confiftant  à être  ajoutés,  celle  de  ceux-là  à . 
être  retranchés , ce  qui  eft  repréfenté  par  les  figues 
contraires  -+-  & — . 

En  effet  par  ex  : fi  l’on  imprime  à un  même  corps 
1 2 degrés  de  vitefle  vers  l’orient , & 8 degrés  vers 
l’occident , la  vitefle  vers  l’orient  étant  exprimée 
par  -f-  1 2 , la  vitefle  vers  l’occident , étant  en  fens 
oppofé,  fera  par  conféquent  — 8 , ce  qui  donnera 
-+-  12  — 8=4-4  degrés  de  vitefle  vers  l’orient;  fi 
la  première  étant-H-n,  la  fécondé  eût  été  — 12, 
on  auroit  eu-+- 1 2 — 12  = 0,  c’eft-à-dire , que  la 
vitefle  eut  été  nulle  , ou  que  le  corps  feroit  refté 
en  repos:  fi  la  vitefle  vers  l’orient  étant-f-n,  la 
vitefle  vers  l’occident  étoit — 18  , on  auroit  -+-  12 
— 18=  — 6 degrés  de  vitefle  vers  l’occident  : où  il 
faut  remarquer  que  la  quantité  négative  détruit  tou- 
jours dans  la  pofitive  une  portion  égale  à elle-même  , 
'&  réciproquement;  d’où  il  réfulte  que  le  contrafte 
des  quantités  pofitives  & négatives  rend  la  grandeur 
quelquefois  plus  grande , quelquefois  égale , quel- 
quefois plus  petite  que  o , félon  que  les  quantités 
pofitives  font  ou  plus  grandes , ou  égales,  ou  plus  pe- 
tites que  les  négatives.  . • * • 
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Or  les  quantités  négatives  fervant , comme  on 
le  voit , à diminuer  les  quantités  pofitives  , font  par 
conféquent  des  quantités  réelles  & non  des  zéro  : 
car  zéro  ajouté  ou  retranché  n’augmente  ni  ne  di- 
minue la  grandeur,  puifque  3 -4-0  = 3,  & 3 — 0 = 3 : 
les  figues  -+-  2c  — qui  affedfcentles  quantités  algébri- 
ques ne  défignent  donc  pas  des  grandeurs  de  différente 
nature,  mais  feulement  des  fondtions  oppofées  de  ces 
grandeurs;  ainfi  le  mouvement  vers  l’occident  étant 
exprimé  dans  le  troifiéme  cas  par  — 6 fera  une  quan* 
tiré  négative  par  rapport  au  mouvement  vers  l’orient, 
non  parce  qu’il  n’eft  pas  mouvement  réel,  mais  parce 
qu’il  eft  mouvement  en  fens  oppofé. 

Remarque  1 1. 

1 1 ; . Les  lettres  ne  pouvant  fe  combiner  les  unes 
avec  les  autres,  comme  les  chiffres;  on  eft  obligé, 
pour  abréger  le  difcours  , de  fe  fervir  de  quelques 
lignes  , qui  font  : 

Le  ligne  -H  , ou  d’addition  , qui  lignifie  plus  , par 
ex:  a-\-b,  lignifie  a plus  b , ou  que  la  quantité  b eft 
ajoutée  à la  quantité  a. 

Le  ligne  — , ou  de  fouftradbion,  qui  lignifie  moins , 
par  ex:  a — b , lignifie  a moins  b , ou  que  b eft  retran- 
ché de  la  quantité  a. 

Le  figne  x , ou  de  multiplication , qui  lignifie  mul- 
tipliant , par  ex  : a X b , lignifie  a multipliant  b , ou 
que  b eft  multiplié  par  a. 

Le  figne  : , ou  de  divifion  , lequel  lignifie  divifé 
par , a : b,  fignifie  que  a eft  divifé  par  b : au  lieu  de 

a : b , on  met  aulfi 

b 

Le  ligne  = , ou  d’égalité,  qui  fignifie  égal  à , par 
ex  : a = b , fignifie  que  a eft  égal  à b. 

Le  figne  <3 , qui  fignifie  moindre  que , par  ex  : a. 
<5  b t fignifie  que  a eft  moindre  que  b. 
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Le  ligne  > , qui  lignifie  plus  grand  que , ainfi  a >. 
b , lignifie  que  a eft  plus  grand  que  b. 

Le  ligne  «> , qui  fignifie  infini, par  ex\  oo  a , figni- 
fie que  la  quantité  a eft  infinie. 

Le  ligne  radical  \1  qui  fignifie  la  racine  de, par  ex: 
\ 'a  fignifie  la  racine  de  a. 

Les  lettres  de  l’alphabet  n’ayant  par  elles-mcmes 
aucune  valeur , il  eft  libre  de  faire  lignifier  à ces  let- 
tres telles  grandeurs  ou  quantités  que  l’on  voudra  $ 
mais  il  faut  obferver  que  lorfqu’on  a une  fois  donné 
à une  lettre  une  valeur  ou  une  lignification  dans  une 
opération  , il  faut  toujours  la  lui  conferver  dans  la 
fuite  de  cette  opération. 

Les  quantités  algébriques  font  fufceptibles  des 
mêmes  opérations  que  les  quantités  numériques  : 
nous  en  allons  parler. 

ARTICLE  I. 

De  V Addition  & de  la  Soufiraclion  algébriques. 

REGLE:  I. 

1 1 4.  Les  Géomètres  ajoutent  les  quantités  algébri- 
ques , en  les  écrivant  à côté  les  unes  des  autres  , fans 
rien  changer  aux  lignes  dont  elles  font  affeéfcées.  Pour 
ajouter -H  a & -|-é,  on  écrit  fimplemenr  a-hé;  pour 
ajouter  abc,  -h  ab , — acd , on  écrit  <zéc-+-  ab  — actf, 
& ainfi  du  relie. 

Corollaire. 

11 5.  Dans  l’addition  il  fe  fait  quelquefois  une 
véritable  fouftraélion  ; par  ex  : quand  on  ajoute  en- 
femble  la  quantité  politive -h  aé , & la  négative 
— bc  j pour  avoir  la  fomme  ab  — bc , on  fouilrait 
réellement  la  quantité  bc  de  la  quantité  ab  ; d’où  il 
fuit  qu’en  Algèbre  c’eft  une  même  chofe  d’ ajouter 
une  quantité  négative  ou  de  retrancher  une  quantité 
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Réglé  II. 

i i<j.  La  fouftra&ion  algébrique  fe  fait  en  écrivant 
les  quantités  algébriques  à côté  l’une  l’autre,  & en 
changeant  les  lignes  de  la  quantité  que  l’on  fouf- 
trait,  les  en  — , 8c  les  — en  H-  j par  ex  : pour 
fouftraire -h a de-1-Æ  , on  écrit  b — a \ pour  fouftraire 
* — b de  -h  c , on  écrit  c-f-  b ; pour  fouftraire  ab — ci 
de  la  quantité  bc-\-ciy  on  écrit  bc~\~  ci  — ab  H-  ci: 
la  raifon  en  eft , que 

1°.  Lorfqu’on  fouftrait  une  quantité  pofitive  -+-  b , 
d’une  grandeur  quelconque  -+-  a , celle-ci  eft  dimi- 
nuée de  toute  la  quantité  b que  l’on  fouftrait;  on  doit 
donc  écrire  a — b.  , 

11°.  Celui  qui  fouftrait  une  quantité  négative  — b 
d’une  grandeur  quelconque  a , • augmente  cette 
derniere  de  toute  la  .quantité  b ; on  doit  donc  écrire 
a -\-b. 

Corollaire . 

1 1 7.  La  fouftradlion  algébrique  eft  quelquefois 
une  véritable  addition } car  lorfque  la  quantité  que 
l’on  fouftrait  eft  négative  , on  ajoute  réellement 
line  quantité  pofitive  ; par  ex  : fi  de  ab  on  fouftrait 
■ — bc , pour  avoir  la  différence  ab-\-bc  , on  ajoute 
réellement  la  quantité  bc  à la  quantité  ab  : d’où  il 
fuit  qu’en  algèbre  c’eft  une  même  chôfe  ie  foujlraire 
une  quantité  négative  , ou  d’ajouter  une  quantité  poji- 
tive. 

Corollaire  I I. 

1 1 8.  En  général  c’eft  une  même  chofe  en  Algèbre 
de  fouftraire  -h ou  de  donner  — j de  fouftraire  — , 
ou  de  donner  -K 

Réglé  III. 

11 9.  Pour  abréger  l’expreffion  algébrique,  au 
lieu  de  a-\-at  on  écrit  za:  car  comme  dans  les 
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hombres , 4 -f-  4 eft  la  même  chofe  que  deux  fois  4 , 
ou  2 X 4 = 8 ; de  même  pour  les  lettres , a a eft  la 
même  chofe  que  deux  fois  a , ou  iXa  — ia.  Par  la 
même  raifon , au  lieu  de  a-\-a-\-a  , on  écrit  plus 
brièvement  3 a ; on  aura  de  même  ja  a = 4a  ; on 
a aufli  àfa-\-  — ac  = 3 b — iacy 

& ainfi  des  autres. 

Ce  chiffre  qui  précédé  un  terme  algébrique  , s’ap- 
pelle Coefficient , & fert  à exprimer  combien  de  fois 
le  même  terme  doit  être  écrit,  foit  avec  le  figne  -+- , 
foit  avec  le  ligne — ; ou  plutôt  combien  de  fois  il 
doit  être,  ou  ajouté,  ou  retranché.  Cette  méthode 
d’abréger  les  expreflions  algébriques  s’appelle  Réduc- 
tion , & elle  a lieu  toutes  les  fois  que  les  termes  font 
femblables.  De-là  : 

1°.  Il  fuit  que  ta-\-^a  fe  réduifent  à 6a  ; pareille- 
ment que — a — 2 a — 5 a fe  réduifent  à la  quantité 
— 8a:  c’eft  pourquoi,  lorfque  les  fignes  des  termes 
femblables  font  les  mêmes  _,  la  réduclion  fe  fait  en  ajou- 
tant les  coefficiens. 

II0.  Mais  les  termes  -+-  a — a fe  détruifent  & de- 
viennent zéro,  parce  qu’une  grandeur  retranchée 
d’elle-même,  devient  nulle;  d’où  il  fuit  que  jû — 2 a 
fe  réduifent  à 3 a \ que  yab  — ^ab  fe  reduifentà  4 ab\ 
que  — jac-\-ac  deviennent — 4 ac\  c’eft  pourquoi  , 
lorfque  les  fignes  des  termes  femblables  font  différent  3 
la  réduclion  fe  fait  en  retranchant  le  plus  petit  coefficient 
du  plus  grand. 

Remarquez  que  tout  terme  qui  n’a  point  de  coef- 
ficient , eft  toujours  cenfé  avoir  l’unité  pour  coeffi- 
cient. 

Corollaire. 

120.  La  réduction  des  termes  eft  toujours  poffible 
dans  les  nombres;  par  ex:  2 -h  3 fe  réduifent  au  feul 
terme  5 ; 12  — • 8 fe  réduifent  au  feul  terme  4 : mais 
en  Algèbre  la  réduction  ne  peut  avoir  lieu  que  lorf- 
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que  les  termes  font  femblables  ; a-\~  b ne  peuvent 
pas  fe  réduire  à un  feul  terme  ; pareillement  on  ne 
peut  pas  réduire  a — b. 

D’où  il  arrive  que  dans  les  nombres  l’addition  & 
la  fouftraéhon  peuvent  toujours  non-feulement  s’in- 
diquer, mais  aufii  s’efteébuer  ; mais  qu’elles  ne  s’ef- 
fectuent réellement  en  Algèbre  que  lorfque  les  ter- 
mes font  femblables , comme  dans  ces  exemples  a a 
-h a = 33 j $b  — b=ib. 

. Remarque . 

1 2 1 . 11  eft  à obferver  qu’après  l’addition  & la  foufi 
traétion  , & généralement  après  toute  opération  algé- 
brique, il  faut  réduire  les  termes  femblables , s’il  s’en 
trouve  , afin  d’abréger  l’expreffion. 

ARTICLE  IL 

De  la  Multiplication  & de  la  Divijlon  algébriques. 

REGLE  I. 

122.  La  multiplication  algébrique  fe  fait  en  joi- 
gnant le  multiplicande  & le  multiplicateur  par  le 
ligne  de  multiplication  : pour  multiplier  a par  b , on 
écrit  axb,  ou  plus  Amplement  ab\  car  en  Algèbre 
«Xieft  la  meme  chofe  que  ab  ; parce  qu’en  Algè- 
bre on  eft  convenu  que,  lorfque  deux  ou  plufieurs 
lettres  fe  trouveroient  écrites’  à coté  les  unes  des 
autres  fans  interpofition  de  figues  , elles  feroient 
cenfées  multipliées  les  unes  par  les  autres  : pareil- 
lement ab  X ab—aabb  ÿ obfervant  pour  l’ordre  & 
la  clarté  de  ranger  les  lettres  fuivant  l’ordre  alphabé- 
tique. Or 

1°.  Si  le  multiplicande  & le  multiplicateur  font 
des  quantités  incomplexes  ; il  n’y  a nulle  difficulté, 
comme  nous  venons  de  le  voir. 

11°.  Si  le  multiplicande  eft  une  quantité  com- 
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plexe , & le  multiplicateur  une  quantité  incomplexe , 
il  faudra  multiplier  chaque  terme  du  multiplicande 
par  le  multiplicateur  ; par  ex  : a -f-  b multiplié  par  c 
donne  le  produit  ac  -f-Æc,  laquelle  opération  s’indi- 
que Si  s’efleétue  de  cette  maniéré , x c = ac 
— H bc. 

La  ligne  qui  eft  au-deffus  de  la  quantité  a b 
lignifie  que  tous  les  termes  qui  font  joints  par  cette 
ligne,  font  fournis  à la  même  opération;  c’eft-à-dire, 
que  dans  cet  exemple  ils  doivent  être  multipliés  tous 
deux  par  le  terme  c. 

111°.  Si  le  multiplicande  & le  multiplicateur  font 
des  qualités  complexes  , on  opéré  comme  dans  lel 
nombres  ; c’eft-à  dire  , on  multiplie  tout  le  multipli- 
cande par  chaque  terme  du  multiplicateur  : par  ex': 
a-\-b  multiplié  par  a-+-b  donne  le  produit  aa  -f-  ab 
->rab-\-bb  ; ce  qui  s’exprime  en  ftyle  algébrique  de 
cette  maniéré  a-\-b  X a-\-b  — aa  -h  ab  H-  ab  -h  bb  => 
aa  -h  i&b  H-  bby  dans  laquelle  exprelîion  on  doit  re- 
marquer que  le  premier  membre  eft  l’opération  in- 
diquée , le  fécond  eft  l’opération  effeétuée , & le 
troisième  eft  l’opération  réduite. 

Réglé  11. 

123.  Si  les  termes  que  l’on  multiplie  font  affeétés 
de  coefficiens  , on  multiplie  les  coefficiens  les  uns 
par  les  autres  ; par  ex  : 3 a multiplié  par  ib  , donne 
6ab  j ou , ce  qui  eft  le  même  , 3 a X ib  = 6ab  ; la 
raifon  en  eft  que  3 a=a  -j -a  + a,  comme  011  l’a  dit 
(1 19) , pareillement  zb=sb-{-b-y  or , X b-^-b 

donne  ab  -+■  ab  -4~  db  -4-  ab  — |—  ab  — ab  =;  6ab}  ( 1 1 9 ) 
donc,  &c. 

Corollaire. 

1 24.  Si  on  multiplie  une  quantité  par  elle-même  , 
par  ex  : a par  a,  on  aura  a X a = aa  , & pour  abré- 
ger , au  lieu  de  aa  on  écrit  a1.  Ce  chiffre  2 que  l’on 
met  au-delfus  de  la  lettre  à droite  , s’appelle  Ex~ 
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pofant  j & fert  à marquer  combien  de  fois  la  même 
lettre  doit  être  écrite  à côté  d’elle-même  ; pareille- 
ment au  lieu  de  aaa  on  écrit  ai  ; on  aura  par  la  même 
raifon  bb  =i  bz  j aabbbcc  = a-  b 3 c2  , &c  ainfi  du 
relie. 

Remarquez  qu’il  y a de  la  différence  entre  lfe 
coefficient  &c  Yexpofant  ; par  ex  : entre  4a  & a*  \ car  4 a 
= a a -h  a a (1 1 9)  ce  qui  donne  une  fomme  , 
au  lieu  que  <z4  = aaaa  ce  qui  donne  un  produit  ( 1 2 z). 
Le  coefficient  dénote  une  addition  j ik  l’expofant 
une  multiplication  ou  une  exaltation. 

Remarquez  auflx  que  dans  les  quantités  algébriques 
toute  lettre  qui  n’a  point  d’expofant,  eft  cenfée  avoir 
l’unité  pour  expofant. 

Réglé  III. 

115.  Si  les  quantités  que  l’on  multiplie  , font  ex- 
primées par  les  mêmes  lettres  affrétées  d’expofans , 
on  abrégé  l’opération,  en  ajoutant  les  expofans; par 
ex  : a3  X az  donne  a s j la  raifon  eft  que  a 1 = aaa 
Sc  a1  =z  aa  , or  aaa  X aa  = aaaaa  = a * . 

Réglé  IV. 

116.  Lorfque  les  fignes  du  multiplicande  ic  du 
multiplicateur  font  les  mêmes,  le  produit  doit  avoir 
le  ligne  -+-  , & lorfqu’ils  font  différens  , le  produit 
doit  avoir  le  figne — ; en  effet. 

1°.  Si  le  multiplicande  & le  multiplicateur  ont  tous 
les  deux  le  figne  -+- , le  produit  doit  avoir  le  figne  -+- , 
par  ex  : -f-  a X -+-  b — -f-  ab  ; car  une  quantité 
pofitive  multipliée  par  une  quantité  pofitive  doit  . 
donner  un  produit  pofitif , coipme  il  eft  évident,  ou 

H-  X -b=-4-.  . 

11°.  Si  le  multiplicande  a le  figne  H-,  & le  multi- 
plicateur le  ligne  — , le  produit  doit  avoir  le  figne 
■ — , par  ex  : -+-  a x —b  = —~ab:  la  raifon  en  eft 
fenfible  dans  les  nombres  $ car  t par  ex.:  J- 3 x 6 = 


■ — - — 
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jû — 18  , ce  qui  donne  ix,  & non  pas  = 30-h  i 8 , 
ce  qui  donneroit  48  3 car  le  multiplicande  7-7  = z 
or  1 X 6 = 12.  En  effet  la  multiplication  étant  une 
addition  réitérée  , multiplier  c’eft  prendre  ou  ajou- 
ter le  multiplicande  autant  de  fois  qu’il  eft  marque 
par  le  multiplicateur  , ainfi  fi  je  veux  multiplier  -f-  a 
par — - 3 , je  dois  prendre  ou  ajouter  -f-u  moins  trois 
fois  : or  ajouter  -j-  a moins  trois  fois , c’eft  la  même 
chofe  que  fouftraire  -\-a  trois  fois  ( 1 18  mais  pour 
fouftratre  -h a trois  fois,  il  faut  (116)  écrire  — a — a 
— - a , ce  qui  donne  — 3 a \ donc  le  produit  de  H-  a 
par — 3 doit  être  — 3 a : donc,  lorfque  le  multipli- 
cande a le  ligne  -h»  & le  multiplicateur  le  ligne  — , 
le  produit  doit  avoir  le  figue — . 

Ge  feroit  la  même  chofe  fi  le  multiplicande  avoir 
le  ligne  — & le  multiplicateur  le  ligne  -H  J car  dans  la 
multiplication  l’une  ou  l’autre  d£s  quantités  que  l’on 
multiplie  peut  être  indifféremment  prife  , foit  pour 
multiplicande,  foit  pour  multiplicateur  3 c’eft  pour- 
quoi — x+,ou+  X — = — . 

111°.  Si  le  multiplicande  & le  multiplicateur  ont 
tous  les  deux  le  ligne  — , le  produit  doit  avoir  le 
figne  ; par  ex  : — a X — b = -f-  ab  : la  raifon  eft 
fenfible  dans  les  nombres  3 car  1 x •*— 1 = 24  — 
8 — 1 2 -H  4 , ce  qui  donne  8 , où  l’on  voit  que  le 
produit  de  — 2 par  — 2 donne  -f-  4 , & non  pas  — 43 
en  effet  le  multiplicande  6 — 2=4,  de  même  le  mul- 
tiplicateur 4 — -t  — z : or  4 X 2 =8.  La  raifon  ulté- 
rieure eft  que  , lorfqu’on  multiplie  une  quantité  né- 
gative par  une  autre  quantité  négative , par  ex  : — a 
par — 3 , il  faut  prendre  ou  ajouter  la  quantité  — a 
moins  trois  fois  3 or  ajouter  — a moins  trois  fois, 
c’eft  la  même  chofe  ( 1 1 8 ) que  fouftraire  — a trois 
fois  f mais  pour  fouftraire  — a trois  fois,  l’on  doit 
(11 6)  écrire  -4 ~a-\-  a a , ce  qui  donne  3^3  donc 

le  produit  de  -r-  a par  — 3 doit  être  3 a : donc 
torique  le  multiplican.de  & le  multiplicateur  ont 
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tous  les  deux  le  ligne  — , le  produit  doit  avoir  le 
ligne  -+-  j c’eft-à-dire , que  — X — = -+•. 

Réglé  V. 

1 17.  La  divifion  eft  une  opération  inverfe  de  la 
multiplication  ; c’eft  pourquoi , fi  le  dividende  & le 
divifeur  font  des  quantités  incomplexes. 

1°.  Comme  dans  la  multiplication  , pour  avoir  le 

(>roduit  de  deux  quantités  incomplexes  , on  écrit  les 
ettres  du  multiplicateur  à côté  de  celles  du  multi- 
plicande : au  contraire  dans  la  divifion  , il  faut  effa- 
cer dans  le  dividende  les  lettres  qui  lui  font  com- 
munes avec  le  divifeur  , & celles  qui  y relient  don- 
neront le  quotient  3 par  ex  : l’on  a dans  la  multipli- 
cation a x b = ab  , Sc  l’on  aura  dans  la  divifion 

— = b ; en  effet  multipliez  & divifez  b par  une 

même  quantité  a , ce  qui  n’en  change  pas  la  valeur 
(17)  , vous  aurez  b'=*=  , & par  conféquent 

donc  pour  effectuer  la  divifion  d’une  quantité  algé- 
brique incomplexe  par  une  autre  il  ne  s’agit  que 
d’effaCer  les  lettres  communes  au  dividende  & au 
divifeur. 

11°.  Si  le  dividende  &c  le  divifeur  font  affeétés  de 
coefficiens  , il  faut  divifer  les  coefficiens  pour  une 
raifon  contraire  à celle  pour  laquelle  on  les  multiplie 

dans  la  multiplication  ; par  ex  : — = 3 b. 

111°.  Si  le  dividende  & le  divifeur  font  expri- 
mes par  les  mêmes  lettres  affeélées  d’expofans  , il 
faut  louflraire  les  expofans  par  une  raifon  contraire 
à celle  pour  laquelle  on  les  ajoute  dans  la  multipli- 

cation  ; c’eft  pourquoi  — = as  1==tf4.  En  effet  le 

dividende  a6  = aaaaaa  3 & le  divifeur  aL  = aa  ; or 
effaçant  les  lettres  communes  au  dividende  & au  di- 
vifeur, il  reftera  pour  le  quotient  aaaa  = «4  = a6  * , 


— 
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ce  qui  fe  voit  d’un  feul  coup  d’œil  dans  les  expref- 


_ . a ° aaaaaa 

lions  fuivantes  — = 


; aaaa  ■■ 


a'=cT—\ 

a aa 

1V°.  Si  le  dividende  & le  divifeur  font  affe&és 
des  mêmes  lignes,  le  quotient  doit  avoir  le  ligne j 
s’ils  ont  différons  lignes  , le  quotient  doit  avoir  le 
ligne  — \ comme  il  elt  aifé  de  le  voir  par  ce  feul 

exemple  : ^ j & non  Pas  *+-  b ; car  le  quoti^it 

doit  être  ‘tel , qu’étant  multiplié  par  le  divifeur , il 
donne  le  dividende  jufte  : or  pour  cela  il  faut  que  le 
quotient  foit  — b. 


Remarque. 

' i 28.  Lcfrfque  le  dividende  & le  divifeur  n’ont  point 
de  lettres  communes  , on  ne  peut  point  effectuer  la 
divilion,  mais  feulement  l’indiquer  j par  ex  : on  ne 
peut  point  effectuer  la  divilion  de  a par  b , mais  on 

l’indique  feulement , en  écrivant.-^. 

Ces  divilions  indiquées  font  autant  de  fractions 
algébriques , lefquelles  de  même  que  les  fractions 
numériques  , prennent  leur  origine  dans  la  divi- 
lion , comme  il  eft  aifc  de  le  voir.  Or  on  fait  fur  ces 
fraftions  algébriques  les  mêmes  opérations  8c  de 
la  même  maniéré  que  fur  les  fractions  numériques  ; 
on  peut  les  transformer  , les  ajouter  , les  fouftrai- 
re  , &c.  en  obfervant  précifément  les  mêmes  réglés 
qui  ont  été  données  ci-devant , en  parlant  des  frac 
tions^ 

Corollaire  I. 


t 19.  Si  le  dividende  8c  le  divifeur  font  des  quan- 
tités incomplètes  , &:  font  les  mêmes  lettres  affec- 
tées d’expolans , il  peut  arriver, 

1°.  Que  l’expofant  du  dividende  foit  plus  grahd 
que  l’expofant  du  divifeur  , 8c  alors  l’expofant  du 

E J 
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quotient  fera  pofitif  ; par  ex  : 


— 3 


parce  que 


11°.  Que  i’expofànt  du  dividende  8c  celui  du  di- 
vifeur  foienr  égaux , & dans  ce  cas  ,1’expofant  du 

• r 

quotient  lera  zéro  j par  ex  : — = a°  , parce  que 


111°.  Que  l’expofanr  du  dividende  Toit  plus  petit 
que  celui  du  divifeur,  8c  alors  l’expofant  du  quotient 

(lX  J1 

fera  négatif  j par  ex  : — = a * , ca;^.  — * 


Corollaire  I I. 


i jo.  Il  s’enfuit  que  fi  dans  une  fraétion  algébrique 
le  numérateur  8c  le  dénominateur  font  tous  les  deux 
une  même  lettre  affeétée  de  différens  expofans  , la 
fra&ion  pourra  toujours  être  transformée  ou  réduite 
en  un  entier  , dont  l’expofant  fera  la  différence  des 
expofans  du  numérateur  & du  dénominateur  , & le- 
quel fera  par  couféqtiem  ou  pofitif,  ou  zéro,  ou  né- 
gatif, félon  que  l’expofant  du  numérateur  fera  ou 
plus  grand  , ou  égal  , ou  plus  petit  par  rapport  à 
î’ex^iofant  du  dénominateur. 

Corollaire  III.* 

t ' ...» 

iji.  Dans  une.fraétion  algébrique  , il  fera  tou- 
jours permis  de  faire  pafier  une  quantité  , ou  une 
lettre  du  dénominateur  au  numérateur  , 8c  récipro- 
quement ; pourvu  que  l’on  change  l’expofant  de 
cette  lettre,  en  le  rendant  négatifs  s’il  èft pojïtif ; 
ou  pofitif  y s il  eft  négatif  j &c  dans.ce  cas  l’on  ne 
change  point  la  valeur  <de  la  frattion  , par  ex  : au 

lieu  de  — - , je  puis  écrire  a - : en  effet  il  eft  clair 
cd  ' *■  c 
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que  ~ eft  la  meme  chofe  que  — x ; or  — eft  la 

même  chofe  que  — - = d 1 , donc  on  aura  — = 
d cd 

*bd  1 , , abd  1 ab  ... 

j & réciproquement = — : pareille- 


cd 

ca~ 

T 


ment  au  lieu  de  —■ — on  peut  écrire  : au  lieu 

oaz  b 

de  — on  peut  mettre  ^ : au  lieu  de  — on  peut 

avoir  a 1 : & ainfi  du  refie. 

R e a l e VI. 


i i i.  Si  le  dividende  eft  une  quantité  complexe  , 
& le  divifeur  une  quantité  incomplexe  , il  faut  di- 
vifer  chaque  terme  du  dividende  par  la  quantité 
incçmplexe  , & chaque  fois  écrire  le  quotient  , le- 
quel doit  être  multiplié  aufti  chaque  fois  par  le  di- 
vifeur pour  en  retrancher  le  produit  du  dividende  , 
comme  dans  la  divifion  numérique,  afin  de  connoï- 
tre  le  refte  , s’il  y en  a un  j pnr  ex  : fi  j’ai  la  quan- 
tité 'èabbe  — 12  abcc-\- Afbbcf  à divifer  par  4 bc. 

0 O O J 

%abbc  — 12  abcc  *+•  A,bbcf  f 4 bc 
— %abbc-\r  uabcc  — ^bbcf  C ^ . 

I®.  Je  divife  le  premier  terme  8 abbe  pat-  le  divi- 
feur 4 bc,  &c  effaçant  les  lettres  communes  à l’un  & i 
l’autre,  j’ai  p.our  quotient  zab.  Je  multiplie  le  quo- 
tient trouvé  par  le  divifeur  , & j’ai  le  produit  -f- 
üakbc  t que  je  fouftrais  du  dividende  , en  changeant 
fon  ligne  de  -f-  en  — 5 puis  faifant  la  réduction  , 
j’efface  les  deux  termes  8 abbe  & — 8 abbe  y qui  fe 
décru ifent  , ce  que  je  défigne  en  écrivant  o aü-deffus 
de  ces  termes.  • - 


E 
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Iî°.  }e  divife  le  fécond  terme  — i labcc  par  le  di- 
vifetir  4 bc  , & faifant  les  mêmes  opérations  que  ci- 
deffus,  j’ai  pour  quotient  — jac,  8c  après  la  réduc- 
tion des  termes  femblables  , il  ne  refte  plus  que  — 
4 bbcf. 

111°.  Divifant  ce  terme  4 bbcf  par  le  divifeur  , 

j’ai  pour  quotient  -+-  bf  3 8c  après  la  réduction  il  ne 
refte  rien,  8c  l’opération  eft  finie. 

Réglé  VII. 

1 j Si  le  dividende  8c  le  divifeur  font  tous  les 
, deux  des  quantités  complexes  , on  opéré  comme  dans 
la  divifion  numérique,  obfervant  feulement  de  plus 
qu’il  faut  employer  la  réduction  des  termes  fembla- 
bles chaque  fois  que  l’on  a opéré  fur  un  membre  de 
divifion  ; par  ex  : fi  l’on  veut  divifer  6abb  — 2 bbc  — • 
3 aab  -+-  abc  par  îb  — a , après  avoir  difpofé  les  quan- 
tités comme  il  fuir;. 


6abb  — 2 bbc  — 3 aab  -4-  abc 


l '■lui 


i ,ai- 


bc 


ïp  6abb  i 3 aab  + 2 bbc  abc\ 

11  faut  : 

1°.  Divifer  le  premier  terme  du  dividende  par  le 
premier  terme  du  divifeur  , & on  aura  le  quotient 
$ab  j qu’il  faut  écrire  fous  le  divifeur. 

11°.  Multiplier  le  quotient  trouvé  3 ab  par  le  divi* 
feur  2 b — a , ce  qui  donne  le  produit  6abb — $aab  3 
qu’il  faut  écrire  fous  le  dividende, 

Iil°.  Souftraire  du  dividende  le  produit  que  l’on 
vient  d’écrire  , en  changeant  les  lignes,  ce  qui’ donne 
— 6abb  -f-  3 aab. 

1V°.  Faire  la  réduction  des  termes  qui  fe  trouvent 
femblables  dans  le  dividende  8c  dans  le  produit  foufi 
trait , 8c  effacer  les  termes  qui  fe  détruifent,  ou  met- 
tre un  point  ou  un  zéro  deflus, 
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V°.  Cela  fait,  il  refte  dans  cet  exemple  les  ter- 
mes — z bbc-\-  abc  au  dividende , qrn  font  le  fécond 
membre  de  divifion  , fur  lequel  on  doit  opérer 
comme  fur  le  premier  ; & comme  après  la  réduc- 
tion des  termes  femblables  il  ne  refte  plus  rien  , la 
divifion  eft  achevée. 

ARTICLE  III. 

De  V Exaltation  & de  l’Extraction  algébriques . 

L’exaltation  algébrique , de  même  que  la  numéri- 
que , eft  une  opération  , dans  laquelle  on  éleve  une 
quantité  à une  puifiance  quelconque.  L’extradion 
algébrique  eft  une  opération , dans  laquelle  on  cher- 
che la  racine  d’une  puifiance  algébrique  propofée. 
Nous  parlerons  i°.  de  l’exaltation  & de  l’extradion 
pour  les  quantités  incomplexes  : z°.  de  l’exaltation 
& de  l’extradion  pour  les  quantités  complexes.. 

PARAGRAPHE  I. 

De  l’Exaltation  & de  l’Extraclion  des  Quantités 
incomplexes. 

Réglé  I. 

134.  Pour  élever  une*quaotité  algébrique  incom- 
plexe à une  puifiance  quelconque  , il  faut  la  multi- 
plier (77)  par  elle-même  autant  de  fois,  moins  une, 
qu’il  y a d’unités  dans  l’expofant  de  la  puifiance  ; 
par  ex  : pour  avoir1  la  fécondé,  la  troifiéme  , la  qua- 
trième , &C.  puifiance  de  a , il  faut  multiplier  a par 
lui-même  une  fois  , deux  fois  , trois  fois  , &c.  & 
l’on  aura  la  fécondé  puifiance  aa , ou  a1  j la  troifiéme 
aaa , ou  a3  j la  quatrième  aaaa  , ou  a4. 

Corollaire. 

133.  D’où  il  fuit  évidemment  ; 

1°.  Que  l’on  peut  élever  tout  d’un  coup  une  quan- 
tité algébrique  incomplexe  qui  n’a  point  d’expofant 
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écrit,  à line  puiflance  quelconque,  en  l’affeétant 
d’un  expofanr  q«i  exprime  le  degré  de  la  puiflance  , 
par  ex  : la  fixiéme  puiflance  de  a eft  a6;  de  ab  eft  a6 
b6  ; de  cd  eft  c6  d6 . 

11°.  Que  pour  élever  à une  puiflance  quelconque 
une  quantité  affectée  d’un  expofant , il  n’y  a,  qu’à 
multiplier  l’expofant  de  la  quantité  par  l’expofarrt 
de  la  puiflance  y par  ex  : pour  élever  az  , à la  troi- 
fîéme  puiflance  , l’on  écrit  aIX 3 =ae  ; la  raifon  en 
eft  que  la  troifiéme  puiflance  de  a1  eft,  comme  nous 
venons  de  le  dire,  ar  X a1  X a1  = a1  1 "*■ 1 (i  25) 
— a6, 

111°.  Qu’en  général  pour  clever  à une  puiflance 
quelconque  une  quantité  incomplexe  , affectée  ou 
non  , d’un  expofant  , la  réglé  fera  toujours  de  mul- 
tiplier l’expofant  de  la  quantité  par  l’cxpofanr  de  la 
puiflance  : car  une  quantité  telle  que  a qui  n’a  point 
d’expofant  écrit,  a cependant  l’unué  pour  expofant, 
&c  eft  a1  ; c’eft  pourquoi  , Iorfque  pour  l’élever  à la 
deuxième  , troifiéme  , &cc.  puiflance  , vous  écrivez 
a3*,  aJ  , &c  , c’eft  la  meme  chofequefi  vous  écriviez 
a1*1,  alXJ , &c.  ce  qui  donne  a1,  a3 , &c. 

R E G'  L Ê II. 

136.  L’cxtraétion  des  racines  eft  une  opération 
inverfe  de  l’exaltation  : c’eft  pourquoi  , puifque 
pour  élever  une  quantité  à une  puiflance , il  n’y  a 
qu’à  multiplier  fon  expofant  par  l’expofant  de  la 
puiflance;  pour  extraire  une  racine  quelconque,  il 
n’y  aura  au  . contraire  qu’à  divifer  l’expofant  de  la 

fuiflince  donnée  par  l’expofant  de  la  racine  que 
on  cherche  ; par  ex  : la  troifiéme  puiflance  de  a , 
ou  a1,  eft  a1  x 3 = a3  ; &au  contraire  la  racine  troi- 
fiéme de, a3  , fera  71  = a1  =a  ; pareillement  la 
racine  fécondé  de  a3  fera  ciT,  & ainfi  du  refte. 
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i 37.  Il  fuit  de  ce  que  nous  venons  de  dire  , que, 
tomme  les  puiifances  font  indiquées  ou  repréfentées 
par  des  expofans  qui  font  des  nombres  entiers , de 
même  les  racines  peuvent  être  indiquées  ou  repré- 
fentées par  des  expofans  fractionnaires  3 par  ex  : les 
racines  première,  fécondé,  troifiéme,  Sec.  de  a,  ou 

II  II  X I 

a1  , feront  a1 , a " , a ’’ , a*  , a ' , a* , &c. 

O11  peut  aulfi  indiquer  ou  représenter  les  raci- 
nes, en  fe  fervant  Simplement  du  ligne  radical  \/, 
6c  en  afteétanr  ce  ligne  de  l’expofant  de  la  racine  ; 
par  ex  : les  racines  première,  fécondé,  troifiéme, 
6cc.de la  quantité  a3  otia1 , peuvent  fe  repréfenterpar 

l . X } 4 5 « 7 

y a,  ÿa,  \a , V<t,  Va>  Va>  Va>  &c- 

Remarquez  i°  que  , lorfque  le  figue  radical  n’eft 
affeété  d’aucun  expofant,  il  indique  alors  toujours  la 
fécondé  puillance. 

Remarquez  i°.  que  la  première  méthode  d’ex- 
primer les  racines  eft  plus  commode  , parce  qu’elle 
les  ailujettit  au  calcul,  de  même  que  les  quantités 
ordinaires. 

Corollaire  I /. 

I 

138.  Comme  l’exprelîion  a-  eft  là  même  chofe  que 

i 'XI 

Va>  ou  que  l’on  a y^a—a1  3 de  même  l’exprelfion  a1 

I 

1 x 

fera  la  même  que  \ a , Se  l’on  aura  y 'a  = al.  C’eft 
pourquoi , comme  il  eft  permis  de  repréfenter  une  ra- 
cine de  deux  manieras  -,  fçavoir  , ou  en  donnant  à la 
quantité  un  expofant  Yractionnaire,  ou  en  lui  donnant 
le  ligne  radical  avec  un  expofant  qui  foit  un  nombre 
entier  3 de  même  on  pourra  autfi  repréfenter  une 
puilfancé  de  deux  maniérés  3 fçavoir,  ou  en  lui  don’ 
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nant  un  expofant  qui  foit  un  nombre  entier  , on  en 
lui  donnant  le  ligne  radical  affeClé  d’un  expofant 
fractionnaire  : ainli  l’on  peut  exprimer  la  fuite  de 
toutes  les  puiflànces  confécutives  de  ou  a1  , en 
commençant  par  la  puiflànce  zéro , dans  cet  ordre. 

a°  , aJ , a2 , a* , a4,  ai , a6 , a1 , a%  , &c. 
ou  bien , 

1 IV  1 V I V X X 

Va>  Va>  Va>  Va*  VaJ  vV>  Va>  VaJ  Va> &c* 

Corollaire  III. 

ij  9.  Les  puilTances  algébriques  peuvent  quelque- 
fois être  affeCtéés  d’expofans  négatifs  j c’eft-à-dire  , 
que  les  quantités  a 1 , a 1 *•,  a * , &c.  font  des 
quantités  pollibles  en  Algèbre , aulli  bien  que  les 
quantités  a1  , a1 , u3  , &c. 

En  effet , fi  l’on  prend  les  puiflànces  confécutives 
de  a en  defcendant } fçavoir  t . 

a6  3 ai  3 a* 3 ai  3 a'~  3 a1  3 a°  } &c. 

& fi  l’on  divife  chacun  de  ces  termes  par  a > ce  qui 
donnera 

a6  a*  a ♦ al  a1  a*  a° 

a,  a , a y a,  a , a , a , 

il  ell  évident  qu’en  effectuant  la  divifioh , il  en  ré- 
fultera  la  fuite  des  quotiens 

ai  y a*  y ai , a1 , a1  , a°,  a *. 

Car  nous  avons  fait  voir  que — ==  ai  j que — =t=<24  & 

• .*  & ü. 

ainfi  de  fuite  : en  fuivant  le  principe  » nous  verrons 
de  même  que  — , eft  la  même  chofe  que— , ou  que 

• • . a° 

a 1 — 1 =a°  : pareillement  que  la  quantité  — eft  la 
même  chofe  que  ~ , ou  que  a 0 — * = a — » j de 


é 
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même  que  la  quantité  - fera  la  meme  chofe  que 

a — 1 

— — ou  que  a » 1z=a  1 , & ainfi  du  relie , ce 

qui  donnera  la  fuite  : 

aX  > <*°»  a 1 , a *,  a * , a 4,  a * , ôcc. 

DÉFINITIONS. 

I. 

140.  Les  quantités  qui  font  affrétées  du  ligne  ra- 
dical y',  s’appellent  Quantités  radicales 3 ou  hmple- 
ment  Radicaux.  Les  quantités  qui  fuivent  le  ligne  y', 
s’appellent  Grandeurs  fous  le  fgne3&c  celles  qui  pré- 
cédent le  ligne  y/,  s’appellent  Coefficiens  du  radical. 

I I. 

14*1.  Les  Radicaux  font  par  rapport  d l’extraéfcion  , 
ce  que  les  f raclions  font  par  rapporta  la  divilionj  c’eft- 
à-dire , que  les  radicaux  font  à proprement  parler 
des  reftes  après  l’extraéfcion  , de  même  que  les  frac- 
tions font  des  reftes  après  la  divilion. 

*111.  * 

142.  Le  nombre  qui  eft  au-delïiis  du  ligne  y', 
s’appelle  Expofant  du  radical  ; lî  ce  nombre  eft  en- 
tier, la  quantité  affeétée  du  ligne  \ / eft  une  racine, 
fi  ce  nombre  eft  fractionnaire , la  quantité  eft  une 
puiflance. 

Comme  nous  avons  vu  qu’une  même  grandeur 
peur , fans  changer  de  valeur  , être  repréfentée  fous 
l’expreflîon  ou  fans  l’expreflion  du  ligne  radical  (1 57)  j 
de  même  une  grandeur  affeétée  du  ligne  radical  peut 
encore  , en  confervant  toujours  ce  ligne  \f,  changer 
d’expreftion  fans  changer  de  valeur , 8c  l’on  peut 
ainlï  faire  fubir  aux  radicaux  différens  changemens 
pour  les  limplifier , les  préparer  ôc  les  alTujettir  au 
calcul  : en  voici  les  réglés. 
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. R E G L E I. 

1 4 j. On  peut , fans  changer  la  valeur  d’un  radical, 
faire  pafTer  devant  le  ligne  une  quantité  qui  eft  fous 
le  ligne } fçavojr  , lorfque  la  grandeur  fous  le  ligne 
eft  un  .produit  dont  un  des  produisis  eft  une  puif- 
fance  de  même  degré  que  l’expofant  du  ligne , on  peut 
ejfacer  cette  puifance  fous  le  fgne  , en  mettant  fa  ra- 
cine devant  le  fgne , au  lieu  de  y/âïi-,  on  peut  écrire 
b\/  c.  Car  V bbc=  y/  bb  X y/c:  or  y/  bb=b  jdonc 
\/  bb  x y'  c — b y/  c ; pareillement  au  lieu  de.  J y/ 
~âuo-{-aac  , on  peut  mettre  $ a y / o+c. 

Réglé  II. 

1 44.  Réciproquement  on  pourra  faire  pafTer  fous 
le  ligne  une  quantité  qui  eft  devant’ le  ligne  , en 
multipliant  la  grandeur  fous  le  fgne  par  cette  quantité 
élevée  à la  puijjance  de  même  degré  que  l’expo  fânt  du 
fgne  ; au  lieu  de  b y/c,  on  pourra  écrire  y /vu.  Car 
b\é  c = b X X c—  \é  bb  X c = \ébbc  de  même 
au  lieu  de  a y / û-{-c , on  pourra  mettre  \ / aab+aac 

Corollaire. 

145.  Lorfque  le  radical  eft afjeifté d’un  coefficient, 
on  pourra  toujours  par  cette  méthode  le  faire  éva- 
nouir , en  le  faifant  paiïer  fous  le  figue. 

Réglé  III. 

14 6.  On  peut  changer  l’expofant  d’un  radical  , 

en  le  multipliant  par  une  quantité  quelconque  , 
pourvu  que  l’on  multiplie  par  la  même  quantité  V ex- 
pojant  de  la  grandeur  fous  le  fgne  ; ainli  au  lieu  de 

3 3x1  6 ; 1 

'X  a on  peut  mettre  y a1,  ou  y/a*.  car  ya  = ai  , 

6 * % i l • 

& y/<zl  = , ( 1 37  ) or  fxxz  ÜT  , puifque  7 eft  la 

3 6 

même  chofe  que  -} , donc  y at=  y/a*. 

Corollaire. 

147.  Par  cette  méthode  il  fera  toujours  facile  de 
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réduire  au  même  expofant  deux  radicaux  , en  mul- 

ofant 
" autre 


l # 

tipliant  dans  chacun  L’ expofant  du  fgne  & l’expoj 
de  la  grandeur  Jous  le  fgne  par  T expofant  de  l’at 

i i i 

fgne  j par  ex  : \l  a Sc  y a fe  réduifenc  à \laJ  , & 

Va*. 


Réglé  IF. 


148.  On  peut  faire  entrer  dans  l’expreffion  d’un 
radical , fans  en  changer  la  valeur  , une  quantité 
quelconque  a 3 ce  qui  le  fait  en  divifant  le  coefficient 
du  radical  par  a , & en  multipliant  la  grandeur  fous  le 
fgne  par  la  puiffiance  de  a indiquée  par  Texpofant  du 
fgne  , ou  bien  en  multipliant  le  coefficient  du  ra- 
dical par  a , & en  divifant  la  grandeur  fous  le  li- 
gne par  la  puiffiince  de  a indiquée  par  l’expofant  du 
ngne.  La  quantité  c ^ b fera  la  même  chofe  que 

— , ou  que  at  V~  i de  même  c \l  b peut  fe 


C 5 


' ,b 


changer  en  — y a*  b j ou  ac  y — *:en  effet  dans  ce 
0 a ai 


cas  on  ne  fait  que  mulfiplier  & divifer  une  quantité 
par  une  même  grandeur  , ce  qui  ne  change  pas  la 
valeur  de  la  quantité  (17). 


Remarque. 


149.  Ces  changemens  d’expreffion  que  l’on  fait 
fubir  à un  même  radical , fans  en  changer  la  valeur 
s’appellent  Transformations.  Le  but  de  ces  transfor- 
mations eft  de  préparer  les  radicaux  , de  fimplifier 
leur  expreffion  3 de  la  rendre  pins  aifée  , lorf- 
qù’on  vent  les  comparer  & les  foumettre  aux  opéra- 
tions de  l’Arithmétique  j car  les  radicaux  fîmplifiés  , 
modifiés  , transformés  , ( quand  le  cas  l’exige  ) fui- 
vanrles  régies  ci-deffus , font  fufceptibles  d’addition , 
de  fouftraétion , de  multiplication,  Sec.  de  même  que 
les  quantités  ordinaires. 
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Réglé  V. 

150*  On  applique  aux  radicaux  routes  les  opéra- 
tions de  l’Arithmétique  de  la  maniéré  qui  fuir. 

1°.  L’addition  des  radicaux,  fe  fait  en  les  écrivanc 
à la  fuite  l’un  de  l’autre  avec  leurs  lignes  ; mais  lor£ 
qu’ils  ont  un  même  expofant  & une  même  quantité 
• lous  le  ligne , alors  on  les  ajoute  en  prenant  la  fomme 
des  coefficiens  , par  exemple  ; li  l’on  veut  ajouter 

j 3 • 3 

a y b1  & c y bx , la  fomme  fera  a-\-c  y b1. 

11°.  Pour  fouftraire  .deux  radicaux  , on  change 
le  ligne  du  coefficient  de  celui  que  l’on  veut  fouf- 
traire ; mais  s’ils  ont  le  même  expofant  & là  mê- 
me quantité  fous  le  ligne  , alors  on  doit  prendre  la 

différence  des  coefficiens  j par  ex  : a y te  — c y 0c  = 

a — c y bc.  t 

111°.  Pour  multiplier  deux  radicaux,  i°.  s’ils  ont 
le  même  expofant , il  faut  multiplier  les  coefficiens 
l’un  par  l’autre  , & les  quantités  fous  le  ligne  l’une 
par  l’autre  i par  ex  : zy  4X3  \^.9=~6  y'  36  = 
ce  qui  eft  évident:  z°.  s’ils  ont  différent  expo- 
fant , on  doit  alors  les  réduire  à un  même  expofant 
( 147) , & puis  faire  le  refte  comme  dans  le  cas  pré- 
cédent , par  ex  : a y'  b X b y'  c—a  \ ' b*  X b y/ 

c1  = ab  ^ b*  c1.  t 

1V°.  Pour  divifer  deux  radicaux,  i°.  s’ils  ont  le 
même  expofant  , il  n’y  a qu’à  divifer  les  coefficiens 
l’un  par  l'autre , & les  quantités  fous  le  figne  l’une 
par  l’autre  , par  ex  : 6 \S divifé  par  z y'  4 , don- 
nera 6 36  = 3 V 9 = 3 X 3=9»  comme  il  eft 

2 y 4 

évident  : 20.  s’ils  ont  différent  expofant , on  doit  les 
réduire  à un  meme  expofant,  ôc  faire  le  refte  comme 
dans  le  cas  précédent  5 par  ex  : 

a\/  b 


f 
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V°.  Pour  élever  un  radical  à une  puiffimee  quel- 
conque, il  ne  s’agit  que  de  multiplier  ce  radical  par 
lui-même  autant  de  fois  moins  une  , qu’il  elt  marqué 
par  l’expofant  de  la  puiiïancei  ainfi  le  tout  fe  réduit , 
i°.  à élever  le  coefficient  du  radical  à la  puilfance 
propofée } z°.  à divifer  l’expofant  du  ligne  par  l’ex- 
polant  de  la  puiffimee , ce  qui  éleve  la  grandeur  fous 
le  ligne  au  degré  propofé } par  ex:  la  fécondé  puifi- 

fance  de  æ\/a  fera  ÿ ^ =a2b  ; la  troiliéme  puif- 

i i 

fance  de  a \/  t>c  fera  a 3 

Vl°.  Pour  extraire  une  racine  quelconque  d’un 
radical-,  i°.  extrayez  la  racine  propofée  du  coef- 
ficient, fi  l’exrraélion  eft  pofliblej  & fi  elle  ne  l’eft 
pas,  faites  évanouir  le  coefficient  (145)  ; i°.  mul- 
tipliez l’expofant  du  ligne  par  l’expofant  de  la  ra- 
cine , & vous  aurez  la  racine  propofée  ; par  ex  : la 

ie  fécondé  de  a \/b  — \/aJb  fera  y/  a^b  ; la  ra- 
4 11/ 

troiliéme  de  <z3  y/bc  fera  a y bc . 

PARAGRAPHE  II. 

De  l’Exaltation  & de  V Extraction  des  Quantités 
complexes. 

Nous  allons  parler,  i°.  De  la  formation  des  puif- 
fances  des  quantités  complexes  ; i°.  De  l’extraétion 
de  leurs  racines. 

Nombre  I. 

De  la  Formation  des  Puijfances  des  Quantités 
complexes. 

1°.  Si  l’on  veut  feulement  indiquer  la  puilfance 

F 


racine 


cine 
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d’une  quantité  complexe  , par  ex  : a-\-  b3  on  értic 
fimplement  a -f-£l  pour  la  fécondé  puiiïànce , â+bï 
pour  la  troifiéme  puifiànce  , & ainfi  du  relie. 

II0.  Si  l’on  veut  atteindre  à la  puiiïànce  réelle  de 
la  quantité , il  faudra  multiplier  cette  quantité  par 
elle  même  autant  de  fois , moins  une,  qu'il  y a d’uni- 
tés dans  l’expofant  de  la  puiiïànce , comme  le  prefcrit 
(134)  la  réglé  générale. 

C’eft  pourquoi  la  première  puiiïànce  de  a -+-b  elt 
a -+-  b , ou  7+T  X 1 =a-\-b. 

La  fécondé  puiiïànce  de  a-{-b  elt  X 7+ï 

c=  a2  iab-\-b2. 

, La  troifiéme  puiiïànce  de  a -\-b  efl  à+Â  X ITÇb  X 
-h  3 a2  b-\-^abl  -\-  b^  , & ainfi  du  relie. 

111°.  Mais , fans  avoir  recours  à ces  multiplica- 
tions réitérées,  on  peut  former  immédiatement,  & 
trouver  tout  d’un  coup  les  différentes  puiiïànces  d’une 
quantité  complexe  3 & pour  cela  il  11e  s’agit  que  de 
connoître  les  parties  & les  circonllances  qui  concou- 
rent à la  formation  d^ la  puiiïànce,  lefquelles  font  le 
nombre  des  termes  , les  lignes , les  expofans , & les 
coelïîciens.  Or  les  propofitions  & les  réglés  fuivantes 
nous  en  donneront  la  méthode  , que  nous  allons  ap- 
pliquer à un  binôme  quelconque  a-\-b. 

1V°.  On  pourra  raifonner  des  autres  quantités 
complexes,  trinômes } quatrinômes 3 &c.  comme  du 
binôme  a -\-b  3 car  toute  quantité  complexe , telle  que 
le  trinôme  a-\-b-\-c3  peut  être  regardée  comme  un 
binôme , ou  comme  n’étant  compofée  que  de  deux  ter- 
mes, dont  le  premier  feroit  iT+7,  & le  fécond  -+-c. 

t ** 

R E G L E I.  . ^ 

!+ 

t 51.  Toute  puiiïànce  contient  autant  de  termes  , 

& un  de  plus  , qu’il  y a d’unités  dans  l’expofant  de  :j. 

la  puiiïànce  3 la  fécondé  puiiïànce  a2  -\-iab-\-b2  de  *a 

a 4- A,  contient  trois  termes  3 fa  troifiéme  puiiïànce  fy, 
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«3  -+-  $a2b-\-$ab2  -|-33  en  contient  quatre  ; la  qua- 
trième puiflance  a4-+*4<z33,  Scc.  en  contient  cinq  , 
& ainfi  du  refte. 

La  raifon  en  eft  que  dans  toute  puiflance  confidé- 
rée  comme  produit , le  nombre  des  termes  eft  égal  au 
produit  du  nombre  des  facleurs  multiplians  , par  le 
nombre  de£  fadeurs  multipliés  ; c’eft-à-dire,  que  la 
fécondé  puiflance  b X d~+3  = aa ab  ab 
bb , qui  eft  le  rélultat  de  deux  fadeurs  multipliés  par 
deux  fadeurs  , contient  quatre  termes;  pareillement 
que  la  troifiéme  puiflance T+b  X â+7  X 7+b=a} 
+ a2b-\-  a1b-\~a1l-\-ab1  -h  abx-\-ab 2 -H  3 3 , qui 
eft  le  réfultat  de  deux  fadeurs  multipliés  par  deux- 
fadeurs,  & encore  par  deux  fadeurs  , renferme  huit 
termes:  mais  dans  la  puiflance confidérée  comme  quan- 
tité algébrique , la  rédudion  des  termes  femblables 
diminue  le  nombre  des  termes , Sc  réduit  dans  la  fé- 
condé puiflance  les  quatre  termes  à trois  , fçavoir  , 
a1  -H  tab-\~b2  ; dans  la  troifléme puiflance,  les  huit 
termes  à quatre  a3  -4-  jû23  $ab2  - \-b 3 ; dans  la 
quatrième  puiflance,  &c. 

Corollaire  I. 

1 5 z.  Dans  toute  puiflance,  fi  l’on  ordonne  les  ter- 
mes par  rapport  à une  lettre  ypar  ex  : à la  lettre  a,  le 
nombre  des  termes  fera  déterminé  par  les  puiflances 
confécutives  de  cette  lettre  a ; comme  on  le  voit  évi- 
demment , 

dans  le  quarré  , a2  -h  lab  -+-  a°  bx 

danslecube,  a*-+-$a2b-\-  ab*  -\-a°b*  ; 

& de  même  dans  toutes  les  autres  puiflances  du  binô- 
me a -J-  3.  • 

Corollaire  1 1. 

155.  Par  conféquent , lorfqu’on  a la  puiflance 
d’une  quantité  complexe  quelconque  , foit  binôme  , 
foie  trinôme , foit , &c.  on  peut , en  ordonnant  les 
ternies  par  rapport  à une  même  lettre  a , écrire  les 

F z 
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uns  fous  les  autres  tous  les  termes  dans  lefquels  la 
lettre  a fe  trouvera  élevée  à une  même  pu i (Tance, par 
ex:  la  puiffance  a1  -h  zab  -+-bb-\-  zac-\-  ibc-\-  cc 
s’écrira  de  eçtte  maniéré  : 

al-\-  zab-\-bb 
- \-zac-\-cc 

— |—  ibc.  * • 

Car  les  termes  où  la  lettre  a fe  trouve  élevé  à une 
même  puiffance  , ne  font  cenfés  former  qu’un  feul  & 
même  terme  a , ou  a~ , ou  a*  , ou  &c.  lequel  eft  mul- 
tiplié par  une  quantité  complexe,  qui  s’appelle  le 
coefficient  de  ce  terme  d,  ou  a‘,  ou  a*,  ou,  &cc. 
Dans  l’exemple  ci-delfus  la  quantité  zab-\-  zac  n’eft 
autre  chofe  que  le  terme  a multipli^par  le  coefficient 
zb-\-zc.  11  faut  dire  la  même  chofe  de  tous  les  autres 
termes , lefquels  fe  déterminent  tous  par  les  degrés 
confécutifs  de  la  lettre  par  rapport  à laquelle  on  a or- 
donné les  .termes  de  la  puiffance. 

Réglé  IJ. 

• 

154.  Lorfque  les  termes  du  binôme  racine  font 
tous  les  deux  affeétés  du  ligne  ou  que  l’on  a,  par 
ex:  a-\~b , tous  les  termes  de  la  puiffance  font  affec- 
tés du  ligne-h ; car  -h  X X -4-  X -+- , ôcc.  = -K 

Lorfqu’ils  font  affeétés,  l’un  du  ligne  -h , & l’autre 
du  ligne — , ou  que  l’on  a,  par  ex:  a — b ; alors  les 
termes  de  la  puiffance  font  alternativement  affeétés 
des  lignes  -+-  êc  — ; car  les  puiffances  de  la  lettres  b 
étant  alternativement  paires  & impaires , tous  les  ter- 
mes où  ces  puiffances  feront  paires , auront  le  ligne 
-h;  car  — X — & tous  les  termes  où  ces  puif- 
fances feront  impaires  , auront  le  ligne  -<*-  j car  — X 

Lorfqu’ils  font  tous  les  deux  affeétés  du  figne  — ; 
alors  les  puiffances  paires  de  la  racine  auront  à tous 
leurs  termes  le  figne  H-  , &c  les  puiffances  impaires  à 
tous  leurs  termes  le  ligne  — . 

O %> 
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Réglé  III. 

155.  On  voir  évidemment  que  la  première  puif- 
fa  nce  de  a -+-  b eft  a-\-  b X 1=  a b } or  cette  pre- 
mière puiflance  peut  être  repréfentée  par  a1  b1  y 
car  toute  lettre  qui  n’a  point  d’expofant , eft  cenfée 
avoir  l’unité  pour  expofant  y elle  peut  aufti  être  rcpré- 
Tentée  par  a1  b°  -\-a°  b1. 

La  fécondé  puiflance  , ou  le  qnarré  de  a -4-  b eft 
a 1 -+-  lab-^-b1  y cette  fécondé  puiflance  par  la  même 
raifon  peut  être  reptéfentée  par  a1b°-\-ia1b'l-\~a°bx' 

La  troifiéme  puiflance  de  tz  —J—  A , qui  eft  u3  + ila1b 
*+-  3 izA1  — f—  A 3 , peut  par  le  même  principe  être  repré- 
fentce  par  a*b°  -f-  $axbl  -h  ^a1b1  -\~a°bii  & ainli 
du  refte  : d’où  il  fuit 

1°.  Que  l’on  trouvera  aifément  les  expofans  de 
tous  les  termes  d’une  puiflance  quelconque  d’un  bi- 
nôme, parce  que  ces  expofans  croiflent  &c  décroiflent 
régulièrement  y par, ex  : la  Tixiéme  puiflance  de  a-\-b 
fera  ' , 

a^b° -\-a*  b1  a*  b'-^-  b^  a1  b*  a1  b^  a°  b6  , 

où  il  eft  à remarquer  que  dans  chaque  terme  la  fomr 
me  des  expofans  des  deux  lettres  eft  toujours  égale  au 
degré  de  puiflance. 

* 11°.  Que  pouc  trouver  les  expofans  des  termes 
d’une  puiflance  quelconque  , il  n’y  a qu’à  diminuer 
toujours  d’une  unité  l’expofant  de  la  lettre  a , lequel* 
dans  le  premier  terme  eft  égal  au  degré  de  la  puiflan- 
ce, jufqu’à^»  qu’il  devienne  nul  ,.ou=  o , & aug- 
menter celuide  by  qui  eft  nul,  ou  = o , dans  le  pre- 
mier terme,  jufqu’à  ce  qu’il  devienne  égal  au  degré 
de  la  puiflance. 

Corollaire. 

156.  Si  l’expofant  de  la  puiflance  eft  repréfenté 
par  l’indéterminée  n , on  aura  une  formule  générale 
pour  repréfenter  la  fuite  des  expofans  d’une  puiflance 
quelconque  *,  fçavoir  , 

F 3 
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a”b°  a”-' b'  H-  a"-1!?1  -4-  a'~'b' \ -+-  aT^b*  £ 

laquelle  formule  a été  trouvée  par  Newton. 

Réglé  IV. 

157.  La  première  puiflance  a-\-b  fe  peut  repré  fen- 

ter  par  1 a -h  1 b , parce  que  toute  quantité  qui  n’a  pas 
de  coefficient,  eft  cenfée  avoir  pour  coefficient  l’uni- 
té} par  conféquent  les  coefficiens  des  termes  de  la 
première  puiflançe  font  1 1 } la  fécondé  puiflance 

az-\~  iab-\-bx  a pour  coefficiens  1 -H  1-+-  1 , la  troi- 
fiéme  puiflance  a 3 -f-  7>àlb-\-  $abl-\-bi  a pour  coek 
ficiens  1 -+-  3 -+-  3 -+- 1 ,8c  ainfi  du  refte. 

158.  Or  fi  l’on  ordonne  les  termes  des  puiflànces 
par  rapport  à une  lettre  , par  ex  : a , & fi  l’on  écrit 
les  puiflànces  confécutives  les  unes  fous  les  autres  de 
cette  maniéré , 

I.  Puifli  \a'-\-\a° 

II.  ia1  -hia1  -+-  ia° 

III.  i<z3  ^a1 fa*  -4-  la* 

IV.  ia*-j-6a3  -H 4a1 -(-4a1  -+-  ia° 

V.  la'  -f-  5C+-4-  io<z3  -h  ioa1-}-  fa1-^  laP 
8c  ainfi  de  fuite  } il  eft  aifé  de  remarquer  que  fi  l’on 
multiplie  le  coefficient  d’un  terme  quelconque  par  le 

Ïuotient  de  fon  expofant  divifé  par  le  nombre  qui 
éfigne  le  rang  de  ce  terme  dans  la  puiflance , l’on  aura 
le  coefficient  du  terme  fuivant , par  ex  : dans  la  cin- 
quième puiflance  , fi  je  multiplie  le  coefficient  5 du 
fécond  terme  par  le  quotient  1 de  l’expofant  4 divifé 
par  i , qui  déngne  le  rang  du  fécond  ^pne,  j’aurai 
5 X;=  10  , qui  fera  le  coefficient  du  troifiéme  ter- 
me } 8c  l’on  trouvera  par  cette  méthode  les  coeffi- 
ciens de  tous  les  autres  termes. 

1 5 9.  D’où  il  fuit  que  fi  l’expofant  eft  repréfenté 
par  l’indéterminée  n , le  coefficient  du  premier  ter- 
me étant  1 , le  coefficient  du  fécond  fera  2;  or  le 
fécond  terme  a pour  expofant  n — 1 , lequel  étant  ' 
divifé  par  z qui  défigne  le  rang  du  fécond  terme , 
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fera  donc  multipliant  “ par  tcLL  j’aurai  " X 
pour  coefficient  du  troifiéme  terme  ; par  la  même  rai- 
fon  le  coefficient  du  quatrième  fera  j H-  ï^-1-  X -2-p-î, 
& ainfi  du  refte  ; d’où  l’on  déduit  cette  formule  géné- 
rale , dont  Newton  eft  encore  l’auteur  , laquelle  peut 
fervir  à trouver  tout  d’un  coup  les  coefficiens  de  tous 
les  termes  d’une  puiflance  quelconque; 
a9b°  -4-  ” a"-' b1  -f-  ï X ==-‘  a"-1  b1  + i X ? X 
<”-^  + 1 x î=i  X X ”-=3a”-'b\  & c. 

Nombre  II. 


De  Vextraclion  des  Racines  complexes. 

Nous  allons  parler  de  l’extradion  des  racines  com- 
plexes, i°.  pour  les  quantités  algébriques,  i°.  pour 
les  quantités  numériques. 

De  l’extraction  des  Racines  complexes  algébriques. 

DÉFINITIONS. 

• - I. 

i<jû.  On  appelle  puiflance  parfaite,  celle  dont  on 
peut  extraire  la  racine  jufte,  exaéte  5c  fans  refte:  la 
puiflance  eft  dite  imparfaite , lorfqu’on  ne  peut  point 
en  extraire  la  racine  jufte  & exaéte,  mais  qu’il  fe 
trouve  un  refte  après  l’extraftion.  Nous  parlerons  fur- 
tout  des  puiflances  parfaites. 

I I. 

161.  Toute  puiflance  eft  en  même-tems  un  Pro- 
duit & une  Somme.  Elle  eft  produit  en  tant  qu’elle 
réfulte  de  la  multiplication  de  racines  égales  , ou 
d’une  racine  multipliée  par  elle-même  un  certain 
nombre  de  fois.  Elle  eft  fomme , parce  que  les  racines 
en  fe  multipliant , ont  formé  un  tout  compofé  de 
parties  aflemblées  , par  ex  : le  quarré  a 1 iab-\-b 1 

eft  le  produit  des  racines  a-\-b&c  u-4-A,  & eftlafom- 
me  des  quantités  a 1 , iaby  A1. 
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I I I. 

1 61.  Extraire  la  racine  d’une  puiflance , c’eft  dé- 
compofer  une  puiflance,  ou  cheicher  les  parties  donc 
elle  eft  compofée  comme  produit , & pour  les  trou- 
ver, il  faut  connoître  les  parties  dont  elle  eft  compo- 
fée comme  fomme. 

I V. 

i <5  j.  Les  parties  dont  une  puiflance  eft  compofée 
en  tant  que  fomme  , font  les  termes  qui  combinés 
avec  les  lignes -f-&  — , donnent  la  puilfance  : or 

1°.  La  leconde  puiflance  , ou  le  quarré  d’un  binô- 
me quelconque  a -\ -b  , fçavoir  , a1  z ab  -h  b 1 
renfeime  trois  chofes  ; a1  , quarré  du  premier  ter- 
me de  la  racine;  bl  quarré  du  fécond  terme  ; & xab 
double  produit  du  premier  terme  de  la  racine  par  le 
fécond. 

Ii°.  La  troifléme  puiflance,  ou  le  cube  d’un  bi- 
nôme a-\-  b , qui  eft  a5  3 alb-\-  3d2-+-Æ5 , renfer- 
me quatre  parties  ; fçavoir  u 5 cube  du  premier  terme 
de  la  racine,  b 3 cube  du  fécond  terme  ; 3 a1  b triple 
produit  du  fécond  terme  par  le  quarré  du  premier;  & 
^ab1  triple  produit  du  premier  terme  par  le  quarré 
du  fécond. 

151°.  On  peur  faire  une  remarque  toute  femblable 
pour  les  autres  puiflances  , en  élevant  un  binôme 
quelconque  a-\-b  à fes  différentes  puiflances  confé- 
cutives. 

IV°.  Ce  que  nous  venons  de  dire  d’un  binôme  , 
peut  être  appliqué  à un  polynôme  quelconque  a -H  b 
-+-c,  pourvu  qu’il  foit  confidéré  comme  étant  un 
binôme  -4-  c : c’eft-à-dire  que  fon  quarré  ; 
par  ex:  renfermera  i°.  le  quarré  du  premier  ter- 
me a-j-o  , lequel  eft  a1  -f-  zab  -\-bz  ; z°.  le  quarré 
<iu  fécond  terme  , favoir  , cL  ; 3 °.  le  produit  du  pre- 
mier terme  a + b par  le  fécond  c,  lequel  eft  iac-\-  ibc. 
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Problème. 

« 

1 64.  Extraire  la  Racine  quelconque  d’ une  Puijfance 
algébrique. 

SoLurioN.  Après  avoir  ordonné  les  termes  de  la 
puiifance  par  rapport  à une  des  lettres  , il  faudra 
élever  un  binôme  quelconque,  par  ex  : a-\-  b3  à une 
puiifance  de  même  degré  que  celle  dont  on  veut 
extraire  la  racine  : les  puilîances  de  ce  binôme  a~\-b3 
lefquelles  font 

Seconde  ...  a*  -+■  lab  -{-b1 

Troisième  . . a 5 -+-  3 alb-\-  3 ab 1 -h-b* 

Quatrième  . . -h  \a ? b -+-  6a1  b1  H-  4 ab  * b 4 , 

& ainfi  de  fuite  , ferviront  de  formules,  8c  indique- 
ront les  divifeurs  dont  il  faudra  fe  fervir  pour  trouver 
chacun  des  termes  de  la  racine  : c’eft  de  l’attention 
faite  à ces  formules  (dont  on  connoît  les  racines)  que 
tout  dépend,  8c  nous  en  allons  déduire  les  réglés  fui- 
vantes. 

1°.  Pour  trouver  le  premier  terme  de  la  racine  , il 
faudra  extraire  du  premier  terme  de  la  puiifance  don- 
née ( qui  eft  ici  le  dividende  ) la  racine  propofée  : la 
racine  quarrée  , s’il  s’agit  de  trouver  la  racine  quar- 
rée;  la  racine  cubique,  s’il  s’agit  de  trouver  la  racine 
cubique  $ la  racine  quatrième  , s’il  s’agit  , 8cc.  8c 
l’écrire  au  quotienr.  Si  le  premier  jerme  du  dividende 
n’étoit  pas  une  puiifance  parfaite,  il  faudroit  prendre 
la  plus  grande  puilfmce  parfaite  ronterfUe  dans  ce 
terme  , 8c  en  extraire  la  racine , pour  l’écrire  au  quo- 
tienr. 

11°.  Pour  trouver  les  autres  termes  de  la  racine , 
il  faudra  , 1 °.  élever  le  quotient  déjà  trouvé  an  de- 
gré de  la  puilïance  donnée  , 8c  le  retrancher  du  di- 
vidende pour  avoir  le  relie,  s’il  y en  a un  , 8c  ajou- 
ter ce  relie  au  terme  fuivant  de  la  puillànce  pour 
en  faire  un  fécond  membre  de  divilîon.  i°.  O11  di- 
vilera  ce  fécond  membre , ou  le  lecond  terme  de 
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la  puiftànce  , ( lequel  fécond  terme  fera  quelquefois 
une  quantité  incomplexe  , comme  dans  les  exemples 
ci-delfiis , 8c  quelquefois  une  quantité  complexe , 
comme  dans  l’exemple  ( n°  153  ) on  le  divifera, 
dis-je  , par  l’expofant  de  la  puilfance  3 & encore 
par  la  puilfance  du  terme  déjà  trouvé  au  quotient, 
moindre  d’un  degré  que  la  puilfance  propofée  \ c’eft- 
à-dire  , que  l’on  divifera  le  fécond  membre  par 
l’expofant  2 , fi  on  cherche  la  racine  quarrée  ; par 
l’expofant  3 , fi  on  cherche  la  racine  cubique  ; par 
l’expofant  4,  fi  on  cherche,  &c.  & de  plus  on  le  divi- 
fera encore , ou  par  la  première  , ou  par  la  fécondé , 
ou  par  la  troifiéme  , ôcc.  puilTance  du  terme  déjà 
trouvé  pour  la  racine  , fi  l’on  opéré  fur  une  fécondé , 
fur  une  troifiéme , fur  une  quatrième  , &c.  puilfance  j 
& le  quotient  qui  réfujrera  de  cette  djvinon  , don- 
nera le  terme , ou  les  termes  qui  reftoient  à trouver 
pour  la  racine. 

111°.  C’eft  pourquoi  fi  l’on  veut-divifer  le  fécond 
membre  tout  d’un  coup  & par  une  feule  opération  j 
le  divifeur  dont  on  doit  fe  fervir , fera  le  produit  fair 
de  l’expofant  de  la  puiflance  propofée , par  la  puiflan- 
ce  du  terme  déjà  trouvé , moindre  d’un  degré  que  la 

fmilTance  propofée  j & ce  divifeur  eft  représenté  dans 
a fécondé  puilfance  par  xa\ dans  la  troiliéme  par  3a1; 
dans  la  quatrième  par  4 a 3 , &c.  comme  il  eft  aifé  de 
le  voir  dans  les  formules  ci-deftus. 

IV°.  Il  faudra  élever  au  degré  de  la  puilfance  don- 
née toute  la  quantité  trouvée  à la  racine  , pour  la 
fouftraire  du  dividende  ; & fi  après  la  fouftraétion  il 
ne  refte  rien  , c’eft  une  marque  que  la  puilfance  don- 
née étoit  parfaite,  8c  que  la  racine  trouvée  eft  jufte 
8c  exaéte. 

Exemple. 

la  puilfance  donnée  pour  en  extraire  la  racine  foie 
le  cube 


Digitized  by  Google 


D’  A L G E B R E. 


9l 


-4-  lialb  -f-  Gab1 
-J-  iza^-t-  ôac1  -f-  c5  ( 
-+-  i iabc-\-  $bccf 
H-  3 Mc  J 


u5-f-  $alb-\-  jaP-^-b* 
iM-\-b-\-c 


dont  il  faille  extraire  la  racine  troifiéme  ou  cubique. 
Après  avoir  ordonné  les  termes  par  rapporta  la  lettre 
a j comme  on  voit  ci-deftiis  , j’éleve  le  binôme  a-\-b 
à la  troifiéme  puiftance  , & je  l’écris  à côté  du  divi- 
dende , ou  de  la  puiftance  donnée  , pour  qu’elle  me 
dirige  & me  ferve  de  formule  : or 

1°.  Si  je  voulois  extraire  la  racine  cubique  de  la 
formule  , je  trouverois  la  première  racine  a ^ en  pre- 
nant immédiatement  la  racine  cubique  du  premier 
terme  a 5 ; ce  qui  m’avertit  d’extraire  immédiatement 
la  racine  cubique  du  premier  terme  8 a*  , laquelle  eft 
a a , que  j’écris  au  quotient  ou  à la  racine. 

11°.  J’éleve  au  cube  le  terme  déjà  trouvé  pour  la 
racine  , Sc  je  le  fouftrais  de  la  puifTance  donnée  , 
pour  avoir  le  relie  , s’il  y en  a , Sc  l’ajouter  au  terme 
fuivant.  Il  ne  s’eri  trouve  point  dans  cet  exemple. 
Maintenant  fi  je  voulois  trouver  l’autre  terme  b de 
la  racine  dans  la  formule  , il  eft  évident  que  je  n’ai 
qu’à  divifer  le  fécond  terme  3<zM  par  3 , qui  eft  le 
Qegré  de  la  puiftance  , & encore  par  a1  qui  eft  la 
puiftance  du  terme  déjà  trouvé  à la  racine  , mais 
moindre  d’un  degré  que  la  puiftance  donnée  , ou 
tout  d’un  coup  par  3 a*  ; ce- qui  m’indique  que  je 
dois  divifer  le  fécond  terme  de  la  puiftance  donnée 
ôc  par  3 , qui  eft  le  degré  de  la  puiftance  , & par 
4 a1,  qui  eft  la  fécondé  puiftance  du  terme  déjà  trouvé 
à la  racine  , ou  la  puiftance  moindre  d’un  degré  que 
celle  fur  laquelle  on  opéré  3 c’eft-à-dire  , que  je  dois 
divifer  par  3 x 4a1  ou  12a1  : or  le  fécond  terme 
de  la  puiftance  donnée  eft  ( 1 52  & 1 5 3 ) la  quantité 
complexe  1 iaxb naxc,  laquelle  divifée  par  12 a1  - 
donnera  au  quotient  b-\-c , que  j’écris  à la  racine  , 
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& ce  font  les  termes  qui  me  reftoient  encore  à 

trouver. 

111°.  Ayant  élevé  à la  troifiéme  puiiïance  la  quan- 
tité 2a-H  b-\-  c trouvée  a la  racine,  & l’ayant  fouf- 
traite  du  dividende  , ou  de  la  puilfance  donnée,  il  ne 
relie  rien  ; ce  qui  dénote  que  l’opération  eft  finie , ÜC 
que  le  quotient  trouvé  eft  la  racine  jufte  t<c  exaéte  de 
la  puiiïance  donnée. 

Démonjlration. 

Il  eft  évident  que  pour  trouver  la  première  racine 
za  j on  doit  extraire  immédiatement  la  racine  cubi- 
que du  premier  terme  8a?  ; il  n’y  a nulle  difficulté. 
Après  avoir  trouvé  la  première  racine  2 a il  eft  aifé 
d’appercevoir  qu’on  trouvera  les  autres  racines  b 
en  divifant  le.  fécond  terme  iz 'Lai  -f-  i iaxc  de  la 
puiiïance  par  3 , qui  eft  le  degré  de  la  puilfance , $c 
par  4 a1  , qui  eft  la  première  racine  élevée  à un  degré 
moindre  que  la  puiiïance  propofée  , ou  en  divifant 
tout  d’un  coup  par  1 za1  ; ia  raifon  en  eft  que  dans 
une  troifiéme  puiiïance  , par  ex  : le  premier  terme 
eft  toujours  le  cube  de  la  racine  par  rapport  à laquelle 
ofi  a Ordonné  les  termes  de  la  puiiïance  j le  fécond 
terme  eft  la  fomme  des  autres  racines  multipliées  tant 
par  le  degré  de  la  puiffimce  , q par  le  quarré  de  la 
première  racine  : car  dans  l’exemple  précédent  le 
lecond  terme  eft  1 z a)b  1 iaxc  (153),  lequel  , 

comme  on  le  voit , eft  la  meme  choie  que  1 z a1  X 
b -(-  c : donc  je  dois  trouver  tous  les  termes  qui  com- 
pofent  la  racine  propofée  , i°.  en  extrayant  immédia- 
tement la  racine  du  premier  terme  de  la  puilfance  : 
z°.  en  divifant  le  fécond  terme  de  la  puiiïance  , tant 
par  le  degré  de  la  puiiïance,  que  par  le  terme  déjà 
trouvé  à la  racine  , mais  élevé  à un  degré  moindre 
d’une  unité  que  la  puiiïance  donnée. 

U eft  facile  d’appliquer  les  réglés  & la  démonftra- 
. tion  que  nous  venons  d’en  donner  à toute  autre 
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puiflànce  quelconque  donnée  , parce  qu’elles  font 
générales  & fondées  fur  la  nature  &c  la  formation  des 
puiftances. 

Corollaire. 

16^.  Une  puilfance  quelconque  étant  donnée  popr 
en  extraire  la  racine  , il  fera  aifé  de  connoître  tout 
d’un  coup  de  combien  de  termes  doit  être  compofée 
la  racine  que  l’on  cherche  ; car  cette  racine  doit  avoir 
autant  de  termes  & un  de  plus  qu’il  y a de  parties 
qui  compofent  le  feconiterme  de  la  puiftance.  En 
effet  le  fécond  terme  (SK  puiftance  quelconque  eft 
toujours  celle  des  racines" qui  a ordonné  les  termes 
de  la  puiftance  , ou  un  degré  de  cette  racine  multi- 
plié par  la  fomtne  de  toutes  les  autres  racines.  Ce 
•fécond  terme  n’a  donc  qu’une  feule  partie  , lorfqu’il 
y a deux  racines  ; il  contient  deux  parties  , lorfqu’il 
y a trois  racines , & ainfi  de  fuite. 

De  l' extraction  des  Racines  complexes  numériques. 

Les  principes  &:  les  réglés  que  nous  venons  de 
donner  pour  l’extraélion  clés  racines  des  puiftances 
algébriques’,  s’appliquent  auffi  à l’extradion  des  ra- 
cines des  puiftances  numériques.  Avant  d'en  faire 
l’application  , il  eft  à propos  de  connoître  les  quar- 
rés  & les  cubes  des  dix  premiers  nombres  \ fçavoir  : 

Racines,  I , i,  # 3,  4,  6,  7,  8,  9,  10. 

Qaarrés,  i,  4,  9,  16,  if,  3 6,  4 9,  6 4,  81,  100. 

Cubes  , i,  8,  17,  64,  iif,  343,  jn,  7 19,  1000. 

On  peut  continuer  cette  table  tant  que  l’on  voudra. 

Proportion  I. 

1 66,  De  la  table  précédente  il  eft  aifé  de  déduire 
les  propriétés  fuivantes  : fçavoir  , * 

1°.  Un  nombre  quelconque  peut  avoir  à fou 
quarré  le  double  du  nombre  des  chiffres  de  la  raci- 
ne , comme  011  le  voit  dans  S 1 , quarré  de  9 j il 
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peut  en  avoir  moins  que  le  double  , ce  qui  arrive 
dans  G 2 j,  quarréde  25  : mais  il  ne  peut  jamais  avoir 
à Ton  quarré  plus  que  le  double  du  nombre  des  chif- 
fres de  la  racine  j car  lî  parmi  les  nombres  compofés 
de  deux  chiffres  , par  ex  : l’on  prend  le  plus  grand 
nombre  pollîble,  fçavoir  99  , fon  quarré  9801  necon* 
tiendra  que  le  double  précifément  du  nombre  des 
chiffres  de  la  racine. 

11°.  Un  nombre  quelconque  peut  avoir  à fon  cube 
le  triple  du  nombre  de  fes  chiffres,  comme  on  le  voit 
dans  7*9  , cube  de  9 j il  en  avoir  moins  que  le 
triple  , comme  il  arrive  dm  64  , cubé  de  4 : mais 
il  ne  peut  jamais  avoir  à fon  cube  plus  que  le  triple 
du  nombre  des  chiffres  de  la  racine  ; car  entre  les 
nombres  compofés  de  deux  chiffres  , par  ex  : prenant* 
le  plus  grand  nombre  poffible  , fçavoir  99 , fon  cube 
970199  ne  contiendra  précifément  que  le  triple  du 
nombre  des  chiffres  de  la  racine. 

111°.  On  doit  raifonner  de  la  même  maniéré  des 
autres  puiffances  ; c’eft-à-dire , qu’une  quantité  com- 
pofée  d’un  certain  nombre  de  chiffres  ne  pourra  ja- 
mais avoir  à fa  quatrième  puiffance  , plus  que  le  qua- 
druple j à fa  cinquième  puiffance  plus  que  le  quintu- 
ple du  nombre  de  fes  chiffres  \ fk  en  général  que  le 
nombre  des  chiffres  qui  compofent  une  puiffance 
quelconque  , ne  peut  jamais  être  plus  grand  que  le 
produit  de  l'exposant  de  la  puiffance  par  le  nombre 
des  chiffres  de  la  racine  : de  forte  qu’appellant  £ le 
nombre  des  chiffres  de  la  puiffance,  n celui  des  chif- 
fres de  la  racine  , & p l’expofant  de  la  puiffance  , on 
aura  quelquefois  \ <^np  • &c  \ =-np  > mais  jamais 
np. 

Corollaire. 

% 

167.  Donc  fi  l’on  partage  une  puiffance  donnée 
en  tranches  allant  de  droite  à gauche  , de  façon 
, que  chaque  tranche  contienne  autant  de  chiffres 
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qu’il  eft  marqué  par  l’expofant  de  la  puilfance  , fça- 
voir  , deux  chiffres  pour  la  fécondé  puillànce  , trois 
chiffres  pour  la  troiuéme  puillànce,  & ainiidu  relie, 
( excepte  la  première  tranche  à gauche  , qui  peut  en 
contenir  moins  5 fçavoir  , lorfque  ^ np)  la  racine 
aura  toujours  autant  de  caraéteres  ou  chiffres,  qu’il  y 
aura  de  tranches  dans  la  puilfance. 

On  pourra  donc  toujours  connoitre  de  combien 
de  caraéteres  ou  chiffres  doit  être  compofée  la  racine 
d’une  puilfance  numérique  quelconque  donnée. 

' Propofidon  1 1. 

168.  Le  quarré  d’un  nombre  renferme  les  mêmes 
parties  que  celui  d’une  quantité  algébrique  \ fçavoir  , 

1°.  Le  quarré  d’un  nombre  compofé  de  deux  chiffres 
contient  le  quarré  du  premier  chiffre  , plus  le  double 
produit  du  premier  chiffre  par  le  fécond,  & le  quarré 
du  fécond  \ par  ex  : dans  625  , quarré  de  25  , on 
trouve  400  , quarré  du  chiffre  2 , ou  plutôt  20  , ( car 
z effc  dans  le  rang  des  dixaines  ) ; 200  , double  pro- 
duit du  premier  terme  10  par  le  fécond  5 ; & 25  , 
quarré  du  fécond  chiffre  5.  En  effet,  on  a 400 -+-  200 
-4-2-5  = 625  ; & c’eft  ce  qui  eft  repréfenté  par  la  for- 
mule n1-!-  2 ab-\-  b* , quarré  du  binôme  a-\-b. 

11°.  Si  le  nombre  eft  compofé  de  trois  chiffres  , tel 
que  125  , on  peut  confidérer  les  deux  premiers  chif- 
fres ,*(  ou  , fi  l’on  veut , les  deux  derniers  chiffres  ) 
comme  ne  faifant  qu’un  feul  terme, & alors  le quarrc 
du  nombre  1 2 5 contiendra  le  quarré  du  premier  ter- 
me 1 2 , ( lequel  terme  1 2 étant  compofé  de  deux 
chiffres  , contiendra  lui-même  toutes  les  parties  dont 
‘nous  venons  de  parler  ci-delfus  ). plus  il  contiendra  le 
double  produit  du  premier  terme  1 2*  par  le  fécond  5 , 
& le  quarré  du  fécond  terme  5 5 c’eft  ce  qui  eft  en- 
core repréfenté  par  la  formule  a 1 zab-hb1. 

111°.  Ce  fera  la  même  chofe , fi  la  racine  eft  compo- 
fée de  4 , de  5 , de  6 , &c.  caraéteres  ou  chiffres. 
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IV°.  De  forte  qu’en  général  le  quarré  d’une  quart- 
tire  compofée  d’un  nombre  quelconque  de  chiffres , 
contiendra  toujours  le  quarré  du  premier  chiffre  , 
plus  le  double  produit  du  premier  chiffre  par  le  fé- 
cond, avec  le  quarré  du  fécond  : plus  le  double  pro- 
duit des  deux  premiers  chiffres  parle  troifiéme.,  avec 
le  quarré  du  troifiéme  : plus  le  double  produit  des 
trois  premiers  chiffres  par  le  quatrième,  avec  le  quarré 
du  quatrième  ; & ainfi  durefte. 

Propo/îcion  III. 

169.  Le  cube  d’un  nombre  quelconque  renferme 
routes  les  memes  parties  que  celui  d’une  quantité 
algébrique  ; fçavoir  , 

1°.  Le  cube  d’un  nombre  compofé  de  deux  chif- 
fres contient  le  cube  du  premier  chiffre  , plus  le  tri- 
ple produit  du  quarré  du  premier  chiffre  par  le  fe-‘ 
coud,  plus  le  triple  produit  du  premier  chiffre  par  le 
quarrc  du  fécond , tk  le  cube  du  fécond  chiffre  ; c’eft 
ce  qui  eft  repréfenté  par  la  formule  -+-  3a1  b -+- 
3 ub1  — f—  b L 

II0.  Si  le  nombre  eft  compofé  de  trois  chiffres,  tel 
que  4}  5 , on  peut  confidérer  les  deux  premiers  chif- 
fres , ( ou  , fi  l’on  veut , les  deux  derniers)  comme 
ne  faifant  qu’un  feul  terme;  en  conféquence  l’on 
doit  faire  ici  une  remarque  toute  femblable  à celle 
que  nous  avons  faite  pour  le  quarré. 

111°.  On  doit  dire  la  même  chofe  , fi  la  racine  eft 
compofée  de  4 , de  5 , de  6 , &c.  caraéteres  ou  chif- 
fres. 

1V°.  De  forte  qu’en  général  le  cube  d’une  quan- 
tité compofée  d’un  nombre  quelconque  de  chiffres' 
renfermera,  i°.*le  cube  du  premier  chiffre,  plus  le 
triple  produit  du  quarré  du  premier  chiffre  par  le 
fécond  , plus'le  triple  produit  du  premier  chiffre  par 
le  quarré  du  fécond  , avec  le  cube  de  ce  fécond 
chiffre.  20.  Il  contiendra  le  triple  produit  du  quarré 
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des  deux  premiers  chiffres  par  le  troifiéme  , plus  le 
triple  produit  des  deux  premiers  chiffres  par  le  q narre 
du  troifiéme  , avec  le  cube  de  ce  troifiéme  chiffre. 

3°.  Il  renferme  auili  le  triple  produit  du  quarté  des 
trois  premiers  chiffres  par  le  quatrième,  plus  le  tri- 
ple produit  des  trois  premiers  chiffres  par  le  quatre 
du  quatrième , avec  , &c. 

Proportion  I V.- 

170.  On  peut  déterminer  d’une  maniéré  toute 
femblable  les  parries  qui  compofent  la  quatrième  , la 
cinquième  , la  fixiéme  , en  un  mot  la  puiffance  quel- 
conque d’une  racine  compofée  de  deux  , de  trois  , de 
quatre,  ou  en  général  d’un  nombre  quelconque  de 
chiffres.  Mais  nous  nous  arrêtons  ici  principalement 
aux  fécondés  &c  troifiémes  puifTances. 

Corollaire  I. 

•»  > 

171.  Si  l’on  partage  en  tranches  un  quarré  dont  la 
racine  eft  compofée  de  plufTeurs  chiffres  3 la  première 
tranche  à gauche  renferme  le  quarré  du  premier  chif- 
fre: le  refte  de  la  première  tranche  , ( s’il  y en  a un  , 
après  en  avoir  ôté  le  quarré  du  premier  chiffre)  joint 
à la  fécondé  tranche  , renferme  le  double  produit  du 
premier  chiffré  par  le  fécond  , avec  le  quarré  du  fé- 
cond: le  refte  de  la  fécondé  tranche  , (s’il  y en  a un  , 
apres  avoir  fouftrait  des  deux'  premières  tranches  le 
quarré  des  deux  premiers  chiffres  ) joint  à la  troifié- 
me tranche , contient  le  double  produit  des  deux  pre- 
miers chiffres  par  le  troifiéme,  avec  le  quarré  du  troi- 
sième. 

Corollaire  1 1. 

172.  Pareillement,  fi  l’on  partage  en  tranches  un 
cube  dont  la  racine  contienne  plufieurs  chiffres  3 la 

\ première  tranche  à gauche  renfermera  le  cube  du 
premier  chiffre  : le  refte  de  la  première  tranche  , 

( s’il  y en  a un , après  en  avoir  ôté  le  cube  du  pre- 
mier chiffre  ) joint  à la  fecoude  tranche  , contien- 

Q 
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dra  le  triple  produit  du  quarré  du  premier  chiffre  par 
le  fécond,  plus  le  triple  produit  du  premier  chiffre 
par  le  quarré  du  fécond,  avec  le  cube  du  fécond  chif- 
fre: le  refte  de  la  fécondé  tranche,  (s’il  y en  a un  , 
après  avoir  fouftrait  des  deux  premières  tranches  le 
cube  des  deux  premiers  chiffres  ) joint  à la  troifiéme 
tranche , renfermera  le  triple  produit  du  quarré  des 
deux  premiers  chiffres  par  le  fécond,  plus,  &c. 

Remarque. 

17J.  Toutes  ces  parties  qui  compofent  une  puif- 
fance  , font  diftinguées  en  Algèbre  par  l’interpontion 
des  lignes  } mais  on  les  diftingue  dans  les 

nombres  par  le  rang  que  tiennent  les  chiffres  dans 
la  puifTance 3 par  ex  : dans  le  quarré  d’un  nombre 
compofé  de  trois  chiffres , & qui  aura  par  conféquent 
trois  tranches  , le  quarré  du  premier  chiffre  fera  dans 
la  première  tranche  à gauche  : le  double  produit  du 
premier  chiffre  par  le  fécond  fera  au  premier  rang 
de  la  fécondé  tranche , & le  quarré  du  fécond  chif- 
fre au  fécond  rang  de  la  même  tranche  : le  double 
produit  des  deux  premiers  chiffres  par  le  troifiéme 
fera  au  premier  rang  de  la  troifiéme  tranche , & le 
quarré  du  troifiéme  chiffre  au  fécond  rang  de  la 
même  tranche.  C’eft  ce  que  l’on  peut  voir  dans  le 
quarré  294849  du  nombre  543  , dans  lequel  vous  ' 
trouverez  tous  les  produits  ci-defTus  dénommés  , de 
façon  qu’ils  avancent  tous  les  uns  fur  les  autres  d’un 
rang  fur  la  droite  : 

Quarré  de  5 
Doub.  prod.  de  5 X 4. 

.Quarré  de  4 ....  . 

Doub.prod.de  54X3 
Quarré  de  5 ....  . 


2 5 • 

40 


I. 


-I.&II. 

16 . II. 

314.  J II.  & III. 
9C  III. 

294849  quarré  de  543 
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D’ALGEBRE. 

Corollaire  III. 

174.  Il  fuit  donc  qu’une  puiffance  quelconque 
compofée  de  plufieurs  tranches  étant  donnée  , on 
pourra  toujours  trouver  dans  la  fuite  de  ce?  tran- 
ches les  différentes  parties  qui  compofent  la  puiffance 
donnée. 

Réglés . 

175.  De  tout  ce  que  nous  avons  dit  on  peut  dé- 
duire les  réglés  fuivantes: 

1°.  Pour  trouver  le  premier  chiffre  de  la  racine 
d’une  puifïànce  donnée , il  n’y  a qu’à  extraire  im- 
médiatement de  la  première  tranche  la  raciue  pro- 
pofée. 

11°.  On  trouvera  le  fécond  chiffre  de  la  racine, 
en  divifant  le  refte  de  la  première  tranche , ( s’il  y 
en  a un , après  en  avoir  fouftrait  le  quarré  du  pre- 
mier  chiffre  déjà  trouvé  ) joint  au  premier  chiffre 
de  la  fécondé  tranche  , par  l’expofant  de  la  puif- 
fance , &:  puis  en  le  divifant  encore  par  le  chiffre 
déjà  trouvé  à la  racine,  mais  élevé  à un  degré  moin- 
dre d’une  unité  que  celui  de  la  puiHànce  } ou  tout 
d’un  coup  , par  le  produit  fait  de  l’expofant  de  la 
puiffance  propofée , par  la  puiffance  du  terme  déjà 
trouvé  , moindre  d’un  degré  que  la  puiffance  pro- 
pofée. 

IIP.  Pour  trouver  le  troifiéme  chiffre  de  la  raci- 
ne , on  doit  divifer  le  refte  des  deux  premières  tran- 
ches , ( s’il  y en  a un , après  en  avoir  fouftrait  le  quarré 
des  deux  chiffres  déjà  trouvés  ) joint  au  premier  chif- 
fre de  la  troifiéme  tranche , £c  par  l’expofant  de  la 
puiffance  , & par  les  deux  chiffres  déjà  trouvés  Si  éle- 
vés à une  puiftance  moindre  d’un  degré  que  la  puif- 
fance donnée. 

IV°.  On  trouvera  le  quatrième  , le  cinquième  , 
& tous  les  termes  fuivans  par  la  même  méthode. 

Remarque  I. 

. *7<Z-  Lorfqu’on  ne  peut  pas  fouftraire  des , tran- 

G 1 
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ches  fur  lefquelles  on  a opéré,  la  puifïânce  requife 
du  chiffre  ou  des  chiffres  trouvés  à la  racine , c’eft 
une  marque  que  le  dernier  chiffre  écrit  à la  racine 
eft  trop  grand  : en  ce  cas  il  faut  le  diminuer  d’une 
unité  , & le  diminuer  toujours  d’une  unité  , jufqu  a 
ce  que  cette  fouftraébion  devienne  poflible. 

Remarque  1 1. 

1 77.  Dans  l’extraétion  des  racines , fi  le  membre 

dedivifion  fur  lequel  on  opéré  ne  peut  pas  être  divifé 
par  le  divifeur-dont  on  fe  fert , il  faut  écrire  zéro  à la 
racine  , comme  on  l’écrit  au  quotient  dans  la  divi- 
fion  afin  de  faire  garder  aux  chiffres  le  rang  qu’ils 
doivent  avoir.  ; 

Problème  I. 

178.  Extraire  la  Racine  quarrée  d’un  Nombre  donné 
*14369. 

Solution.  Partagez  le  nombre  donné  en  tranches 
de  deux  chiffres  chacune  j.vous  aurez  trois  tranches  : 
il  y aura  donc  trois  chiffres  à la  racine. 

il'  43'  69^  a1 lab b1, 

16  j 4 63 


5'  4 

21  16 

2-7 

6 

2 1 4 3 

6 9 

• 000000 

1°.  Cherchez  le  plus  grand  quarré  contenu  dans  la 
première  tranche  21  , lequel  eft  16  donc  la  racine 
eft  4 ; écrivez  4 au  quotient , & . retranchez  le  quarré 
16  de  21  pour  avoir  le  refte  5.  » 

11°.  A côté  du  refte  5 abaiiïez  le  premier  chiffre 
4 de  la  tranche  fuivante.,  & vous  aurez  pour  mem- 
bre de  divifion  54  : divifez  54  par  l’expofant  2 de 
la  puifTànce  & par  la  première  puiflance  du  chiffre 
,4  dcjf  trouvé  à la  racine  3 ou.  plutôt , divifez  5 4 
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par  2 X 4 = 8 *,  & le  quotient  eft  G.  Or  pour  s’aflurer 
que  le  chiffre  6 trouvé  pour  la  racine  eft  bon , il  ne 
fuflfit  pas  de  l’éprouver  félon  la  méthode  propre  à 
la  divilion;  c’eft-à-dire , qu’il  ne  fuffit  pas  que  le 
produit  du  quotient  G par  le  divifeur  8 puille  être 
fouftrait  du  membre  ae  divifion  54;  mais  il  faut 
l’éprouver  fuivant  la  méthode  propre  à l’extraétiou 
des  racines,  cjui  confifte  à élever  au  quarré  les  deux 
chiffres  46  déjà  trouvés  pour  la  racine  , & à retran- 
cher leur  quarré  mé  des  deux  premières  tranches  3 la 
fouftraétion  eft  ici  poflîble : écrivez  donc  G à la  racine, 
& le  refte  17  fous  le  quarré  1116. 

111°.  A côté  du  refte  27  abaiffez  le  premier  chiffre 
6 de  la  troifiéme  tranche  , '&  divifez  27 6 par  l’expo- 
fant  2 de  la  puiffauce , & encore  par  la  première  puif- 
fance  du  nombre  4 G déjà  trouvé  à la  racine  ; ou  plu- 
tôt , divifez  par  2 X 46  = 9 1 , en  difant , en  27  com- 
bien de  fois  9 ? trois  fois  : écrivez  3 au  quotient  3 en- 
fuite  élevez  le  nombre  trouvé  463  au  quarré  pour 
Je  fouftraire  des  trois  tranches  ; après  la  fouftraétion 
il  ne  refte  rien  : ce  qui  dénote  que  le  chiffre  3 eft 
bon , & que  la  racine  trouvée  eft  la  véritable. 

Remarque. 

179.  La  folution  précédente  eft  une  application  de 
la  méthode  générale  que  nous  avons  donnée  ci-defTus. 
On  peut  la  fîmplifier  pour  l’extraétion  des  racines 
quarrées  de  cette  maniéré  : 

il'  43'  60  a1  -|-  mb  -f-i1 

*6  J 46} 

. < 4? 

86  ï 

î'  il' 

17'  69 

9 13 

17  69  ; 

0O3Q 

G j 
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Après  avoir  trouvé  4 à la  racine  &c  fouftrait  le  quarré 

1 6 de  la  première  tranche , ce  qui  donne  le  refte  5 : 

1°.  A côté  du  refte  5 abaifTez  la  fécondé  tranche 
toute  entière , & vous  aurez  pour  membre  de  divi- 
fion  543,  qu’il  faut  divifer  par  2X4=8,  comme 
nous  venons  de  le  dire  ; écrivez  le  divifeur  8 fous  le 
premier  chiffre  de  la  tranche  abaifTée , & dites  : en 
j 4 combien  de  fois  8 ? fix  fois  ; écrivez  6 à la  racine , 

& à côté  du  divifeur  8 ; puis  multipliez  8 6 par  6 , & 
vous  aurez  5 16  ; ( ce  produit  516  renferme,  comme 
il  eft  aifé  de  le  voir , le  double  produit  du  premier 
chiffre  4 par  le  fécond  6 , plus  le  quarré  de  6 plus 
avancé  d’un  rang  vers  la  droite  ; c’eft-à-dire , que 
86x6  = 480-1-36=516)  retranchez  ce  produit 
du  membre  de  divilion,  & il  reftera  27. 

11°.  A côté  du  refte  27  abaiffez  la  troifîéme  tran- 
che, & prenez  pour  divifeur  2 x 46  = 9 2 , c’eft-à- 
dire  , le  double  du  nombre  4 6 déjà  trouvé  à la  racine  j 
écrivez  le  divifeur  92  fous  le  membre  à divifer,  de 
façon  que  le  dernier  chiffre  2 du  divifeur  réponde  au 
premier  chiffre  6 de  la  tranche  abaiffée , & dites  : en 
27  combien  de  fois  9 ? trois  fois  ; écrivez  3 au  quo- 
tient , & à côté  du  divifeur,  &c  faites  le  refte  comme 
ci-defTus. 

Pour  l’extra&ion  des  autres  racines  , la  méthode 
générale  que  nous  avons  donnée  eft  plus  fïmple  & 
plus  intelligible  que  les  autres  méthodes  dont  on 
pourroit  fe  fervir. 

Problème  II. 

180.  Extraire  la  Racine  cubique  d’un  nombre  donné 
47437928. 

Solution.  Je  partage  le  nombre  donné  en  tranche  ; 
qui  contiennent  chacune  trois  chiffres  ( excepté  la  pre- 
mière à gauche , qui  peut  en  contenir  moins  ) il  y a t 

trois  tranches,  il  y aura  donc  trois  chiffres  à la  t. 

racine. 
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47'  457"  918^  <z? 

27  * i 361 

—w 

1 1.0  4 

46'  656 

781  > 9 

# 47437918 

00000000 

1°.  Je  cherche  le  plus  grand  cube  contenu  dans 
47 , c'eft  27 , dont  la  racine  cubique  eft  3 ; je  le-  , 
cris  au  quotient,  & je  fouftrais  17  de  47  3 refte  20, 
à côté  duquel  j’abaifTe  le  premier  chiffre  de  la  fécon- 
dé tranche  ; ce  qui  me  donne  le  nouveau  membre 
de  divifion  104. 

11°.  Je  divife  ce  membre  & par  l’expofant  3 de 
la  puiflance , & par  la  fécondé  puifïance  9 «de  la 
racine  3 déjà  trouvée , ( laquelle  puiffance  eft  moin- 
dre d’un  degré  que  la  propofée  ) ou  , ce  qui  revient 
au  même,  je  divife  par  3 X9  = 17  > difanten  104 
combien  de  fois  17 , ou'en  20  combien  de  fois  2 ? 
il  y eft  9 fois  : mais  le  9 ri’eft  pas  bon  fuivant  la  divi- 
fion 3 carie  produit  27  X9  ===  143  ne  peut  pas  être 
fouftrait  du  dividende  204.  Le  8 n’eft  pas  bon  pour  la 
même  raifon.  Le  7 eft  bon  fuivant  la  divifion  3 car  le 
produit  27  X 7 = 189  peut  être  fouftrait  du  dividen- 
de 204  3 piais  il  n’eft  pas  bon  félon  l’extraéfion  des 
racines:  car  le  cube  des  deux  chiffres  37  qui  fe  trou- 
veroient  à la  racine  ne  pourroir  pas  être  fouftrait  des 
deux  premières  tranches.  Mais  je  trouve  que  le  6 eft 
bon 3 je  l’écris  donc  à la  racine,  & j’éleve  au  cube  le 
■quotient  3 6 déjà  trouvé  , & je  fouftrais  ce  cube  ( qui 
.eft  46656  ) des  deux  premières  tranches  3 le  refte  eft 
781  , à côté  duquel  j’afyailfe  le  premier  chiffre  9 de  la 
troifîéme  tranche  3 ce  qui  me  donne  78 1 9 pour  mem- 
bre de  divifion. 

111°.  Je  divife  ce  nouveau  membre  & par  l’ex- 

G 4 ' 


1 


Digilized  by  GoogI 


io4  É L E M E N S 

pofant  3 de  la  troifiéme  puifTance  donnée  , & par  la 
fécondé  puiflance  1296  des  deux  chiffres  3 6 déjà 
trouvés  à la  racine  ; ou  plutôt , par  le  triple  du 
quarré  de  36  , ou  par  3X11 96  = 3888,  difant  en 
7819  combien  de  fois  3888  , ou  en  7 combien  de 
fois  3 ? deux  fois.  J’écris  à la  racine  le  chiffre  2 , 
lequel  eft  bon,  & félon  la  divifionj  car  le  produit 
a X 3888  peut  être  fouffrait  du  dividende:  8c  félon 
l’extraétion  des  racines  3 car  élevant  au  cube  tout  le 
quotient  trouvé  pour  la  racine  , 8c  retranchant  ce 
cube  de  la  puiflance  donnée  , il  ne  refte  rien  : ce 
qui  dénote  que  la  racine  trouvée  eft  jufte  , & que 
l’opération  eft  finie. 

La  déinonftrarion  de  toutes  ces  réglés  eft  aifée  à 
appercevoir  , après  ce  que  nous  avons  dit  ci-defTus 
de  l’extraftion  des  racines , laquelle  eft  une  décom- 
pofitlon  des  puilfances  , 8c  dont  les  réglés  fe  dédui- 
fent  de  la  nature  & de  la  compofition  même  des  puif- 
fances. 


gm—  - - 

SECTION  IL 

Vu  Calcul  des  Rapports  des  Quantités , ou  de 
l'Analogie  & des  Proportions. 

1°. "TX  ans  la  fouftraétion  , fi  l’on  compare  la  quan- 
tiré  dont  on  veut  fouftraire , avec  celle  que 
l’on  veut  fouftraire , la  maniéré  d’être  d’une  de  ces 
quantités  par  rapport  à l’autre,  s’appelle  Raifon  ou 
Rapport , 8c  ce  rapport  eft  exprimé  par  la  Diffé- 
rence. Pareillement  dans  la  divifion,  fi  l’on  compare 
le  dividende  avec  le  divifeur , ces  deux  quantités  ont 
aufTi  une  maniéré  d’être  , ou  un  rapport , qui  eft 
exprime  par  le  quotient. 


Digitized  by  Googl 


D’  A L G E B R E.  105 

TI®.On  appelle  donc  rapport  on  raifort,  la  maniéré 
d’être  d’une  grandeur  par  rapport  à une  autre  gran- 
deur , laquelle  fe  connoît  ou  par  la  différence , ou 
par  le  quotient  que  l’on  trouve  en  comparant  les  deux 
grandeurs. 

Iil°.  Les  rapports  des  grandeurs  ou  quantités 
peuvent  être  fournis  au  calcul , auflî  bien  que  les 
grandeurs  elles-mêmes  j parce  que  ces  rapports  étant 
fufceptibles  de  plus  Ôc  de  moins  , peuvent  admet- 
tre les  mêmes  combinaifons  que  les  quantités  elles- 
mêmes. 

1V°.  Les  rapports  font  ou  de  termes  connus  avec 
des  termes  connus , ou  de  termes  connus  avec  des 
termes  inconnus  : dans  le  premier  cas , le  calcul  con- 
fifte  dans  la  comparaifon  des  quantités  connues  , & 
s’appelle  Calcul  des  Rapports  , ou  Analogie  : dans  le 
fécond  cas  il  confifte  à découvrir  des  quantités  incon- 
nues par  le  moyen  de  celles  qui  font  connues , & on 
l’appelle  Calcul  analytique  , ou  Analyfe.  Nous  allons 
parler  de  l’un  & de  l’autre.  . •: 


CHAPITRE  I. 


De  l’Analogie , & des  Proportions. 


SI  l’on  compare  enfemble  deux  quantités  pour 
connoître  combien  de  fois  l’une  eft  contenue 
dans  l’autre , ou  dé  combien  l’une  furpaffe  l’autre  , 
ou  aura  un  rapport , ou  une  raifon  : fi  deux  raifons 
font  égales , cette  égalité  s’appelle  Analogie  ou  Pro- 
portion : fi  on  a une  fuite  de  raifons  égales , cette 
fuite  s’appelle  ProgreJJlon  : fi  la  progrellion  eft  con- 
tinuée à l’infinie  , elle  s’appelle  Suite  , Sérié , ou  Pro- 
gression infinie . Nous  allons  parler,  x°.  des  raifons  ; 
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2°.  des  proportions  ; 30.  des  progreffions  j 4*.  des 

fériés  ou  progreffions  infinies. 

» 

ARTICLE  L 

Des  Raiforts. 

Une  raifon  eft  , comme  nous  l’avons  déjà  dit,  la 
maniéré  d’être  de  deux  grandeurs  ou  quantités  que 
l’on  compare  entr’elles  , pour  en  connoître , foit  la 
différence , foit  le  quotient.  Toutes  les  quantités 
homogènes  ont  entr’elles  un  rapport , ou  une  rai- 
fon , parce  qu’elles  ont  toujours  ou  une  différence  , 
ou  un  quotient  ; 6 8c  8 ont  une  différence  qui  eft  2 ; 
1 2 & 4 ont  un  quotient  qui  eft  3 : cette  différence  ou 
ce  quotient  s’appelle  Valeur  ou  Expofant  de  la  rai- 
fon. Il  eft  à remarquer , 

1°.  Que  toute  raifon  eft  compofée  de  deux  termes  : 
car  il  ne  peut  y avoir  de  comparaifon  qu’entre  deux 
termes  ; le  premier  s’appelle  Antécédent  > le  fécond 
s’appellent  Conféquent. 

11°.  Que  toute  raifon  eft  ou  Arithmétique  ou  Géo- 
métrique. La  raifon  arithmétique  eft  celle  où  l’on 
cherche  la  différence  , ou  l’excès  dont  l’antécédent 
furpafïe  le  conféquent , 8c  on  l’exprime  ainfi  ; 5.  2 , 
7.  3 , a.  b , c.f.  8c c.  La  raifon  géométrique  eft  celle 
où  l’on  çherche  combien  de  fois  , ou  comment  le 
conféquent  eft  contenu  dans  l’antécédent , 8c  on  l’ex- 
prime ainfi  j 2 : 3 , 3:4,  5:9,  a : h y 8c  c.  ou  bien 

de  cette  maniéré  , — , —,  —,  &c.  La  valeur 

i + 9 ? 

de  la  raifon  arithmétique  eft  la  différence  du  confé- 
quent fouftrait  de  l’antécédent  \ 8c  la  valeur  de  la 
raifon  géométrique  eft  le  quotient  de  l’antécédent 
divifé  par  le  conféquent.  Nous  parlerons  ici  fur-tout 
des  raiions  géométriques. 

111°.  Que  deux  raifons  qui  ont  une  même  valeur  , 
font  toujours  égales  , par  ex  : les  raifons  géométri- 
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«[ues  S : 4 &c  6 : 3 font  égales  , car  8 : 4 , ou  \ = 2 j 
pareillement  6 : 3 , ou  \ = 1. 

IV°.  Que  les  raifons  prennent  différais  noms , 
fuivant  le  rapport  de  l’antécédent  au  conféquent.  La 
raifon  z : 1 , s’appelle  raifon  double  ; celle  de  3 : 1 , 
s’appelle  raifon  triple  ; celle  de  4 : 1 , raifon  quadru- 
pley ôcc.  Celle  de  1 : 2 , s’appelle  raifon  fous-double  ; 
celle  de  1 13,  raifon  fous-triple  3 Sec.  Celle  de  3 : 2 , 
raifon  fefqui  - altéré . En  un  mot  les  Géomètres  ont 
donné  des  noms  à chaque  efpéce  de  raifons  pour  les 
diftinguer.  De  plus  la  raifon  géométrique  s’appelle 
raifon  d 'Egalité  3 lorfque  l’ancécédent  &c  le  confé- 
quent font  égaux  ; par  ex  : 2 : 2 , 3 : 3 , a : a 3 b : b , 
Sec.  Elle  s’appelle  raifon  d'inégalité  3 lorfque  l’anté- 
cédent & le  conféquent  font  inégaux  j par  ex  : 3 : 4 , 
« : b 3 Sec. 

Propojition  J. 


1 8 1 . Toute  raifon  géométrique  ejl  3 ou  fmple  3 ou. 
eompofée. 

Démonstration.  On  appelle  raifon  fmple  le  rap- 
port qui  fe  trouve  entre  deux  quantités  Amplement  : 
on  appelle  raifon  eompofée  le  produit  de  deux  raifons 
Amples  multipliées  l’une  par  l’autre  , antécédent  par 
antécédent,  Se  conféquent  par  conféquent  ; par  ex  : la 
raifon  j eft  Ample  ; mais  A j’ai  par  ex  : les  deux  raifons 
Amples  j j | & A je  les  multiplie  l’une  par  l’autré',  an- 
técédent par  antécédent , conféquent  par  conféquent , 
pour  avoir  ^ X j = ^ = la  raifon  ~ eft  dite 
erre  eompofée  des  deux  raifons  Amples  ^,7:  pareil- 
lement la  raifon  — y eft  eompofée  de  trois  raifons 
C'f 

b d 


Amples  - , - , 
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Propojition  1 I. 

181.  Toute  Raifon  fimple  ejl  3 ou  directe,  ou  réci- 
proque. 

Démonstration. La  raifon  géométrique  s’appelle 
directe  3 lorfque  deux  quantités  telles  que  a 5c  b font 
enrr’elles  comme  deux  autres  quantités  , par  ex  : 6 
& 3 , prifes  dans  le  même  ordre  , c’eft-à-dire , lors- 
que a eft  double  de  b 3 de  même  que  6 eft  double  de 
3 . Au  contraire  la  raifon  eft  dite  être  réciproque  , ou 
indirecte  3 ou  renverfée  , lorfque  les  deux  quantités  a. 
5c  b font  entr’elles  comme  deux  autres  6 5c  3 y mais 
prifes  dans  un  ordre  renverfé  ; c’eft-à-dire , lorfque 
a 5c  b font  entr'eux,  non  comme  6 &c  3 ; mais  comme 
3 5c  6 , ou  que  a n’eft  que  la  moitié  de  b 3 de  même 
que  3 n’eft  que  la  moitié  de  6. 

Propojition  III. 

183.  Toute  raifon  compofée  de  raifons  Amples  & 
inégales,  s’appelle  Amplement  raifon  compofée 3 on 
raison  multiple  ; telle  eft  la  raifon  ^ , laquelle  eft 
compofée  de  deux  raifons  , inégales  entr’elles  r 
mais  une  raifon  compofée  de  raifons  égales  s’appelle 
autrement;  fçavoir,  une  raifon  compofée  de  deux 
raifons  égales  s’appelle  doublée  ; par  ex  : la  raifon 
7 eft  doublée  des  raifons  7,7;  une  raifon  compofée 
de  trois  raifons  égales  s’appelle  triplée  j par  ex  : la 
raifon  eft  triplée  des  raifons  7,7,7;  une  raifon 
compofée  de  quatre  raifons  égales  s’appelle  quadru- 
plée  1 5c  ainfi  du  refte. 

Propcfition  I V. 

184.  Toute  P.aifon  compofée  ejl , ou  directement , 
ou  indirectement  compofée. 

Démonstration.  En  effet  , 

1°.  Si  je  multiplie  les  deux  raifons  7,7,  l’une  par 
l’autre  , antécédent  par  antécédent  ; conléquent  par 
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eonféquent , pour  avoir  la  raifon  compofée  ~ ; cette 
raifon  s’appelle  raifon  directement  compofée  des 
deux  raifons  amples  ou  compofantes  y,  y. 

11°.  Mais  11  je  multiplie  les  deux  raifons  y , y,  l’une 
pat  l’autre  ; multipliant , non  l’antécédent  par  l’an- 
técédent , 8c  le  eonféquent  par  le  conféquçnt , mais 
l’antécédent  de  l’une  par  le  eonféquent  de  l’autre  , 
8c  le  eonféquent  de  l’une  par  l’antécédent  de  l’autre; 
la  raifon  qui  en  réfultera  fera  ÿy  , &c  s’appelle  raifon 
réciproquement  compofée  des  deux  raifons  compofan- 

Propofition  V. 

1,8  5 . Si  les  raifiSns  fimples  ou  compofantes  font  éga- 
les enté elles  3 la  Raifon  qui  en  fera  réciproquement  com- 
pofée j fera  une  Raifon  d’égalité. 

Démonstration.  Soient  les  deux  raifons  égales 
y , y ; la  raifon  qui  en  fera  réciproquement  compo- 
fée , fera  la  raifon  yy , qui  eft  une  raifon  d’égalité: 
ce  qui  arrive  à caufede  la  compenfation  qui  fe  trouve 
entre  les  multiplicateurs  & les  multiplicandes  dans 
le  cas  des  raifons  égales  , compenfation  d’où  réfui— 
tent  des  produits  égaux. 

Cette  propofition  fera  énoncée  dans  la  fuite  fous 
d’autres  exprefîions  , lorfque  nous  dirons  que  dans 
toute  proportion  géométrique  le  produit  des  extrêmes 
*efi  égal  au  produit  des  moyens. 

Corollaire  I. 

186.  Toute  fraétion  eft,  8c  doit  être  regardée 
comme  une  raifon  géométrique  : en  effet , la  frac- 
tion la  raifon  la  divifion  ne  font  rien  autre  chofe 
que  trois  points  de  vue  différents  qui  appartiennent 
à une  même  chofe.  La  fraction  eft  le  rapport  d’une 
partie  à £>n  tout: -la  raifon  eft  le  rapport  d’un  tout 
à un  autre  tout  : La  divifion  eft  l’opération  dont  on 
fe  fert  pour  eonnoître  le  rapport , ou  pour  connaître 
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la  valeur  foit  de  la  raifon  , foit  de  la  fraétion.  C’eftr 

pourquoi. 

1°.  Comme  une  fraction  eft  d’autant  plus  grande 
que  fon  numérateur  eft  plus  grand , le  dénomina- 
teur reftant  le  même  ; ou  que  fon  dénominateur  eft 
plus  petit,  le  numérateur  reftant  le  même  } de  même 
la  raifon  eft  d’autant  plus  grande  que  fon  antécédent 
eft  plus  grand  , le  conféquent  reftant  le  même  ; ôu 
que  fon  confcquent  eft  plus  petit,  l’antécédent  reftant 
le  même. 

11°.  Et  c’eft  pour  cette  raifon  que  l’on  dit  que  les 
valeurs  des  raifons  géométriques  font  entr’eux  en 
raifon  directe  des  antécédents  & eç  raifon  réciproque 
des  conféquents  j & pareillement  que  les  valeurs  des 
fractions  font  en  raifon  directe  des  numérateurs , &c 
en  raifon  réciproque  des  dénominateurs. 

Corollaire  1 1. 

187.  Tous  les  nombres  pris  deux  à deux  ont  en- 
tr’eux une  raifon  géométrique  } parce  que  l’un  eft 
toujours  contenu  un  certain  nombre  de  fois  dans 
l’autre  : ce  combien  de  fois  eft  exprimé  par  un  troi- 
lîéme  nombre  que  l’on  appelle  partie  aliquote  3 mefure 
commune  3 quotient  3 fous-multiple.  Tous  les  nombres 

{iris  deux  à deux  ont  donc  une  partie  aliquote  qui 
eur  fert  de  mefure  commune  } îçavoir  , l’unité  au 
moins , & alors  on  les  appelle  quantités  commenfura - 
blés  j ou  rationelles. 

C’eft  pourquoi  deux  quantités  commenfurables 
font  toujours  entr’elles  comme  nombre  à nombre  ; 
par  ex  : comme  1 : $ , 'ou  comme  4 : 5 , ou , &c.  par- 
ce que  leur  rapport  peut  toujours  être  exprimé  par 
deux  nombres.  ♦ 

Mais  il  y a des  quantités  qui  n’ont  point  de  par- 
tie aliquote  , aucune  mefure  commune  :*alors  ces 
quantités  s’appellent  incommcnfurables  , ou  irratio- 
aelles  j parce  que  l’on  ne  peut  connoître  le  rapport 
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de  deux  quantités  , qu'autant  qu’elles  peuvent  être 
exprimées  ou  repréfentées  par  des  nombres. 

ARTICLE  IL 

i 

Des  Proportions. 

La  proportion  eft  l’égalité  de  deux  raifons  : une 
raifon  renferme  deux  termes  , fçavoir  , l’antécédent 
& le  conféquent  j d’où  il  fuit  que  la  proportion  ren- 
ferme quatre  termes  , fçavoir , deux  antécédens  & 
deux  conféquens.  Le  premier  & le  dernier  terme 
s’appellent  Extrêmes  j les  deux  termes  intermédiaires 
s’appellent  Moyens.  La  proportion  eft  , ou  arithméti- 
que ou  géométrique  : la  proportion  arithmétique  eft 
l’égalité  de  deux  raifons  arithmétiques  ; la  propor- 
tion géométrique  eft  l’égalité  de  deux  raifons  géo- 
métriques. 

L E M M E I. 

i 88.  Dans  tout  Rapport  arithmétique  3 le  Conféquent 
tjl  égal  a V Antécédent  augmenté  ou  diminué  de  la  diffé- 
rence qui  fe  trouve  entre  les  deux  termes  : augmenté  3 fi 
l' Antécédent  efi  plus  petit  que  le  Conféquent  : diminué  , 
s’il  eft  plus  grand  que  le  Conféquent. 

Démonstration.  Dans  le  • rapport  arithmétique 
8.  i , dont  la  différence  eft  6 , il  eft  évident  que  le 
conféquent  i eft  égal  à l’antécédent  8 diminué  de  la 
différence  6 , ou  que  l’on  a z = 8 — 6 : de  même 
dans  le  rapport  arithmétique  i • 8 , dont  la  différence 
-eft  encore  6 • , on  aura  le  conféquent  8 = 2 -J-  6. 
Pareillement  fi  les  deux  termes  a&c  b ont  pour  diffé- 
rence d ; dans  le  rapport  a • b on  aura  b=  a -V  d 3 
ou  b=a — d y félon  <jue  a fera  plus  petit , ou  plus 
grand  que  b. 

Corollaire. 

189.  Donc  en  fuppofant  que  l’antécédent  foit  re- 
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préfenté  par  a 3 8c  la  différence  par  d 3 le  confcquent 
fera  a^d.  D’où  il  fuit  que  toute  raifon  arithméti- 
que pourra  être  repréfentée  par  cette  expreilion , ou 
formule  générale , a , a ± d. 

L E M M E II. 

190.  Dans  toute  Proportion  arithmétique  3 il  régné 
une  meme  différence  entre  1‘  Antécédent  6*  le  Conféquent 
dans  chacune  des  deux  raifons. 

Démonstration.  Dans  une  proportion  arithmé- 
tique les  deux  raifons  font  égales , & ont  une  même 
valeur  : or  la  valeur  d’une  .raifon  arithmétique  con- 
lille  dans  la  différence  des  deux  termes;  donc  il  régné 
une  même  différence  dans  les  deux  raifons  ; 8c  par 
conféquent  fi  la  différence  de  la  première  raifon  eft 
exprimée  par  d , celle  de  la  fécondé  fera  aufîi  expri- 
mée par  d. 

Corollaire. 

1 9 1 . Donc  en  fuppofant  que  a repréfente  le  pre- 
mier antécédent , c le  fécond  , 8c  d la  différence  qui 
régné  dans  chacune  des  deux  raifons  ; la  proportion 
arithmétique  pourra  fe  repréfenter  par  cette  expref- 
fion  , ou  formule  générale , a • a ± d V c.  c±d. 

Théorème  I. 

191.  Dans  une  Proportion  arithmétique  la  Somme 
des  Extrêmes  eft  égale  à la  Somme  des  Moyens. 

Démonstration.  Soit  la  proportion  arithméti- 
que a • b V c • /;  par  le  corollaire  précédent  cette 
proportion  peut  fe  repréfenter  par  cette  expreflion  gé- 
nérale a • az^ld'l  c • ci  d ; or  la  fomme  des  extrê- 
me^ /;4-c+<f=c  + a+(/.  fomme  des  moyens 

comme  il  eft  évident. 

% • 

Corollaire  1. 

195.  Dans  une  proportion  arithmétique  continue  ; 

c’eft-à-dire , 
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c’eft-à-dire  , dans  laquelle  un  même  ferme  eft  tout  à 
la  fois  conféquent  de  la  première  , Sc  antécédent  de  la 
fécondé  raifon  , comme  dans  la  proportion  3 • 1 *.* 
1 • 1 , ( laquelle  s’exprime  d’une  maniéré  abrégée 
par  -7-  3 • i • 1 , ) la  lômme  des  extrêmes  eft  double 
du  moyen  terme;  car  3 -H  1 — i + i. 

Corollaire  1 1. 

194.  Dans  une  proportion  arithmétique,  fi  l’uft 

des  quatre  termes;  par  ex  : le  derniet , eft  inconnu , 
il  fera  aifé  de  le  trouver  : ainfi  dans  la  proportion  8 • 
6 V 4 * x , le  dernier  terme  inconnu  x eft  1 : car 
( 1 9 2 ) 8 -+•  .v  — — h-  4 j donc  fi  de  la  fômme  6 4 

“io,on  retranche  le  terme  8 , le  refte  2 fera  la  va- 
leur du  terme  inconnu  x. 

L E M m e III. 

â ' ! , 

195.  Dans  une  Raifon  géométrique  , le  Conféquent 
ef  toujours  égal  à V Antécédent  divifé  par  le  Quotient 
de  la  Raifon. 

Démonstration.  Dans  la  raifon  géométrique 
• 1 1 : 4 , ou  ~ , dont  le  quotient  eft  3 , on  aura  le 
conféquent  4 = -7  ; pareillement  dans  la  raifon 
4 • 1 1 > ou  TT  > dont  le  quotient  eft  7 , on  aura  le 
conféquent  11  égal  à 4 divifé  par  7, .ou  11=57=3 

^=4  x 3 = 1 1.  La  raifon  eft  qu’une  raifon  géo- 
métrique eft  une  divifion  : or  dans  une  divifion  le 
divifeur  eft  toujours  égal  au  dividende  divifé  par  le 
quotient.  / 

Corollaire . 

196.  Donc  fi  on  fuppofe  que  l’antécédent  de  la 
raifon  géométrique  foit  a ; 8c  que  le  quotient  foie 

— , le  conféquent  fera  ap  j 8c  toute  raifon  géométri- 
que pourra  être  repréfentée  par  cette  expreflîon  ,-©u 
formule  générale  , a : ap. 

H 
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Lemme  IV.  * 

197.  Dans  toute  Proportion  géométrique  , il  régné 
un  même  Quotient  dans  la  première  & dans  la  fécondé 

Démonstration.  Les  deux  raifons  d’où  refaite 
la  proportion  géométrique  , font  égales  ; donc  elles 
ont  une  même  valeur  : or  cette  valeur  confifte  dans 
le  quotient  ; donc  elles  ont  un  même  quotient  ; de 
par  conféquent  fi  le  quotient  de  la  première  raifon 

s’exprime  par  1 , le  quotient  de  la  fécondé  rai- 
fon doit  auflî  s’exprimer  pary . 

Corollaire. 

198.  Donc  en  fuppofant  que  a irepréfente  l’anté- 
cédent de  la  première  raifon  , c l’afttécédent  de  la 

fécondé  , & — le  quotient  des  deux  raifons  ; toute 

proportion  géométrique  pourra  etre  reprefentee  par 
cette  expreflion,  ou  formule  genorale,u  . ap  ..  c.  cp.  4 

Théorème  II. 

199.  Dans  toute  Proportion  géométrique  le  Produit 
des  Extrêmes  ejl  égal  au  Produit  des  Moyens. , 

Démonstration.  Soit  la  proportion  géométri- 
que a : b ::  c : / ; cette  proportion  peut  être  repré- 
fentée  , comme  nous  venons  de  le  dire , par  cette 
expreflion,  a ap  c : cp  ; or  dans  cette  propor- 
tion le  produit  des  extrêmes  aep  = cap  produit  des 
moyens» 

Théorème  III. 

200.  Réciproquement , lorfquon  a quatre  Termes  , 
tels  que  le  produit  des  Extrêmes  foit  égal  au  produit  des 
Moyens  j les. quatre  Termes  font  en  proportion  géomi- 
' trique. 
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Démonstration.  Soient  les  quatre  termes  d,  c, 
cp  j cp  j tels  que  le  produit  des  extrêmes  acp  = cap 
produit  des  moyens  ; il  en  réfultera  la  proportion  a : 
ap  c : cp,  qui  eft  jufte;  caries  deux  railons  ont  un 

même  quotient  — $ donc,  &c. 

Corollaire  I. 

201.  Toutes  les  fois  que  l’on  a deux  produits  égaux, 
ôn  en  peut  toujours  conclure  une  proportion  , en 
prenant  pour  extrêmes  de  la  proportion  les  deux 
racines  d’un  des  produits , (k  pour  moyens  les  deux 
racines  de  l’autre  produit  ; par  ex  : d<j  ce  que  l’on  a 
aep—  cap  j on  en  peut  conclure  a \ ap  \\  c \ cp  y 
comme  il  eft  évident.  Cette  égalité  entre  le  produit 
des  extrêmes , & celui  des  moyens  s’appelle  Equa- 
tion. Il  eft  donc  toujours  poftible  de  déduire  une  équa- 
tion d’une  proportion  donnée  , & réciproquement 
de  conclure  une  proportion  d’une  équation  donnée. 

Corollaire  1 I. 

ioi.  Dans  toute  proportion  géométrique  conti- 
nue ; par  ex  : a \ b \\  b c , (laquelle  s’exprime  d’une 
maniéré  abrégée  par  — a b \ c 3 ) le  produit  des 
extrêmes  eft  égal  au  quarré  du  moyen  terme  j ce  qui 
eft  évident. 

Ce  terme  moyen  entre  les  deux  extrêmes  s’appelle 
Moyen  proportionnel.  Or  , fi  l’on  a un  produit  ab 
compofé  de  deux  racines  a &c  b,  8t  qu’on  prenne  un 
moyen  proportionnel  a:  entre  a Ôc  b , le  quarré  du 
moyen  terme  fera  égal  au  produit  des  .racines  j car 
par  l’hypothcfe  a : x b ; donc  xx  — ab. 

Corollaire  III. 

203.  Dans  une  proportion  géométrique  , on  peut 
changer  l’ordre  & l’arrangement  des  termes  qui  la 
compofent  j pourvu  que  le  changement  foit  tel , que 
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le  produit  des  extrêmes  refte  toujours  égal  au  produit 
des  moyens.  On  a donné  à ces  changemens  différens 
noms  que  voici  : foit  la  proportion 
a\b\lc : d. 

I°.Le  premier  changement  que  l’on  peut  faire  dans 
cette  proportion , s’appelle  alternando  3 & confifte  à 
mettre  les  moyens  à la  place  l’un  de  l’autre  , 
a:  c ::  b : d. 

II®.  Le  fécond  changement  s’appelle  invertendo  3 de 
confifte  à mettre  les  moyens  à la  plate  des  extrêmes 
b \ a \\  d:  c. 

Dans  ce  changement  on  peut  introduire  encore 
le  changement  alternando  3 ce  qui  donnera  une  autre 
combinaifon. 

111°.  Le  troifiéme  changement  s’appelle permutando , 
de  confifte  à mettre  les  extrêmes  à la  place  l’un  de 
l’autre,  d l b H c l a. 

Dans  ce  changement  on  peut  encore  introduire  les 
changemens  alternando  de  invertendo  ; ce  qui  donnera 
d’autres  combinaifons. 

1V°  Le  quatrième  changement  fe  fait  , foit  en 
ajoutant  les  conféquens  aux  antécédens  , ou  les  anté- 
cédens  aux  conféquens  j ce  qui  s’appelle  addendo  ou 
componendo. 

a-\-b  lb  II  c-\r  .d  l d 
/-  a 1 a — f-  b il  c I c— H d 

Soit  en  retranchant  les  antécédens  des  conféquens,  ou 
les  conféquens  des  antécédens  ; ce  qui  s’appelle  fub - 
Jlrahendo  ou  dividendo. 

a — b : b ::  c — d:  d 
al  b — a II  cl  -d — c. 

Corollaire  I V. 

104.  Si  deux  quantités  font  multipliées  , ou  divi- 
fées  par  une  même  troifiéme  quantité  , les  produits 
ou  les  quoriens  auront  entr’euxla  même  raifon  qu’a- 
▼oient  les  racines  ou  les  dividendes. 
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Démonstration.  Si  l’on  multiplie  les  racines  a , 
h j par  une  même  troifiéme  quantité  m ; les  produits 
am  j bm  j feront  dans  le  même  rapport  que  les  raci- 
nes a j b j c’eft-à-dire , qu’on  aura  la  proportion  am  : 
bm  il  a ' b‘y  car  le  produit  des  extrêmes  eft  égal  au 
produic  des  moyens , abm  = abm.  11  faut  dire  la  même 
cliofe , lorfqu’on  divife  deux  quantités  par  une  même 
troifiéme  quantité. 

D’où  il  fuit  que  les  touts  font  entr’eux  comme 
leurs  parties  femblables  j c’eft-à-dire  , comme  les 
moitiés  j les  quarts  3 les  tiers  3 8cc.  & réciproquement. 
Car  les  parties  femblables  réfultent  de  la  divifion  des 
touts  par  une  même  troifiéme  quantité , & les  tours 
réfultent  de  la  multiplication  des  parties  femblables 
par  une  même  troifiéme  quantité. 

Corollaire  y. 

205.  Les  produits  qui  ont  une  racine  commune  , 
font  entr’eux  comme  les  racines  inégales  ; par  ex  : 
les  produits  am  ; bm3  qui  ont  la  racine  commune  m3 
font  entr’eux  comme  les  racines  inégales  a 8c  b : c’eft 
une  fuite  évidente  du  corollaire  précédent.  / 

Corollaire  V I. 

\ 

10 6.  Les  produits  font  en  raifon  compofée  de 
leurs  racines  j les  quarrés  font  en  raifon  doublée  des 
racines  ; les  cubes  font  en  raifon  triplée  des  raci- 
nes j les  quatrièmes  puiftances  font  en  raifon  qua- 
druplée  des  racines;  les  cinquièmes  puiftances,  &c. 

Ou  ce  qui  revient  au  même: 

1°.  Une  raifon  compofée  eft  égale  à la  raifon 
qu’ont  entr’eux  les  produits  qui  réfultent  des  rai- 
fons  compofantes  , multipliées  les  unes  par  les  aur- 

tres  ; par  ex  t la  raifon  — , qui  eft  compofée  des 

H ^ 


Digitized  by  Google 


/ 


1 1 8 ÉLEMENS 

raifons  fimples  — , — , eft  = produit  des  raî- 
c d cxd  1 

fons  fimples  compofantes. 

11°.  Une  raifon  doublée  eft  égale  à la  raifon  qu’ont 
entr’eux  les  quarrés  des  termes  de  l’une  ou  l’autre 
des  deux  raifons  compofantes  ; par  ex  : fi  l’on  a deux 
raifons  égales  a \ ap  \\  b : bp  ; la  raifon  doublée  de 
ces  deux  raifons  eft  ab  : abpp  ; or  l’on  aura  ab  : 
abpp  ;;  aa  l aapp  ; ou  bien  ab  : abpp  \\  bb  bbpp  ; 
car  dans  ces  proportions  le  produit  des  extrêmes  eft 
égal  au  produit  des  moyens. 

111°.  Une  raifon  triplée  eft  égale  à la  raifon  qu’ont 
entr’eux  les  cubes  des  termes  de  l’une  des  trois  rai- 
fons compofantes  ; ce  qui  fe  prouve  d’une  maniéré 
toute  femblable. 

1V°.  Une  raifon  quadru|>lée  eft  égale  à la  raifon 
qu’ont  entr’elles  les  quatrièmes  puillances  des  ter- 
mes de  l’une  des  quatre  raifons  compofantes.  Il  faut 
dire  la  même  chofe  des  raifons  quintuplées , fextu- 
plées  , &c. 

Corollaire  V 1 /•' 

207.  Si  l’on  multiplie  , ou  fi  l’on  divife  les  ter- 
mes d’une  proportion  par  les  termes  d’une  autre 
proportion  , les  produits  ou  les  quotiens  feront  pro- 
portionnels. 

Démonstration.  Si  l’on  multiplie  les  termes  de 
la  proportion  a : ap  \ \ b \ bp  par  les  termes  de  la  * 
proportion  à cp  '*  d \ dp  3 on  aura  la  proportion 
ac  : acpp  *:  bd  : bdpp 3 qui  eft  jufte;  car  le  produit 
des  extrêmes  acbdpp=e=  abcdpp  3 produirdes  moyens  : 
on  prouverait  de  même  qu’en  divifant  les  termes 
d’une  proportion  par  les  termes  d’une  autre  propor- 
tion , les  quotiens  feraient  proportionnels. 

Il  fuit  de-là  que.  lorfque  les  puiftances  font  pro- 
portionnelles entr’elles  , les  racines  font  aufli  pro- 
portionnelles entr’elles  t réciproquement  j mais 
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les  puiflànces  ne  font  point  proportionnelles  aux 
racines , ni  les  racines  aux  puilïances. 

Corollaire  VIII. 

208.  Dans  une  proportion  géométrique  , fi  l’un 
des  quatre  termes^  par  ex  : le  dernier , eft  inconnu  , 
il  fera  facile  de  le  trouver.  Soit  la  proportion  4 : 8 

6 : X,  le  dernier  terme  inconnu  x fe  trouvera  en 
prenant  le  produit  des  moyens  , '&  en  le  divifant 
par  l’extrême  connu  , ce  qui  donnera  = 

en  effet  de  la  proportion  4 : 8 6 \ x,  on  déduit  (199) 

4*  = 48  \ &c  pat  conféquent  divifant  les  deux  quan- 
tités par  4,  on  aura  x — ^-=  12  j pareillement  dans 

la  proportion  a : b : ; c : x 3 on  aura  x = — . 

Si  le  terme  inconnu  eût  été  le  troifiéme  , comme 
dans  la  ffroporrion  a : b x : c ; on  auroit  de  même 
trouvé  la  valeur  de  x , en  prenant  le  produit  des  ex- 
trêmes , & en  le  divifant  par  le  moyen  connu  b , ce 

, ac 

qui  auroit  donne  x = — . 

Cette  méthode  de  trouver  un  quatrième  rerme 
proportionnel  à trois  autres , s’appelle  Réglé  de  Trois  3 
dont  nous  parlerons  plus  au  long  dans  la  fuite. 

Corollaire  I X.  . 

209.  Toutes  les  fois  qu’on  aura  une  proportion 
* I b c:(/jonen  pourra  déduire  une  fraétion,  en 
divifant  le  produit  des  moyens  par  un-  des  extrê- 
mes , ce  qui  donne  — pour  la  valeur  du  fécond 
extrême  <ty  & réciproquement  d’une  fraétion  don- 

. . bc  . . 

nee  — , on  pourra  toujours  tirer  une  proportion 

dont  les  moyens  feront  les  racines  b 3 c du  numéra- 
teur , le  premier  extrême  fera  le  dénominateur  a y 
& le  dernier  terme  fera  ‘la  fraétion  elle-même  j 
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b c 

fçavoir,  a : b ::  c : . Pareillement  de  la  frac- 

tion j , qui  eft  la  même  que  , on  peut  déduire  5 : 
Z ! ! 3 ! 7 J de  la  fraéfcion  7 = ^ , on  peut  conclure 
j : 2 ::  1 : 7. 

'ARTICLE  III. 

Des  Progreffions. 

On  appelle  Raifon  ou  Rapport  3 la  maniéré  d’être 
de  deux  quantités  à l’égard  l’une  de  l’autre  ; par  ex  : 
I ; 3 , a î b y &c.  On  appelle  proportion  ou  analo- 
gie 3 l’égalité  de  deux  raifons;  par  ex  : 1 : 4 *ï  6 î, 
12.  On  appelle  proportionnalité  une  fuite  de  plufieurs 
raifons  égales  ; par  ex  : 1 : 4 ::  6 : 2 ::  8 : 1 6 II 
9 ; 18.  On  appelle  progrejjion  une  proportionnalité 
continue  , c’eft-à-dire  , dans  laquelle  chaque  terme 
eft  en  même-tems  conféquent  de  la  raifon  précé- 
dente , & antécédent  de  la  fuivante , par  ex  : 2:4 
*:  4 *.  8 ::  8:  16:116:32;  ce  qui  s’écrit  plus  briè- 
vement de  cette  maniéré  ~ 2:4:8:16:32.  On 
diftingue  deux  fortes  de  progreftions  , l’arithmétique 
& la  géométrique.  Nous  allons  parler  de  l’une  & de 
l’autre. 

Théorème  I. 

2 1 o.  Dans  une  progrejjion  arithmétique  3 il  régné 
par-tout  une  même  différence  entre  deux  termes  immédia- 
tement confécutifs. 

Démonstration.  La  raifon  qui  eft  du  premier 
terme  au  fécond  , eft  la  même  que  celle  qui  eft  du 
fécond  au  troifiéme  ; du  troifiéme  au  quatrième  ; du 
quatrième,  &c. 

Corollaire  I. 

an.  Donc  dans  une  progreftion  arithmétique 
chaque  terme  eft  égal  à celui  qui  le  précédé  immé- 
diatement , augmenté  ou*  diminué  de  la  différence 
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(188)  qui  régné  dans  la  progreflîon  : augmenté  , lî  la 
progreflîon  eft  croiffante  : diminué  , fi  la  progrelîîon 
eft  décroiflante. 

* Corollaire  1 1. 

z j 2.  Suppofant  que  le  premier  terme  foit  a , & la 
différence  d , on  pourra  repréfenter  une  progreflioii 
arithmétique  par  cette  expreflion  , ou  formule  géné- 
rale —p  a-  cr\~d-  cr'rid-  g-\~id‘  a~\r^d,  &c. 

Théorème  II. 

2 1 Dans  une  Prcgreffion  arithmétique , un  Terme 
quelconque  eft  égal  à la  Somme  faite  du  premier  Terme 
& de  la  différence  commune  multipliée  par  le  nombre  des 
Termes  précédens. 

Démonstration.  Soit  la  progreflîon  arithméti- 
que -7-  a*  b • c • d • e-  /•  elle  peut  être  repréfenté  par 
la  formule,  ou  expreflion  générale,  -4-  a • q-hd* 
q-\~id-  q-hid-  arfz^d-  q-\~^d:  or  le  cinquième  ter- 
me crhrifd  eft  évidemment  égal  au  premier  terme  a , 
plus  à la  différence  d multipliée  par  4,  qui  eft  le  nom- 
bre des  termes  précédens. 

Corollaire. 

214.  Il  fera  facile  de  trouver  un  terme  quelcon- 
que dans  une  progreflîon  arithmétique  , dans  laquelle 
on  connoîtra  le  premier  terme  a , la  différence  com- 
mune d , & le  nombre  n des  termes  : car  regardant 
le  terme  que  l’on  cherche  , comme  le  dernier  de  la 
progreflîon  , & le  nommant  x , le  nombre  des  termes 
qui  précédent  celui  que  l’on  cherche,  fera  n — 1 j & 
alors  le  terme  cherché  fera  repréfenté  par  l’expref- 
fion  générale  & indéterminée  x=a-\-dn — d , fi  la 

{irogrelîîon  eft  croiffante;  ou  par  x=a  — dn-\~d , fi 
a progreflîon  eft  décroiflante.  C’eft  pourquoi  fuppo- 
fant  le  premier  terme  a — 1 , la  différence  d=i  , & 
le  nombre  des  ternies  n=  5 , la  valeur  du  cinquième 
terme  x fera,  en  fuppofant  que  la  progreflîon  eft 
croiflànre. 

x = a —h  dn  — d 3=  1 10  — 2 = 1 8 = 9. 
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Théorème  III. 

215.  Dans  une  ProgreJJïon  arithmétique > la  Somme 
des  extrêmes  ejl  égale  à la  Somme  de  deux  termes  éga- 
lement éloignés  des  extrêmes.  % 

Démonstration.  Dans  la  progreflion  arithméti- 

Î[Ue  -f-û-  q-\~d-  q-\-id‘  a~\~id-  ajr^d • a-\~^d . la 
omme  des  extrêmes,  Cçavoir  , a -4-  a~t~  5 d eft  la 
même  que  q-j-id q-\-id  , Comme  du  troifiéme  ÔC 
du  quatrième  termes  également  éloignés  des  ex- 
trêmes. 

Corollaire. 

il 6.  Si  le  nombre  des  termes  de  la  progreflion 
étoit  impair,  alors  la  Comme  des  extrêmes  Ceroit 
égale  au  double  du  terme  moyen. 

Théorème  IV. 


2 1 7.  Dans  une  ProgreJJïon  arithmétique , la  Somme 
de  tous  les  termes  ejl  égale  à la  Somme  des  extrêmes 
multipliés  par  la  moitié  du  nombre  des  termes. 

Démonstration.  Dans  là  progreflion  arithméti- 
que a ’ arjrd-  arjrid’  q-\~zd . compoCée  de  qua- 

tre termes  , la  Comme  de  tous  les  termes , qui  eft 
4 ajr6d,  eft  évidemment  égalç  à la  Comme  des  ex- 
trêmes iq-htd  multipliée  par  2 , moitié  du  nombre 
des  termes. 

Corollaire  I. 


218.  Si  l’on  appelle  le  premier  terme  a,  le  der- 
nier x , le  nombre  des  termes  n , la  Comme  des  ter- 
mes s j cette  Comme  Cera  repréCentée  par  l’expreflion 


ou  formule  générale  s = — — : Coit  dont  CuppoCé 

û=i,x=ii,  Sc  n=  6 ; par  conféquent  on  trou- 
vera tout  d’un  coup 

an  -j—  nx  1x6  — |—  ÿRi  x 6 -f -66  7l 

j = — — — - — =-=}<>. 
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. Corollaire  1 1. 

219.  Si  la  progreflion  arithmétique  étoit  prife 
dans  la  fuite  des  nombres  naturels  1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 
G , 7 , 8 , 8cc.  8c  quelle  commençât  par  l’unité  ; 
alors  on  auroit  le  dernier  terme  x=n,  & la  formule 

précédente  s — an~^-~ } deviendroit  s — } ou 

^ d"  » A \ j*  p 

s = j c eit-a-dire  , que  Ion  trouveroit  tout 

d’un  çoup  la  fomme  de  tous  les  termes  , en  prenant 

la  moitié  de  la  fomme  du  dernier  terme.&  de  fon 

quarré  , ou  la  moitié  de  la  fomme  faite  du  nombre 

des  termes  & de  fon  quarré. 

Si  la  progrellion  des  nombres  naturels  commençoit 

par  zéro , alors  on  n’auroit  point  x—n , & l’on  h’au- 

. 7 an  nx  n -|-  nn 

toit  plus  s= = ; mais  on  auroit  tou- 

1 Z 1 . 

B an  — f-  nx  x + XX 

jours  s = = : 

Corollaire  III. 

220.  On  prouve  par  le  précédent  corollaire  qu’une 
progrellion  arithmétique  prife  dans  la  fuite  natu- 
relle des  nombres  , 8c  qui  commenceroit  par  zéro  , 
eft  précifément  la  t^oitié  d’une  progrellion  unifor- 
me , dont  chaque  terme  ferait  égal  au  dernier  ter- 
me de  la  progrellion  naturelle:  car  foient  les  deux 
progreflions , o.  1.  2.  j.  4.  5 .6 

'G.  G.  6.  6.  G.  G.  G 

la  fomme  des  termes  de  la  première  progreflion  eft 

Cy  I1  2 (y 

(2 1 9)  s = — — — = = 2 1 , & la  fomme  des  termes 
2»  % 

de  la  fécondé  eft  s — G X 7 = 42. 

Théorème  V. 

221.  Dans  une  progrejjion  arithmétique  3 la  différert- 
ce  commune  eft  égale  à la  différence  du  premier  au  dernier 
terme , divifée  par  le  nombre  des  termes  } moins  un. 

Démonstration.  Soit  la  progreflion.  arithmé- 
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tique <r\-j • a+u/-  j fi  je  fouftrais  le 

premier  terme  du  dernier , la  différence  fera  jd;  fi  je 
divife  cette  différence  par  3 , qui  exprime  le  nombre 
des  termes  , moins  un  ; le  quotient  fera  la  différence 
commune  d j donc  , &c. 

Corollaire . 

ni.  Si  nous  appelions  le  premier  terme  a,  le  der- 
nier x , le  nombre  des  termes  n , l’expreffion  de  la 

différence  commune  de  la  progreffion  fera  d— ^ 


ou  d=  - — félon  que  la  progreffion  fera  croiflànte 
ou  décroiffante. 


. Théorème  VI. 

12  j.  Dans  une  progreffon  arithmétique  , le  uomhre 
des  Termes  eft  égal  à la  différence  du  premier  au  dernier 
terme  divifé  par  la  différence  commune  > plus  à T unité. 

Démonstration.  Soit  la  progreffion  arithméti- 
que -7-  a • er\~d  • ar^rid  • u-4-jtd.  compofée  de  qua- 
' tre  termes  : fi  je  fouftrais  le  premier  terme  du  der- 
nier y la  différence  fera  j d\  fi  je  divife  cette  différen- 
ce par  d , qui  eft  la  différence  commune  de  la  progref- 
fion, le  quotient  fera  3 , auquel  fi  j’ajoute  l’unité  , 
j’aurai  4,  qui  exprime  le  nombrê  des  termes. 

Corollaire. 

11 4.  Le  premier  terme  étant  a,  le  dernier  x,  la 
différence  commune  d ; l’expreffiou  du  nombre  des 

termes  fera  n = h 1 , fi  la  progreffion  eft  croifi 


fante  3 ou  n = - — —H-  1 , fi  la  progreffion  eft  décroif- 
fante. 

Théorème  VII. 


115.  Dans  une  progreffon  géométrique  , il  régné 
partout  un  même  quotient  entre  deux  termes  immédia- 
tement confécutifs. 
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Démonstration.  La  raifon  qui  eft  du  premier 
terme  au  fécond  , eft  la  même  que  celle  qui  eft  du 
fécond  au  troifiéme , du  troifiéme  au  quatrième, 
&c.  parce  que  chaque  terme  de  la  progreftion  géo- 
métrique contient  celui  qui  le  fuit , de  la  même  ma- 
’il  eft  contenu  lui-même  dans  celui  qui  le 

Cqrollaire  I. 

116.  Dans  une  progreftion  géométrique,  un  ter- 
me quelconque  eft  égal  (195)  à celui  qui  le  précédé 
immédiatement , divifé  par  le  quotient  commun  qui 
régné  dans  la  progreftion. 

Corollaire  J /. 

227.  En  fuppofant  que  le  premier  terme  foira, 

| * 

& que  le  quotient  foit  - j on  pourra  repréfenter  toute 

progreftion  géométrique , par  cette  expreftion  , ou 
formule  générale. 

-ff-  a : ap  : ap1  : api  \ ap+  \ ap'  \ ap6  , &c. 
dans  laquelle  formule  il  faut  remarquer  que , lorfque 

la  progreftion  fera  croiflànte  , alors  - fera  une  frac- 
tion, & p fera  un  nombre  entier  j mais  lorfque  la 

progreftion  fera  décroiftante  , - fera  un  nombre  en-  • 

P 

tier  3 Sep  une  fraétion. 

Théorème  VIII. 

2 z 8.  Dans  toute progrejjîon géométrique 3 un  Terme 
quelconque  ejl  égal  au  premier  Terme  a divifé  par  la 

puijfance  du  quotient  - de  même  degré  que  le  nombre  des 

Termes  précédent. 

Démonstration.  Dans  la  progreftion  ~ a : 
ap  : a/?1  : ap}  : ap*  : ap'  , il  eft  évident  que  le  cin- 
quième terme  ap*  eft  égal  au  premier  terme  a divifé 

par  le  quotient  - élevé  à la  quatrième  puiftance , la- 


nière qu 
précédé. 


* 
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quelle  puiflance  eft  de  ttiême  degré  que  le  nombre 

des  termes  précédens.  En  effet  la  quatrième  puiflance 

de  - eft  — : mais  a divifé  par—  = a—=ap*j  donc  , 
PP 4 P*  1 

&c.  • • 

Corollaire . 

ne).  L’on  peut  regarderie  terme  que  l’on  cher- 
che, comme  le  dernier  de*la  progreflion , &c  le 
nommer  x ; nommant  le  premier  terme  a , le  quo- 
tient 1 , & le  nombre  des  termes  n ; le  nombre  des 
P 

termes  qui  précédent  celui  que  l’on  cherche , fera 
n — i , & alors  le  terme  cherché  peut  être  repréfenté 
fous  l’expreflion  générale  x =apr~l  : foit  donc  le  pre- 
mier terme  a = i , le  nombre  des  termes  n = 6)  &c 

le  quotient  - = 7,  ce  qui  donne  p — 1 , &c  fuppo- 

fons  que  la  progreflion  foit  croifïànte  , l’on  trouvera 
tout  d’un  coup  la  valeur  du  terme  x cherché , & 
l’on  aura  x = apn~ 1 = 1X1 6-*  = **  = 2X2X1 
X 2 X 2=  32. 

Si  la  progreflion  étoit  décroifTante , alors  le  quotient 
- feroit  un  nombre  entier  , & p un  nombre  fraétion- 

■p  i ^ 

naire  : ainfi  fuppofant  a = 32,  n = 6 , ôc  - = 1 , ce 

qui  donnerait  p = 7 , cm  aurait  x — apn~l  — 3 1 x 
-J 3*  _ îf  3* 3J;__  r> 

z6-«  t6-l  t J,5  1XIXÎX1XI  JL 

Théorème  IX. 

230.  Dans  une  progrejjion  géométrique  , le  produit 
des  Extrêmes  ejl  égal  au  produit  de  deux  termes  quel- 
conques également  éloignés  des  Extrêmes. 

Démonstration.  La  raifon  eft  évidente  par 
l’infpedion  de  la  formule-^-  a : ap  : ap1  : api  : ap + : 
ap"* , dans  laquelle  le  produit  aap * des  extrêmes  eft 
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le  même  que  le  produit  du  fécond  terme  ap  par  le 
cinquième  ap*. 

Corollaire. 

231.  Si  le  nombre  des  termes  étoit  impair,  le 
produit  des  extrêmes  feroit  égal  au  quarré  du  moyen 
terme. 

Théorème  X. 

232.  Dans  une  progrejjion  géométrique  , la  fomme 
des  Antécédens  efi  à la  fomme  des  Conféquens  3 comme 
un  feul  Antécédent  efi  à fon  Conféquent. 

Démonstration.  Dans  une  progrefllon  géomé- 
trique ■—  a : ap  : ap1  : ap*  : ap* , tous  les  termes 
font  antécédens , excepté  le  dernier  3 donc  la  fomme 
des  antécédens  eft  a ap  -+-  apx  ap 3 : pareille- 
ment tous  les  termes  font  conféquens , excepté  le 
premier  ; donc  la  fomme  des  conféquens  eft  ap 
ap 1 ap 5 ap*  : or  l’on  a la  proportion  a-\-ap-{- 

ap 1 - {-ap * : ap-^-ap1  -+- api  -{-ap*  \\  a'.apl  laquel- 
le eft  jufte;  car  dans  cette  proportion  le  produit  des 
extrêmes  eft  égal  au  produit  des  moyens. 

Corollaire. 

233.  Nommant  le  dernier  terme  & la  fomme 
des  termes  s , la  fomme  des  antécédens  fera  par  con- 
féquent s — x y 8c  la  fomme  des  conféquens  fera  s — a : 
c?eft  pourquoi  le  théorème  précédent  pourra  s’énon- 
cer en  ftyle  algébrique  8c  plus  brièvement  par  cette 
proportion  s — x : s — a ‘.'.al  ap. 

Théorème  XI. 

234.  Dans  une  progrejjion  géométrique  , fi  le  quo- 
tient - efi  2 y ou  \ y la  fomme  de  tous  les  Terrr&s  3 ex- 
cepté le  plus  grand  , efi  égale  à la  Différence  du  premier 
au  dernier  Terme  ;Ji  le  quotient=-r,  3ou'-3la  fomme  des 
Termes  , excepté  le  plus. grand,  efi  fous-double  de  la  diffe - 
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rence  du  premier  au  dernier  Terme  ;Ji  le  Quotient  — 4, 
ou  l j la  fomme  des  Termes  _,  excepté  le  plus  grand  , ejl 
fous  triple  de  la  différence  du  premier  au  dernier  Terme. 


Démonstration.  Si  le  quotient  - ou  x , la 

progreflîon  a’.aplaptlapi  \ap+  deviendra  a\ 

la'.xa'.Za'.  \6a,  ou  bien  — al-l-  il'.  — I or  la  fom- 

*•  1 4 8 16 

me  de  tous  les  termes  (excepté  le  plus  grand)  pour  le 
premier  cas  eft  15a  , laquelle  eft=  1 6a — ^différen- 
ce entre  le  premier  & le  dernier  terme  ; & pour  le  fe- 


if  <2  1 6a — a 

cond  cas  elt = 


16  1 6 

mier  Se  le  dernier  terme ; donc,.&c. 


différence  entre  le 


pre- 


On  procédera  de  meme  fî  le  quotient  - = } , ou  5, 

fî  - = },  ou  4,  Sec.  Sf  l’on  trouvera  alors  la  fomme 

des  termes,  excepté  le  plus  gïand,  fous-double  ou  fous- 
triple,  ou.  Sec.  de  la  différence  du  premier  au  dernier 
terme. 

Corollaire  J. 


xj 5.  On  aura  donc  la  fomme  de  tous  les  termes 
d’une  progreflîon  géométrique  , en  prenant  i°.  le  plus 
grand  terme;  x°.  la  différence  du  premier  au  dernier 
terme , & en  divifant  cette  différence  par  1 , fi  le  quo- 
rient=i,  ou};  par  x,  fi  lequotient=j  , ou};  par  3 , 
fi  le  quotient  — 4,  ou  },  Sec.  de  forte  que  ce  divifeur 
fera  toujours  égal  à la  quantité/» } diminuée  d’une  uni- 
té, ,( obfervant  que,  le  quotient  étant  - , on  aura  tou- 
jours dans  la  progreflîon  croiflànte  , p—  1 , ou  ==  1 , 
ou=j  , ou  &c  ; & que,  lorfque  la  progreflîon  fera 
décroiuante  , il  faudra  l’envifager  comme  commen- 
çant par  le  dernier  terme  x,  qui  eft  le  plus  petit , afin 
de  la  rendre  croiflànte,  & d’avoir  toujours  p — 1 , ou 
t=  x , ou  = 3 , ou  &c.  ) 

C’eft 
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C’eft  pourquoi , fuppofant  une  progreffion  dans 
laquelle  le  premier  terme  foit  a 3 le  dernier  a-  3 & le 


quotient  — ; la  Comme  s de  tous  les  termes  de  la 

progreffion  fera  repréfentée  par  la  Formule  ou  ex- 

preffion  générale  s = x - — - = — , fi  la 

progreffion  eft  croiftante  j ou  par  la  formule  s = a -+• 

= — — - , fi  la  progreffion  eft  dccroiftante  : 

lefquelles  formules  feront  trouver  la  fomme  de  tous 
les  termes  , en  fubftituant  à la  place  des  indétermi- 
nées a 3 x 3 p 3 leur  valeur  3 car  fuppofant  a — 1 , x 
«=  1 6 , p = 2 , on  aura 


px — a îx  16 — t 32  — I 31 

p — 1 z — t z •*—  1 r ^ I* 

Corollaire  II. 


Par  ce  moyen  on  trouvera  la  fomme  des 

moitiés,  . T > î > 7 > 77>  TT  > 0 = 1 

celle  des  tiers , ï+7  ••*••••  0 — » 

celle  des  quarts  , ï , 17  > 7i>  177 ° = T 

celles  des  parties  dixiémes  , 

1 1 I I ^ 1 

10  3 100  3 1000  3 1&000  * * ******  " 9 

celle  des  parties  centièmes  , 

1 1 1 • ^ . 1 
100  3 1 00 o o 3 1000000  *********  9 9 * 

& en  général  on  trouvera  tout  d’un  coup  la  formnè 
de  toutes  les  parties  quelconques  , dont  la  fuite  fera  # 
line  progreffion  géométrique  décroiifante  , en  re- 
tranchant une  unité  du  dénominateur  du  premier 
terme. 

Théorème  XII. 

237.  Dans  une  Progreffion  géométrique  ; 1 °.  les  Som- 
mes ; 20.  les  Différences  ; 30.  les  Produits  des  Termes 
immédiatement  confécutifs  3font  en  progreffion  géomé- 
trique. 
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Démonstration.  I.  Partie.  Dans  la  Progreffion 
géométrique  ~ a : ap  \ ap  1 : ap  * : ap*  : ap  * , fup- 
pofons  p=  i,  &c  elle  deviendra  -£•  a : 2a  : 4a 8a  : 
16a.  Or  les  fotnmes  des  termes  confécutifs  feront 
3a,  6a,  12a,  24a , lefquelles  font  évidemment  en 
progreffion  géométrique. 

Démonstration,  il.  Partie.  Les  différences  au 
contraire  feronta — 1 a : 1 a — 4 a'.^a — 8a:8a — i6a,t 
ou,  ce  qui  eft  le  même,  — a : — 2 a\  — 40»$  — 8 al 
ce  qui  donne  évidemment  une  progreflïon  géométri- 
que. 

Démonstration.  III.  Partie.  Dans  la  même 
progreffion  les  produits  des.  termes  immédiatement 
confécutifs  font  2 aa  \ 8 aa  : 32 aa  \ 128 aa , lefquels 
font  évidemment  en  progreffion  géométrique. 

Théorème  XIII. 

^ \ 

238.  Dans  une  Progreffion  géométrique  les  PuiJJan- 
ces  de  même  nom  , & les  Racines  de  même  nom  des  Ter- 
mes confécutifs  3font  en  Progreffion  géométrique. 

Démonstration.  Dans  la  progreffion  géométri- 
que f^a  : ap  : ap 1 \ api  ap 4 ! api,  fuppofons/?=2 
éc  elle  deviendra  — a \ la  : 4a  \ 8a  : 1 6a,  &c.  Or  fi 
nous  prenons , par  ex  : les  quarrcs  des  termes  confé- 
cutifs , nous  aurons  fL  aa  4 aa  1 (aa\  6+aa  : 2 5 6aà. 
&c.  ce  qui  donne  évidemment  une  progreffion  géo- 
métrique. 

Si  Ion  avoir  pris  les  racines  , foit  quarrées  , foit 
cubiques  , foit,  &c.  des  termes  confécutifs , elles  au- 
roient  donné  aulîî  une  progrelfion  géométrique. 

Corollaire  I. 

239.  Toutes  les  puiffances  fucceflives  d’une  même 
quantité  font  en  progreffion  géométrique.  Soit  la 
quantité  a , dont  les  puiffances  fucceflives  font  a1  , 

, a*  , a*  , ai  , a6  , &c.  lefquelles  forment  évi- 
demment une  progreffion  géométrique. 


Digitized  by  Google 


C’  A L G E B R E.  I?t 

II  n’en  eft  pas  de  même  des  racines.  Soit  la  quanti- 
té a , dont  les  racines  font  a' , a~ , a~\  a*  , a1 , a‘ 
lefquelles  ne  font  point  en  progceflion  géométrique. 

Corollaire  11. 

140.  Dans  une  progreffion  géométrique  dont  les 
termes  font  afFeétés  d’expofans  , les  expofans  font  en 
progreJîion  arithmétique  ; cela  fe  voit  dans  la  for- 
mule ~a  : ap  : ap1  api  : ap 4 : api  : ap6  : &c.  donc 
les  expofans  o • 1 • 1 • 3 • 4 • j • $ . &c.  font  en  pro- 
greftïon  arithmétique. 

D ou  il  fuit  que.  Ci  dans  une  progreftîon  géométri- 
que on  prend  quatre  termes  quelconques  , dont  les 
expofans  foient  en  proportion  arithmétique  , alors 
les  termes  eux-memes  feront  en  proportion  géomé- 
trique j tels  font  les  termes  ap'.api  \\  api  \ api . 

Remarque. 

141.  Toutes  les  fois  que  l’on  a une  fuite  de  ter- 
mes en  progreftîon  géométrique  , 8c  qui  font  affeétés 
d’expofans  , l’on  a deux  progreflîons  réunies , l'une 
géométrique  qui  régné  entre  les  termes  -}  8c  l’autre 
arithmétique  qui  régné  entre  les  expofans.  La  réunion 
de  ces  deux  progreftïons  eft  le  fondement  8c  le  prin- 
cipe d un  calcul  cclebre  8c  utile,  que  l’on  appelle  cal- 
cul logarithmique 3 8c  dont  nous  parlerons  dans  la  fuite.  < 

Théorème  XIV. 

24a.  Dans  une  ProgreJJion  géométrique  le  premier 
Terme  ejl  au  troifiéme  3 comme  le  quarré  du  premier  ejl 
au  Quarré  du  fécond:  pareillement  le  premier  Terme  ejl 
au  quatrième  , comme  le  Cube  du  premier  ejl  au  Cube  du 
fécond  : de  même  le  premier  Terme  ejl  au  cinquième  3 
comme  la  quatrième  Puijfance  du  premier  ejl  à la  qua- 
trième Puijfance  du  fécond. 

En  général  deux  Termes  quelconques  3 éloignés  d’un 
nombre  quelconque  d'intervalles  3 font  toujours  entr’eux 

• Il 


j 
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tomme  deux  Termes  immédiatement  confécutifs , élevés 
chacun  à une  Puiffance  de  même  degré  que  le  nombre 
d’intervalles  qui  fépare  les  deux  premiers  Termes. 

DÉ mo ns tr  ati  o*i.  La  chofe  eft  évidente  par 
l’infpeétion  de  la  formule a : ap  : ap1  \ api  \ ap 4 : 
api . &c.  car  on  y verra  , par  ex  : que  le  premier 
terme  a y & le  troifiéme  ap 1 , qui  font  éloignés  de 
deux  intervalles  , font  entr’eux  comme  le  quarré  du 
premier  terme  eft  au  quarré  du  fécond  j c’eft-à-dire  f 
que  l’on  aura  , 

a • ap1  aa  • aapp  ; 
car  cette  proportion  eft  jufte. 

A R T I C L E I V. 

Des  ProgrcJJions  infinies. 

DÉFINITIONS. 

I. 

243 . O'1  appelle  Quantité  infinie  3 une  quantité  qui 
a reçu  tous  fes  accroiflemens  finis  poflibles  , Sc  elle 
s’exprime  par  ©©.  On  appelle  au  contraire  Quantité 
infiniment  petite  , une  quantité  qui  a reçu  tous  fes  dé- 
croiflèmens  finis  poflibles , & elle  s’exprime  par 

I I. 

244.  Une  quantité  infinie  multipliée  par  un  in- 
fini , ou  prife  une  infinité  de  fois  , s’appelle  un  Infini 
du  fécond  ordre  , & s’exprime  par  e« *.  Pareillement 
un  infini  du  fécond  ordre  multiplié  par  une  quantité 
ïhfinie , s’appelle  Infini  du  troifiéme  ordre  , & s’ex- 
prime par  00 1 , ôc  ainfi  du  refte. 

I I I. 

245.  Une  quantité  infiniment  petite  multipliée 
par  un  infiniment  petit , devient  un  infiniment  petit 
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du  fécond  ordre  , & s’exprime  par  — : de  forte  que, 

comme  l’on  a les  quantités  oo,  oo1J  oo  ? , oo  4} 

&c.  de  même  l’on  a aufli  les  quantités  — — 

y 1 > 

— - lefquelles  re'préfentent  les  grandeurs  in- 
finiment petites  de  différens  ordres» 

Principe  I. 

146.  Une  quantité  finie  ajoutée  à une  quantité, 
infinie  , ou  retranchée  d’une  quantité  infinie  , ne  la 
rend  ni  plus  grande  , ni  plus  petite  j c’eft  - à - dire  , 
qu’une  quantité  finie  eft  nulle  par  rapport  à une  quan- 
tité infinie  , & peut  être  négligée  dans  le  calcul  1 
parce  qu’elle  eft  , par  rapport  à l’infini , comme  zéro 
eft  à l’unité. 

La  raifon  eft  que  l’infini  a reçu  tous  fes  accroifte- 
mens  finis  jjoflibles  j donc  il  ne  peut  être  augmenté  , 
ou  diminué  par  l’addition  ou  la  fouftraétion  d’au- 
cune quantité  finie  : c’eft  pourquoi  0°  -+-  1 = 00  > 
•o  4-  u = 00» 

Principe  IL 

247.  Un  infini  d’un  ordre  inférieur  eft  nul  par 

rapport  à l’infini  d’un  ordre  fupérieur  j car  il  eft , 
par  rapporta  l’infini  d’un  ordre  fupérieur,  ce  que  le 
fini  eft  par  rapport  à l’infini , & ce  que  le  zéro  eft 
par  rapport  à l’unité  : c’eft  pourquoi  l’on  a “l  + 
00  = 00  1 ; 00  3 4-  00  **=c  00  J.  11  faut  dire  la  même 
chofe  des  quantités  infiniment  petites  , c’eft-à-dire  , 
que  2 = + ^ = 

Principe  III. 

248.  Mais  une  quantité  infinie  multipliée,  ou 
divifée  par  une  autre  quantité  infinie  , devient  in- 
finie d’un  ordre  fupérieur  , ou  d’un  ordre  inférieur  : 

l 3 * 
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par  ex  : X 00  = 00  1 3 00  5 x 00  = 00  + jdoo  1 x b 

• t , 00  4 oc  f 

00  i =ab  00  * : pareillement  — = 00  ? j 5 - 


de  forte  que  le  produit  ou  le  quotient  fera  un  infini 
dont  l’ordre  fera  délîgné  par  la  fomme , ou  par  la  dif- 
férence des  expofans  des  deux  infinis  que  l’on  multi- 
plie , ou  que  l’on  divife.  11  faut  dire  la  même  chofe 
des  quantités  infiniment  petites. 


Corollaire. 


149.  Les  quantités  , foit  infinies  , foit  infiniment 
petites  , ont  entr’elles  les  memes  rapports  , 8c  peu- 
vent être  foumifes  au  même  calcul  que  les  quantités 
finies  ; 8c  on  peut  les  regarder  comme  des  quantités 
algébriques , fur  lefquelles  on  peut  faire  toutes  les 
opérations  dont  nous  avons  parlé  ci-devant. 

L E M M E. 


z 5 o .Si  l’on  a une  ProgreJJion  arithmétique  ~ a • b ! 
c • d • e • f , &c.  dont  la  différence  foit  d , on  pourra 
la  repréf enter  par  cette  exprejfion  3 ou  formule  générale 
— a • a • -f-d  • b~b~d  • cH~d  • d~t~d  • e+d , &c. 

Démonstration.  Dans  une  progrellîon  arithmé- 
tique , chaque  terme  eft  égal  à celui  qui  le  précédé 
immédiatement , augmenté  , ou  diminué  de  fa  diffé- 
rence qui  régné  dans  la  progrellîon  (zi  1)  3 donc  dans 
la  progrellîon  arithmétique  a.b.c.d.e.f  38cc.  le  pre- 

mier terme  étant  a 8c  la  différence  d;  le  fécond  terme 
b fera  ==  a~\rd  : le  troifiéme  terme  c fera  =b~srd ; on 
aura  de  même  le  quatrième  termed=  c-^rd,  & ainfi 
de  fuite.  Par  conféquent,  fi»à  la  place  des  termes  b 3 
Cj  d j &c.  on  fubftitue  leurs  valeurs  , au  lieu  de  la 
progrellîon  donnée  -^-a  • b • c • d • e • f,8cc.  on  pourra 
fubllituer  la  progrellîon  a.  ar\~d.  b~\~d.  c^rd . &c. 
que  l’on  appelle  transformée  3 8c  laquelle  pourra  fer- 
vir  de  formule  ou  d’exprelïion  générale. 

Corollaire . 

j.51.  Si  dans  une  progrellîon  arithmétique  quel- 


I 
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conque,  la  différence  d = i ; alors  l’exprefïion  ou 
formule  générale  fera  ~ a'  a+  i • i+i  • cjr  i » 
d~h  i • e~h  i , 6cc. 

Théorème  I.  ' 

2 5 i .Dans  une  ProgreJJion  arithmétique  quelconque > 
dont  la  différence  = i \un  Terme  quelconque  ejl  égal  à 
la  Somme  faite  ; i °.  du  premier  Terme  j i°.  du  nombre 
des  Termes  précédens. 

Démonstration.  Soit  la  progreflion  arithméti- 
que donnée  a • b • c • d ; cette  progreflion  trans- 
formée en  l’expreflion  ou  formule  générale  , fera 
a • a + i • b-^z  i • c+i  , dans  laquelle  le  quatrième 
terme  eft  d=c~ t~i  : or  c=bjri  , èc  b=a~ l~i  ; donc 
le  quatrième  terme  fera  d=a~sr- i ~H  i ~f~  î —q-+- 3 . qui 
eft  la  fomrrie  faite  , i°.  du  premier  terme  , 2°.  du 
nombre  des  Termes  précédens. 

Théorème  II. 

2j  j.  Dans  une  ProgreJJion  arithmétique  quelconque 3 
dont  la  différence  =i  ; le  Quarré d'un  Terme  quelconque 
cfiégal  à la  fomme  faite  3 i°.  du  Quarré  du  premier  Ter- 
me ; 2°.  du  double  de  la  fomme  des  Termes  précédens  ; 
3°.  du  nombre  des  Termes  precédens. 

Démonstration.  Soit  la  progreflion  arithmétique 
donnée  a*  A - c , &c.  j la  progreflion  transformée 

fera  — a-  a~h i • b~h  i : le  troifiéme  terme  eft  c==b 
• ~ _ / 

dl  i , & fon  quarré  eft  cc=sbb  -+-  ib  i : or  , dans 
cette  exprellion  on  a bb  = aa  2a  -+-  x : donc  en  fub- 
ftituant  à la  place  de  bb  fa  valeur,  on  aura. 
cc  = aa-+-2a-f- 1 
— f-  2 b — f-  I 

où  l’on  voit  que  la  quarré  ce  eft  égal  à la  fomme  faite; 
i°.  du  quarré  du  premier  Terme  , fçavoir  , aa;  2°. 
du  double  de  la  fomme  des  termes  précédens  , fçavoir, 
2a  -+-  2 b \ 30.  du  nombre  des  termes  précédens  , le- 
quel eft  i -f-  i = 2. 
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Théorème  III. 

1 5 4.  Dans  une  Progreffon  arithmétique  quelconque 
dont  la  différence  = 1 3 le  Cube,  d’un  Terme  quelconque 
ejl  égal  à la  fomme  faite  3 1 °.  du  Cube  du  premier  Ter- 
vie  ; 2°,  du  triple  de  la  fomme  des  quarrés  des  Termes 
precédens  3 3 0 du  triple  de  la  fomme  des  Termes  précé- 
dais 3 q°.  du  nombre  des  Termes  précéiens. 

Démonstration.  Soit  la  progreflïon  donnée ff-a  • 
b • c ; la  progreflïon  transformée  fera  -fp  a • ü+i- 
b it  1 } le  troifiéme  terme  eft  1 3 fon  cube 

eft  c3  = £3  3 bb  + 3^+1  : or  dans  cette  expref- 

fion  l’on  a 3 3 = <z3  -+-  jaa-\-$a-\-  1 3 donc  en  fubfti- 
tuant  d la  place  de  b 3 fa  valeur,  on  aura 
C 3 = £2  3 — (—  3 — (—  1 

-H  3 bb  H-  3^-f- 1 

où  l’on  voit  que  le  cube  c3  du  troifiéme  terme  eft  égal 
à la  fomme  faite  3 1 °.  du  cube  du  premier  terme  , 
fa  voir  a 3 3 1°*  du  triple , &c. 

T H É .O  R Ê M E IV. 

155.  La  Somme  des  unités prif es  une  infinité  de  fois3 
eft  un,  Infini  du  premier  ordre  3 ou  eft  =5  00  . 

Démonstration.  L’unité  prife  une  infinité  de 
fois,  eft  une  quantité  finie  qui  a reçu  tous  fes  accroif- 
femens  finis  poflîbles  : donc  , &c. 

Théorème  V. 

1 5 6.  La  Somme  des  Termes  de  la  Pro greffon  infinie 
des  nombres  naturels  i,  2,  3, 4,5,6,  •••00  ^ eft 
la  moitié  d’un  Infini  du  fécond  ordre  3 & fon  exprcjfion 

OO  * ' * 

1 

Démonstration.  Cette  progreflïon  étant  in- 
finie , fon  dernier  terme  eft  o®  , le  nombre  des  ter- 
mes qui  précédent  le  dernier  , eft  00  — 1 : fi  l’on 
appelle  s la  fomme  des  termes  3 celle  des  termes 
qui  précédent  le  dernier  , fera  par  conféquent=  s 
— <»  « Or  par  le  fécond  théorème  (15  3 ) l’on  a <»  1 
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ï=  i -+  2*  ■ — i oo  + oo  — i * & réduifant  oc 1 = 2 s 
— 00  y 8c  ajoutant  de  part  6c  d’autre  la  quantité 
+ oo,  & réduifant , on  aura  co1  -+•  00  = is.  Or  par 
le  fécond  principe  (247),  oc1  -f-  00  = 00 1 , donc  on 
aura  00 1 = 2 s ; 6c  divifant  de  part  6c  d’autre  par  2 , 

00 1 

on  aura  s= — -. 

Ce  théorème  auroit  pu  aufli  être  prouvé  fîmple- 

ment  par  la  formule  s — , dont  nous  avons  par- 

lé  (219) , laquelle  a lieu  pour  toute  fuite  de  nombres 
naturels  , qui  commence  par  l’unité  j 6c  cette  formu- 
le donnera  ici 


nn  + n ro1  + 00  00  1 

s = = 1 . 

1 il 

Théorème  VI. 

257.  La  fomme  des  termes  de  la  ProgreJJion  des  ’ 
nombres  quarrés  1,4,9,  1 6 • • • 06  x , eft  le  tiers  d’un 

00  3 

infini  du  troifiéme  ordre  3 & fion  cxprejfion  efi  s= — . 

Démonstration.  La  fuite  naturelle  des  nombres 
étant  i,2,j,4,4,5»*-oo,le  nombre  des 
termes  eft  00  , 6c  le  nombre  des  termes  qui  pré- 
cédent le  dernier , eft  00  — 1 j la  fomme  de  tous 

les  termes  eft,  comme  on  vient  de  le  voir  , — -,  &la 

* i 

fomme  des  termes  qui  précédent  le  dernier , fera 
00  1 

par  conféquent «*  : fi  l’on  appellê  s la  fomme 

2» 

des  quarrés  de  rous  les  termes  } celle  des  quarrés 
qui  précédent  le  dernier  , fera  par  conféquent 
s — oo1.  Or  l’on  a par  ce  qui  a été  dit  (254)  00  3 =s 

< î CO 1 ' , , . 

1 -+-  3 s — 3 00  -| 3 00  -+  00  — ij  & redui- 

J QQ  1 

faut  oc  * = 3 s — 3 00 1 -+- j & ajoutant  de  part  & 

d'autre  U quantité  3 oc  * , & retranchant  de  part  6c 


\ 
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d’autre  la  quantité 


on  aura  °o  1 -4-  j e* 1 — 


= }s.  Or  par  le  fécond  principe  ( 247 ),  on  a 


ooî  -J-  3 


00' 


00  * : donc  on  aura  3 s=  00  & 


•divifant  de  part  & d’autre  par  3 , on  aura  s = — . 
Théorème  VII. 

258.  La  Somme  des  Termes  de  la  ProgreJJïon  infinie 
des  nombres  cubiques  _>  oa  des  troifiémes  puijfances  1 
8 , 27  , 64  . . . . 00  î , ç/?  /e  d’un  Infini  du  qua- 
trième ordre  , & fon  exprejfion  efi  s— . 

4 

Démonstration.  Ce  théorème  fe  prouve  de  la 
même  maniéré  que  les  deux  théorèmes  précédens  3 
en  évaluant  la  quatrième  puiflance  du  dernier  terme 
de  la  progrefiion  des  nombres  naturels,  laquelle  éva- 
luation donne  la  fomme  des  cubes  de  tous  lçs  termes. 

Corollaire. 

2 j 9.  On  prouvera  de  la  même  maniéré  que  U 
fomme  des  quatrièmes  puiftances  1,16,  8i...eo4, 
eft  la  cinquième  partie  d’un  infini  du  cinquième 

co  S 

ordre,  & que  fon  exprelïion  eft  s = 3 que  la  fom- 

cq  6 

me  des  cinquièmes  puiftances  eft  s =-^-3  & ainfi  du 

n oo1  0»' -4-*  r,  -n  00 5 

refte.  Or  on  a = — - . Pareillement = 


4*  * 


3 de  même 


t 1 -b  1 

00  4 » 5 -(-  1 


3 & ainfi  de  fuite: 


1-t"î  '4  ? + * 

d’où  il  fuit  en  général  que  fi  l’on  repréfente  l’expofant 

des  puiftances  par  l’indéterminée  m , la  fomme  de  tou- 
tes les  puiftances  pofti’bles  m des  nombres  naturels  fera 

repréfentée  par  l’expreflion  générale  j=— p-— . 
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CHAPITRE  IL 

Du  Calcul  Analytique  y ou  de  PAnalyfe. 

* 

L’Analyfe  peut  être  confidérée  ou  en  général  & 
dans  fes  principes  , ou  en  particulier  & dans  fes 
applications  ; nous  en  allons  parler  fous  ces  deux 
rapports. 

ARTICLE  I. 

, f s 

Des  Principes  de  l’Analyfe. 

160.  Lorfque  les  rapports  que  l'on  confidere,  font 
de  termes  connus  avec  d’autres  termes  connus , le 
calcul  qui  a pour  objet  ces  fortes  de  rapports  , s’ap- 
pelle Analogie  ou  Proportion  : mais  lorfque  les  rap- 
ports que  l’on  confidere , font  de  termes  connus  avec 
des  termes  inconnus , le  calcul  qui  a pour  objet  ces 
fortes  de  rapports  , s’appelle  Analyfc  : Or 

Le  but  de  l’analyfe  eft  de  découvrir  les  quan- 
tités inconnues  par  les  rapports  qu’elles  ont  avec  les 

Suantites  connues.  Le  moyen  donc  elle  fe  fert  pour 
ecouvrir  les  quantités  inconnues  , eft  la  double  ex- 
prejjion  d’une  même  quantité. 

11°.  La  double  expreilîon  d’une  même  quantité 
s appelle  Equation  ; par  ex  : la  quantité  huit  peut 
ecre  repréfentée  par  l’expreffion  8 , ou  par  celle  de 
J 3 égale  à la  première  , d’où  naît  l’équation  8 =3 
î 3 , dans  laquelle  les  quantités  jointes  par  le  figne 
= s appellent  membres  j tous  les  termes  qui  fe  trou- 
vent à la  gauche  du  Jlgne , s’appellent  premier  membre  y 
tous  ceux  qui  fe  trouvent  à la  droite , s’appellent  fé- 
cond membre.  v 
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111°.  L’ufagc  des  équations  eft  fort  étendu  ; on 
peut  par  leur  moyen  réfoudre  une  infinité  de  ques- 
tions ou  problèmes  ; par  ex:  fi  je  difois  Pierre  a io 
écus , & Paul  a 1 5 écus  j quelle  eft  la  fomme  des 
écus  qu’ils  ont  tous  les  deux  ? il  eft  clair  que  nom- 
mant x cette  fomme , la  queftion  peut  s’exprimer 
par  l’équation  x = i o -h  1 5 , & qu’elle  eft  réfolue 
par  l’équation  x = 25. 

IV°.  Le  but  de  l’équation  eft  donc  de  connoître  la 
valeur  d’une  quantité  fous  une  exprefiîon  connue  , 
lorfqu’on  ne  pouvoir  la  connoître  fous  une  autre 
exprelfion  , dont  la  valeur  étoit  inconnue. 

V°.  Les  équations  font  de  différens  degrés  : fa- 
voir , du  premier  , du  fécond  , du  troifiéme , &c. 
degré  , félon  que  l’inconnue  x ouy,&c.  eft  élevée 
à >la  première , à la  fécondé , à la  troifiéme , &c. 
puiiïance.  Nous  parlerons  fur-tout  des  équations  du 
premier  degré  , que  l’on  appelle  auflî  équations  fini- 
pics  ou  linéaires.  x 

Vl°.  Le  calcul  analytique  confifte  à former  & à 
réfoudre  des  équations  : la  formation  des  équations 
s’appelle  Synthèfe , ou  compofition  des  équations  : 
la  refolution  des  équations  s’appelle  Analyfe  , ou  dé- 
compofition  des  équations. 

PARAGRAPHE  I. 

La  Synthèfe , ou  Formation  des  Equations i 

DÉFINITIONS. 

I. 

16 x.  La  Synthèfe  , ou  formation  des  équations, 
confifte  en  général  à exprimer  la  double  valeur  d’une 
même  quantité.  La  Synthèfe  , ou  formation  des 
équations  , confidérée  par  rapport  à la  folution  des 
problèmes  , eft  l’art  d’exprimer  par  des  équations 
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l’écat  d’une  queftion  propofée  , ou  les  conditions  d’un 
problème  qui  eft  donné  à réfoudre. 

I I. 

2 61.  On  appelle  Conditions  du  problème,  des 
marques  qui  cara&érifent  les  quantités  inconnues 
dont  on  cherche  la  valeur,  & qui  fervent  à les  faire 
connoître.  Les  conditions  du  problème  font , à pro- 
prement parler  , les  rapports  que  les  quantités  incon- 
nues ont* avec  les  quantités  connues , Iefquels  rap- 
ports font  donnés  dans  l’état  de  la  queftion. 

’ III. 

2 6$.  On  appelle  problème  déterminé , celui  dans 
lequel  il  y a autant  de  conditions,  ou  de  rapports 
donnés,  qu’il  y a de  quantités  inconnues  ; & on  ap- 
pelle problème  indéterminé , celui  dans  lequel  il  y a 
moins  de  conditions  que  de  quantités  inconnues. 

I V. 

264.  On  appelle  problèmes  numériques , ou  pro- 
blèmes à' Arithmétique , ceux  que  l’on  peut  réfoudre , 
ou  aux  conditions  defquels  on  peut  fatisfaire  par  des 
nombres  : on  appelle  problèmes  géométriques  , ou  de 
Géométrie , ceux  aux  conditions  defquels  il  faut  fatis- 
faire en  aflignant  de  certaines  lignes , ou  de  certaines 
polirions  de  lignes.  Les  premiers  font  ceux  dont  nous 
allons  bientôt  donner  des  exemples. 

Proportion  /. 

265.  Quand  on  veut  réfoudre  un  problème,  il 
faut  bien  faire  attention  aux  conditions  qui  font 
énoncées  dans  l’état  de  la  queftion:  car 

1#.  Il  faut  toujours  un  certain  nombre  de  condi- 
tions , ou  de  rapports  donnés  pour  rendre  la  folution 
poflible  , & ordinairement  il  faut  autant  de  condi- 
tions , qu’il  y a de  quatités  inconnues;  favoir  , lorf- 
que  le  problème  eft  déterminé. 

II0.  Il  fe  trouve  quelquefois  dans  l’état  de  la 
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queftion  des  conditions  inutiles  & fuperflues  , 8c  qui 
ne  peuvent  qu’embarralfer  pour  la  lolution  ; il  faut 
alors  que  l’art  8c  la  dextérité  fartent  démêler  les  con- 
ditions , ou  rapports  nécertaires,  d’avec  ceux  qui  font 
inutiles  pour  la  folution. 

Proposition  II. 

iSS.  Après  avoir  bien  déterminé  les  conditions 
du  problème , il  s’agit  de  les  exprimer  algébrique- 
ment 8c  par  des  équations  : or 

1°.  Si  l’état  de  la  queftion  , ou  du  problème  pro- 
pofé  , énonce  une  proportion  ; pç.r  ex  : de  trouver  un 
quatrième  terme  x>  proportionnel  à trois  autres  don- 
nés a,  b , c,  il  ne  fera  pas  difficile  de  former  l’équa- 
tion : car  faifant  a',  b \\c  \ x , l’on  déduit  l’équation 
ax  = bc  , qui  exprime  la  queftion  propofée. 

11°.  Mais  lorfque  la  queftion  ne  renferme  pas  de 
proportion , il  faut  alors  former  les  équations  immé- 
diatement , 8c  fuivant  les  conditions  qui  font  énon- 
cées dans  le  problème. 

111°.  Le  moyen  de  parvenir  à former  ces  équa- 
tions , eft  d’exprimer  algébriquement  les  conditions 
du  problème  j c’eft-à-dire  , qu’il  faut  exprimer  en 
ftyle  algébrique  les  quantités  8c  les  rapports  de  ces 
quantités  , qui  dans  l’état  de  la  queftion  font  énon- 
cés en  ftyle  ordinaire. 

IV°.  Le  ftyle  algébrique  eft  celui  qui  fe  fertde  let- 
tres & de  lignes.  On  repréfente  donc  les  quantités 
'par  les  lettres  de  l’alphabet  ; les  quantités  connues 
par  les  premières  lettres  a,  b ,c  , d , 8cc.  les  quanti- 
tés inconnues  par  les  dernieres  lettres  x , y , £ , 8c 
les  quantités  égales  par  les  mêmes  lettres  ; 8c  pour 
exprimer  les  rapports  que  ces.  quantités  ont  entr’el- 
les , on  les  combine  les  unes  avec  les  autres  par  le 
moyen  des  lignes  H- , ■ — -,*x  , = , V^>  &c.  fuivant 
l’état  8c  la  fonéiion  qu’elles  ont  chacune  dans  le  pro- 
blème propofé. 

V°.  Il  faut  donc  ajouter  , fouftraire , multiplier , 
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tcc.  les  quantités  algébriques  , autant  & de  la  ma- 
niéré qu'il  eft  nécelïaire  , pour  qu’elles  repréfentent 
exa&ement  les  rapports  énoncés  dans  le  problème  : 
en  forte  qu’une  quantité  étant  repréfentée  par  a , le 
double  de  cette  quantité  fera  1 a j le  triple  fera  3 aÿ 
ôcc.  le  quarré  fera  a1  j le  cube  fera  a 1 ; &c.  la  fom- 
me  de  a ajoutée  à une  autre  quantité  b , fera 
la  différence  fera  a — b ; le  produit  fera  ab  j le  quo- 


tient y Pareillement  fi  la  quantité  a eft  fuppofée 
quatrième  proportionnelle  à trois  autres  quantités 

cd 

b y c , d , on  fera  b l c II  d:  a , d’où  l’on  tire  a — — , 

b 


& l’expteflion  de  la  quantité  a deviendra  pour  lors 

— - j fi  a eft  un  moyen  proportionnel  entre  b & c , on 
b 

fera  b : a’.',  a : c,  d’où  l’on  tire  aa=bc  , & a=^JCj 
&c  alors  l’expreflion  de  a fera  y/  bc . Si  l’on  vouloit  ex- 

f>rimer  que  la  quantité  x eft  la  moitié  de  ab  , moins 
es  deux  tiers  de  c.  il  faudroit  divifer  ab  par  1 pour 
en  avoir  la  moitié , & multiplier  c par  j pour  en 
avoir  les  deux  tiers  3 &c  après  avoir  retranché  la 

quantité  — de  — par  le  moyen  du  ligne  — , on  feroit 
ab  ic 
* 3’ 

Proportion  III.  , 


267.  Pour  mieux  entendre  comment  on  forme  les 
équations  , &c  comment  on  transforme  le  ftyle  ordi- 
naire en  ftyle  algébrique , nous  allons  donner  quelques 
exemples. 

1°.  Soit  propofée  cette  queftion  : Pierre  & Paul# 
ont  dépenle  enfemble  100  écusj  mais,  la  dépenfe 
de  Pierre  eft  trois  fois  plus  grande  que  celle  de  Paul  : 
quelle  eft  la  dépenfe  de  chacun?  On  voit  aifément 
que  cette  queftion  a deux  inconnues  j favoir , la 


b 
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dépenfe  de  Pierre  que  j’appelle  x , 8c  la  dépenfe 

de  Paul  que  j’appelle  y : elle  renferme  une  quantité 

connue;  favoir , les  100  écus  que  j’appelle  a:  on 

voit  aufli  qu’il  y a deux  conditions  dans  le  pro~ 

blême. 

La  première  eft  en  ftyle  ordinaire  , que  la  dépenfe 
de  Pierre  8c  celle  de  Paul  prifes  enfemble  , font  i oo 
écus,  ce  qui  s’exprime  en  ftyle  algébrique  par  l’équa- 
tion x-j-y  =a. 

La  fécondé  condition  eft  en  ftyle  ordinaire , que 
la  dépenfe  de  Pierre  eft  triple  de  celle  de  Paul  ; 
donc  x eft  triple  de  y , 8c  par  conféquent  pour  ren- 
dre^ égal  à x , il  faut  multiplier^  par  3 ; la  fécondé 
condition  s’exprimera  donc  en  ftyle  algébrique  par 
l’équation  x = 3 y. 

_ Nous  avons  deux  équations , 8c.  il  y a deux  in- 
connues , ce  qui  fait  voir  que  ce  problème  eft  dé- 
terminé. 

11°.  Soit  propofé  de  trouver  deux  nombres , tels 
que  le  premier  ajouté  au  fécond  donne  11 , 8c  que 
la  moitié  du  fécond  retranchée  du  premier  laide  6> 
Ayant  appel  lé  le  premier  nombre  x , 8c  le  fécond 
y ; ayant  défigné  la  quantité  connue  1 z par  a , 8c  <* 
par  b\  il  eft  clair  que  la  première  condition  du 
problème  s’exprime  en  ftyle  algébrique  par  l’équa- 
tion x-\-y  — a\ 

8c  que  pour  exprimer  la  fécondé  condition , il  n’y 
a qu’à  prendre  la  moitié  du  fécond  nombre  y , la- 

quelle  eft -,  la  retrancher  du  premier  nombre  x , 

ce  qui  donne  x , & l’égaler  à la  quantité  b , 8c 

* % 

l’on  exprimera  la  fécondé  condition  du  problème 
* en  ftyle  algébrique  par  l'équation 


ce  qui  donne  deux  équations , lefquelles  font  fuf- 

fi  fan  te  s 


1 
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fifantes  pour  la  folution  du  problème  , où  il  n’y  a que 
deux  inconnues. 

Proportion  I V. 

268.  Dans  l’exprellion  des  conditions , & lorf- 
qu’on  forme  les  équations  , il  ne  faut  point  intro- 
duire de  nouvelles  inconnues  fans  nécellité  3 le  but 
doit^tre  au  contraire  d’en  diminuer  le  nombre  , au- 
tant qu’il  eft  poflîble.  Or  il  arrive  fotivent  que  tou- 
tes les  inconnues  d’un  problème  peuvent  être  repré- 
fentées  par  une  même  lettre  x ou  y 3 & cela  arrive 
fur-tout  lorfque  les  inconnues  font  multiples  , ou 
fous-multiples  les  unes  des  autres.  Cela  fe  voit  dans 
le  premier  exemple  donné  ci-delfus  : car  puifque  la 
dcpenfe  x de  Pierre  eft  triple  de  la  dépenfe  y de 
Paul  3 il  s’enfuit  que  celle-ci  étant  repréfentée  par  y> 
celle-la  pourra  être  repréfentée  par  3 y , & par  ce 
moyen  les  deux  inconnues  a:  &c  y fe  trouvent  réduites 
à une  feule  inconnue  y , &c  les  deux  équations  x -h 
y—ayx=  3 y , fe  réduiront  à une  feule  équation  ’ 
5y~^~  y ~ a j oa  4.  y = a ce  qui  rendra  la  folution 
plus  facile. 

P ropojition  V . 

i£<j.  Lorfqu’on  a formé  les  équations  qui  renfer- 
ment les  conditions  du  problème  , il  faut  les  prépa- 
rer pour  la  folution.  Cette  préparation  confifte  à les 
iimplifier  : pour  les  Iimplifier  , il  faut  modifier  les 
membres  de  l’équation  par  la  voie,  ou  de  l’ addition t 
ou  de  la  JbuJlraiïion  j ou  de  la  multiplication  3 &c.  Ces 
opérations  introduifentdans  l’équation  différens chan- 
gemens  que  l’on  appelle  transformations  : cès  trans- 
formations rendent  les  équations  plus  aiféesà  réfou- 
cire  3 mais  elles  doivent  fe  faire  de  maniéré  que  l’on 
ne  détruife  pas  l’égalité  qui  le  trouve  entre  les ‘deux 
membres  3 ainli  on  ne  doit  rien  faire  d’un  côté,  qu’on 
ne  faire  précifcment  la  même  chofede  l’autre. 
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Les  réglés  fuivantes  donneront  la  méthode  d’intro- 
duire dans  une  équation  les  différentes  efpéces  de 
transformations  qui  peuvent  la  lîmpliher  fans  détruite 
l’égalité  des  membres. 

Réglé  I. 

2 70.  Si  j’ai  l’équation  x — b=ac  , il  eft  évident 
que  je  puis  (1  o) , fans  détruire  l’égalité  , ajouter  la 
quantité  b de  part  Sc  d’autre  , & il  viendra  x — *b-^~ 
p=ac-\-b  j 8c  en  réduifant  x — ac-{-b  : d’où  l’on 
déduit  cette  réglé , que  dans  une  équation  on  peut  faire 
pajfer  une  quantité  négative  d’un  membre  à l’autre,  en 
changeant  fon  Jigne  ■ — en 

R E G L E 1 1. 

271.  Soit  l’équation  x-\-b=ac 3 je  puis  (1 1)  re- 

trancher la  quantité  b de  part  & d’autre,  & j’aurai  x 
~\-b — b=ac — b,  8c  en  réduifant  x—ac — b:  d’où  fuit 
la  réglé,  que  dans  une  équation  on  peut  faire  paffer  une 
quantité  poftive  d’un  membre  à l’autre  , en  changeant 
fonfgne  en  — . 

Réglé  III. 

271.  L’équation  a -+-—==  fx  étant  donnée,  je  puis 

£11)  multiplier  les  deux  membres  par  une  même 
quantité  j par  ex  : par  le  dénominateur  c , & il  vien- 
dra ac  -| =cfx  , 8c  réduifant  , ac  b = cfx  * 

il  eft  donc  évident , que  dans  une  équatiori  on  peut 
faire  évanouir  une  fraction  qui  s’y  trouve  , en  multipliant 
par  fon  dénominateur  cous  les  autres  termes  de  l’équation . 

Réglé  IV. 

273.  Dans  l’équaticm  ab  -f-  cc  — bx , je  puis  (13) 
çvidçjnment  divifer  les  deux  membres  par  une  même 

quantité  b,  & j’aurai  & réduifant , 
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« -f-  — = x :•  on  peut  donc  dans  une  équation  dé- 
gager une  quantité  d’un  coefficient  qui  la  multiplie  en 
divifant  par  ce  coefficient  tous  les  autres  termes  de  l’é- 
quation : dans  l’équation  précédente  les  deux  quan- 
tités a &c  x ont  été  par  ce  moyen  dégagées  de  la  gran- 
deur A qui  les  multiplioit. 

Corollaire. 

174.  Toutes  les  fois  que  les  deux. membres  de 
l’équation  font  des  produits  qui  ont  une  racine  com- 
mune , .on  Amplifie  l’équation  en  divifant  les  deux 
membres  par  la  racine  commune  j par  ex  : on  Ampli- 
fie l’équation  ax-{-iay=iabc — acd } endivifantle 
tout  par  a , & il  vient  *-+-  îy  = ibe — cd. 

Réglé  F. 

175.  Si  l’on  avoir  l’équation  xx  = ab  > on  pourroit 
extraire  la  racine  quarrée  de  xx , en  faifant  la  meme 
extraction  dans  l’autre  membre  , & l’on  auroit  x — 
\é  ab  : d’où  il  fuit  que  pour  trouver  la  racine  quelcon- 
que d’une  puijfance  inconnue  j il  n’y  a qu’à  laiffier  cette 
puijfance  toute  feule  pour  faire  un  membre  de  l’ équation , 
& extraire  la  racine  propofée  des  deux  membres. 

Réglé  FI. 

27 G.  Mais  fi  l’équation,  outre  le  quarté**  de  l’in- 
connue , contient  aufli  l’inconnue  x linéraire  , comb- 
ine on  voit  dans  les  équations 

xx—  bc  — xa  xx-à-ax—bc 

ou 

XX  — 6 — * xx-\-x  — 6 

Alors  on  trouve  la  racine , en  mettant  dans  un  feul 
membre  tous  les  termes  où  fe  trouve  l’inconnue,  8c 
faifant  en  forte  que  ce  membre  devienne  un  quarré 
parfait  : or  pour  qu’il  le  devienne , il  faut  prendre 
la  moitié  du  coefficient  qui  multiplie  l’inconnue  x 
linéraire  élever  cette  moitié  au  quarré , & ajouter 
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ce  quatre  aux  deux  membres  de  l'équation  , &c  le 
premier  membre  deviendra  un  quatre  parfaic , dont 
«n  pourra  aifément  extraire  la  racine  : on  connoîtra 
donc  la  valeur  de  a:  , en  extrayant  la  racine  femblable 
des  deux  membres. 

' Dans  la  première  équation  le  coefficient  de  x eft 

a , fa  moitié  eft  — , dont  le  quarré  — étant  ajouté 

aux  deux  membres , il  viendra 

aa  a a 

xx  -h  ax  H ■=  bc  - 1 , 

4 4 • 

dont  la  racine  eft 

x-t-—  = vAc  + — 

1 . 4 

Dans  la  fécondé  équation  le  coefficient  de  .v  eft  i , 
fa  moitié  eft  7 } dont  le  quarré  j étant  ajouté  aux  deux 
membres , on  aura 

xx-\-x-\-±==6- K = t: 

& la  racine  fera  x -+-  j = y' 
donc  * = 7 — r=  r — 2. 


R E G L E F 1 1. 


277.  De  plus  , fi  le  quarré  xx  étoit  affie&é  d’un 
coefficient  tel  que  a , & que  l’on  eût  axx  - \-x  = ab ; 
il  faudroit  dégager  la  quantité  *.v  du  coefficient  qui 
la  multiplie  , en  divifant  tous  les  termes  de  l’équa- 

tion  par  le  coefficient  a j pour  avoir  xx  -+-  • — = b ; 

enfuite  on  feroit  du  premier  membre  un  quarré  par- 
fait , & l’on  trouveroit  la  racine  fuivant  la  méthode 
prefcrite  dans  la  réglé  précédente. 

PARAGRAPHE-  II. 

Analyfc  j ou  Réfolution  des  Equations. 

Après  avoir  exprimé  les  conditions  du  problème 
en  ftyle  algébrique  &c  par  des  équations , après  avoir 
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fimplifié  & préparé  ces  memes  équations  par  différentes 
transformations  , il  faut  les  réfoudre  ou  les  analyferx 

Proportion  I. 

278.  La  réfolution  ou  Yanalyfe  des  équations  con- 
fifte  à trouver  la  valeur  de  chaque  inconnue..  Cette 
valeur  fe  connoît  par  les  rapports  que  chaque  quan- 
tité inconnue  a avec  des  quantités  toutes  connues:  ces 
rapports  font  enveloppés  dans  l’équation  à caufe  de 
la  pluralité  des  inconnues  & de  leur  mélange  , foie 
entr 'elles  , foit  avec  les  quantités  connues  j il  s’agit 
de  développer  ces  rapports. 

Propofitïon  1 1. 

279.  Pour  trouver  la  valeur  des  quantités  inconnues. 

lù..  Il  faut  choifir  à volonté  une  des  inconnues  , & 

en  chercher  la  valeur.  On  la  trouve,  en  lailfant  cette 
inconnue  toute  feule  pour  faire  un  membre  de  l'é- 
quation ; & faifant  palfer  tous  les  autres  termes  de 
ce  membre  dans  l’autre  , cet  autre  membre  fera  la 
valeur  de  l'inconnue  ; par  ex  : fi  dans  l’équation  x 
y = a,  je  cherche  la  valeur  de  a?.»  je  ferai  x = a — yt 
&c  le  fécond  membre  fera  la  valeur  de  x.  . 

11°.  On  fubflitue  cette  valeur  à la  place  de  l’incon- 
nue, non  dans  l’équation  où  l’on  a pris  cette  valeur, 
(ce  qui  donnerait  deux  membres  fous  une  même  ex- 
prelîion  ) mais  dans  l’autre  équation  , ou  les  autres 
équations  5 par  ex  : ayant  les  deux  équations 
x-+-y=a 
* — * 

je  prends  dans  la  première  équation  la  valeur  de  x y 
laquelle  eft  a — y , je  la  fubftitue  à la  place  de  xdanst 
la  leconde  équation  , qui  devient 

a—y=iy 

8c  dans  laquelle  il  n’y  a plus  qu’une  feule  efpece 
d’inconnue  , fçavoir  y : cette  opération  peut  être 
appellée  première  fubjlitution. 
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III0.  Cette  fubftitution  réduit,  comme  on  le  voit^ 
les  deux  inconnues  x&jà  une  feule  y,  & les  deux 
équations  à une  feule  a — y — ; d’où  je  conclus  , 

en  transpofant, 

a — w+y» 

en  réduifant , a = 4J  3 


& en  divifant , y — 


IV°  La  valeur  de  y étant  toute  connue  , je  m’es 
fers  pour  connoître  aulïi  la  valeur  de  x ; & pour  cela 
je  mets  cette  valeur  dey  à la  place  dey  dans  toutes 
les  équations  où  fe  trouvent  x & y ; de  cette  opé- 
ration peut  s’appeller  fécondé  fubfiitution.  Dans  l’e- 
xemple précédent  je  fubftitue  25  , valeur  dey , à la 
place  dey  dans  l’équation  x = jy  ; &:  je  trouve  x = 
3X25=75;  donc  la  valeur  de  x devient  toute 
connue  , & l’équation  eft  réfolue. 

V°.  S'il  reftoit  encore  quelques  inconnues  , on 
prendroit  de  même  & fucceffivement  la  valeur  de 
çhacune  d’elles  , & on  la  fubftitueroit  à leur  place 
dans  les  équations  reftanres  , jufqu’à  ce  que  l’on  eût 
fait  évanouir  toutes  les  inconnues. 


Remarque. 


280.  II  y a cette  différence  entre  la  première  & 
la  derniere  fubftitution  ; que  dans  la  première  la  va- 
leur de  l’inconnue  n’eft  pas  toutrà-fait  connue , parce 
que  cette  valeur  eft  encore  un  mélange  de  quantités 
connues  & de  quantités  inconnues;  au  lieu  que  dans 
la  derniere  fubftitution  la  valeur  de  l’inconnue  de- 
vient tout-à-fait  connue  , ne  renfermant  plus  que  des 
quantités  connues. 

Propoftion  ‘Il J. 

281.  Lorfqu’on  fubftitue  la  valeur  d’une  incon- 
nue à la  place  de  cette  inconnue  , on  doit  fubftituer 
cette  valeur  félon  l’état  & la  fonction  que  l’incon- 
nue a dans  l’équation  , ou  les  équations  dans  le£* 
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quelles  fe  fait  cette  fubftitution  ; c’eft-à-dire  , que  fi 
l’inconnue  eft  ajoutée , ou  fouftraite  , on  ajoute  , ou 
l’on  fouftrait  fa  valeur  j fi  l’inconnue  eft  multipliée , 
ou  divifée , on  multiplie , ou  l’on  divife  fa  valeur  par 
les  mêmes  quantités  qui  multiplient  ou  qui  divilent 
l’inconnue.  Soient  les  deux  équations 
ax  -h  = b 
x-hy=±=c3 

je  veux  fubftituer  dans  la  première  équation  la  va- 
leur de  x , qui  prife  dans  la  fécondé  équation  , eft 
x=c  — y : je  remarque  que  dans  la  première  équa- 
tion x eft  multipliée  par  la  quantité  a -f— 3 3 car  ax 
+ = x X ~â-Ç\  : je  dois  donc  multiplier  la  va- 

leur c — y par  la  quantité  a -+-  3 ; ce  qui  donnera  l’é- 
quation ac  — ay  -H  3 c — 3 y — b. 

Propojitïoh  IV. 

2 S 2.  Lorfque  le  problème  eft  déterminé 3 il  11’eft 
fufceptible  que  d’une  feule  folution  : car  il  n’y  a 
qu’une  valeur  déterminée  pour  chaque  inconnue  , 
qui  puifle  fatisfaire  aux  conditions  du  problème. 
Mais»  fi  le  problème  eft  indéterminé  3 il  admet  plu- 
fieurs  folutions  j chaque  inconnue  pouvant  alors  avoir 
plufieurs  valeurs , qui  toutes  fatisferoient  aux  condi- 
tions du  problème. 

Or  dans  un  problème  indéterminé  3 il  y a plus  d’in- 
connues que  d équations  3 & alors  pour  réfoudre  le 
problème,  on  fuppofeà  quelques-urft  des  inconnues 
une  valeur  arbitraire  que  l’on  fubftituera  à la  place 
de  cette  inconnue.  Sila  valeur  fuppofée  eft  jufte  3 vous 
aurez  la  folution  du  problème  , en  fuivant  les  procé- 
dés que  nous  avons  expofés  ci-deflus.  Mais  fi  cette 
valeur  u’étoit  pas  jufte  , il  fe  rencontreroit  dans  la 
folution  des  con traditions  8c  des  oppofitions  avec 
les  conditions  du  problème  : alors  on  fuppoferoit 
une  autre  quantité  pour  la  valeur  de  l’inconnue  3 & 
fi  elle  ne  le  trouvoit  pas  encore  jufte  , on  efTaie- 
roir  fucceflivement  différentes  quantités  pour  la  va- 
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leur  de  cette  inconnue , jufqu’à  ce  qu’on  en  eût  trouvé 

une  qui  donne  la  folution  du  problème. 

Propo/îtion  V\ 

283.  Tour  l’art  de  ly  Analyfe  confifte  à réduire  tou- 
tes les  inconnues  à une  feule  : car  on  en  trouve  dans 
dans  ce  cas  aifément  la  valeur  , en  lailfant  l’inconnue 
toute  feule  pour  faire  un  membre  de  l’équation  \ fça- 
voir , en  faifant  palfer  toutes  les  quantités  connues 
dans  l’autre  membre  3 8c  la  fommede  toutes  ces  quan- 
tités connues  donnera  la  valeur  précife  de  l’inconnue. 

1°.  S’il  y a deux  équations , 8c  par  conféquent  deux 
inconnues  , il  faut  réduire  les  deux  inconnues  à une 
feule  par  la  fubftitution  , comme  dans  l’exemple 
précédent  3 8c  les  deux  équations  font  par-là  réduites 
à une  feule  équation.  . 

11°.  S’il  y a trois  équations  , St  par  conféquent  trois 
inconnues , on  réduit  les  trois  inconnues  à deux  , puis 
les  deux  à une  , ce  qui,  réduit  les  trois  équations  à 
de^jx  , 8t  les  deux  à une. 

111°.  Il  en  eft  de  même  , s’il  y a quatre  , cinq , lîx, 
fept,  &c,  inconnues.  Or  ayant  ainfi  fimplifié  le  nom- 
bre des  inconnues  8t  des  équations  , 8c  les  ayant  ré- 
duites à une  feule  , on  trouvera  la  valeur  toute  con- 
nue d’une  des  inconnues  , laquelle  valeur  par  la 
fubfitution  fera  connoître  celle  d’une  fécondé  in- 
connue 3 les  de\ix  valeurs  fqbftituées  feront  connoître 
celle  d’une  troiliéme  inconnue  , 8c  ces  trois  valeurs 
fubftituées  feront  connaître  celle  d’une  quatrième  , 
8c  ainfi  des  autres. 

'ARTICLE  II. 

Application  de  l' Analyfe  aux  Equations  Jîmples. 

L’analyfe  peut  s’appliquer  à différens  cas  3 aux 
raifons  , aux  progreflions , aux  puiflànces , Scc.  8ç 
à une  infinité  de  circonftances  dans  lefquelles  on 
peut  confidérer  la  grandeur.  L’objet  de  l’analyfe  eft 


Digitizèd  by  Googl 


D’  A L G E B R E.  i5j 

de  réfoudre  des  queftions  relatives  à ces  circonftances, 
8c  propofées  avec  certaines  conditions  3 c’eft  ce  que 
l’on  appelle  problèmes  : de  la  folution  de  ces  problè- 
mes rélultent  des  vérités  qui  conduifent  à la  décou- 
verte de  propriétés*  générales , 8c  de-là  nailfent  les 
théorèmes.  C’eft  ainfi  que  par  le  moyen  de  l’ana- 
lyfe  on  parvient  à la  connoillance  des  vérités  qui 
nous  étoient  inconnues  : nous  en  allons  donner  des 
exemples. 

Problème  I. 

2S4.  Divifer  1000  livres  entre  Pierre  3 Paul  & Jac- 
ques, de  maniéré  que  la  portion  de  Pierre  foit  douhle  de 
celle  de  Paul3  & celle  de  Paul  triple  de  celle  de  Jacques . 

Solution  I.  Soit  x la  portion  de  Jacques  3 celle 
de  Paul  qui  eft  triple  , fera  3x3  8c  celle  de  Pierre 
qui  eft  double  de  celle  de  Paul , 6x  : donc  la  con- 
dition du  problème  exprimée  algébriquement  fera 
x 3 x -f-  6x  = 1 000 , 

8c  en  réduifant , 1 ox  = 1 000 , 

& en  divifant  , #==-lt^-==  100  : ..  . 

donc  .v  portion  de  Jacques=e  100  livres  , 3 .*  = 500,’ 
livres  , 8c  6x  — 600. 

On  voit  dans  ce  problème  que  les  parties  auxquel- 
les il  faut  divifer  1000  livres  , ont  eatr’elles  un.cer- 
tain  rapport  exprimé  par  les  nombres  6 , 3 , 1 3 8c 
que  ce  problème  auroit  pu  être  énoncé  d’une  façon 
générale  , en  difant , divifer  un  tout  en  trois  parties  3 
telles  que  leur  rapport  fait  comme  6 • 5 • 1 . 

Solution  II.  Si  l’oij  fuppofoit  la  portion  de  Jac- 
ques = 10  livres  3 celle  de  Paul  feroit  30  livres  , 8c 
celle  de  Pierre  60  livres:  dans  ce  cas  la  fomme 
feroit  100  livres.  Mais  cette  fuppofition  eft  faulle, 
puifqu’il  s’agit  de  divifer  non  100  livres,  mais  iood, 
livres  3 c’eft  ce  qu’on  appelle  faujje  pofaion.  Cepen- 
dant cette  fuppofition  % quoique  faulfe  , peut  con- 
duire à la  vérité  par  le  moyen  de  la  réglé  de  trois  : 
en  difant,  fi  iqo  livres  donnent  10  livres  pour  la  por- 
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rion  du  troifiéme;  combien  donneront  1000  livre? 
pour  la  portion  du  même  ? ou  bien 

ioo  : 10  ::  1000  : x ; 
donc  x = = ioo  , 

c’eft-à-dire , que  la  portion  qui  echeoit  au  troifiéme, 
eft  ioo  livres. 

Problème  II. 

185.  On  a donné  à Pierre  1 1 livres  3 à Paul  8 livres , 
à Jacques  6 livres  J on  veut  donner  à Jean  une  fomme 
proportionnelle  aux  trois  autres  : On  demande  quelle  doit 
être  cette  fomme?  Ou  pour  énoncer  le  problème  d’une  fa- 
çon plus  générale,  on  demande  que  l’on  trouve  un  quatriè- 
me Terme  proportionnel  à trois  autres  donnés  11,8,6. 

Solution.  Ayant  exprimé  par  x le  terme  in- 
connu que  l’on  cherche  , il  faut  ranger  les  quatre 
termes  en  proportion  u : 8 6 : x:  donc  (108) 

v «*£ ü . 

. X — 11  — 

c’eft-à-dire  , que  la  fomme  qui  doit  écheoir  à Jean 
eft  4 livres. 

» Cette  méthode  de  trouver  un  quatrième  terme 
proportionnel  à trois  autres  termes  donnés  , s’ap- 
pelle la  Réglé  de  trois , comme  nous  l’avons  ait 
(108)  j elle  s’appelle  auflï  Rcgle  d’or , à caufe  de  fa 
grande  utilité.  Elle  eft  quelquefois  directe  , quelque- 
fois invcrfe , ou  réciproque. 

Réglé  de  Trois  directe. 

186.  La  réglé  de  trois  s’appelle  directe  , lorfque 
dans  l’état  de  la  queftion.  le  quatrième  terme  in- 
connu x que  l’on  cherche  ,*doit  erre  d’autant  plus 
grand , ou  plus  petit  par  rapport  au  troifiéme  , que 
le  fécond  eft  plus  grand  , ou  plus  petit  par  rapport 
au  premier  : tel  eft  l’exemple  du  problème  précé- 
dent. On  y trouve  alors  la  valeur  de  l’inconnu  xy 
en  prenant  le  produit  des  moyens  , & le  divifant 
par  l’extrcme  connu  : foit  4 l b ;;  c : x , on  aura 

X = — . Cette  réglé  s’appelle  directe , parce  que  dans 
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l’état  de  la  queftion  les  deux  derniers  termes  font  en- 
tr’eux  dans  le  même  ordre  que  le?  deux  premiers. 

Réglé  de  Trois  inverfe. 


287.  La  réglé  de  trois  s’appelle  inverfe,  ou  récipro- 
que , lorfque  par  l’état  de  la  queftion  on  voit  que  le 
quatrième  terme  inconnu  doit  être  d’autant  plus 
grand  ou  plus  petit  par  rapport ‘au  troifiéme  , que  le 
fécond  eft  plus  petit , ou  plus  grand  par  rapport  au 
premier  ; telle  feroit  cette  queftion  : trois  ouvriers 
ont  fait  un  certain  ouvrage  en  1 o heures , lix  ouvriers 
en  combien  de  tems  l’auroient-ils  fait?  Et  pour  s’af- 
furer  h l’état  de  la  queftion  exprime  une  raifon  direc- 
te , ou  réciproque  , il  faut  mettre  les  termes  homogè- 
nes avec  les  homogènes , les  ouvriers  avec  les  ou- 
vriers , les  heures  avec  les  heures. 

3 ouvriers  : 6 ouvriers  il  10  heures  : x. 

Or  l’on  voit  que  les  deux  derniers  termes  ne  font 
point  dans  le  même  ordre  que  les  deux  premiers  : on 
que  le  quatrième  terme  ne  doit  pas  être  plus  grand 
que  le  troifiéme,  de  même  que  le  feçond  eft  plus 
grand  que  le  premier  , car  fix  ouvriers  doivent  faire 
le  même  ouvrage  en  moins  de  tems  que  ne  l’ont  fatc 
trois  ouvriers  : pour  conferver  la  proportion  jufte  , 
il  faut  donc  placer  au  troifiéme  rang  le  terme  in- 
connu X ‘y 

3 ouvriers  : 6 ouvriers  il  xl  i*  heures; 

& on  aura  la  valeur  de  x , en  prenant  le  produit  des 
extrêmes  , & en  le  divifant  par  le  moyen  connu  , 
favoir , x = Riil  = ^ = 5 : car  étant  donnée  la 
proportion  al  b x l c , on  auroit  tx  = acj  & par 


conféquent  x — 


Cette  réglé  s’appelle  inverfe  ou  réciproque , ou  in- 
directe , parce  que  dans  la  queftion  propofée  les  deux 
derniers  termes  homogènes  font  entr’eux  dans  un 
ordre  renverfé  des  deux  premiers. 
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Corollaire  I. 

288.  Pour  Exprimer  que  deux  quantités  quelcon- 

ques x 6c  y font  en  raifon  directe  de  deux  autres  3 & 
2 , on  fait  * \y  3 : 2,  ce  qui  eft  évident.  Mais 
pour  exprimer  que  deux  quantités  quelconques  x 
6c  y font  en  raifon  inverfe  ou  réciproque  de  3 & 2 , 
on  fait  x : y ::  1 : On  peut  aulli  exprimer  cette 

raifon  réciproque , en  faifant  x : y 3 car  les 

produits  des  extrêmes  & des  moyens  feront  les  mê- 
mes dans  les  deux  proportions  3 favoir  , 3*  = 2 y y6c 

x y . . 

- = - , ce  qui  revient  au  même. 

» 3 

Corollaire  1 1.  1 

289.  On  doit  conclure  de  ce  que  nous  venons  de 
dire , <J*e  deux  quantités , qui  font  exprimées  par 
des  fractions  dont  le  numérateur  eft  l’unité,  font  en 
raifon  réciproque  des  dénominateurs.  Si  l’on  a , par  ex: 
a : b £ • j,  les  quantités  a 6c  b feront  en  raifon  ré- 
ciproque des  dénominateurs  2 & 3. 

Corollaire  III. 

290.  C’eft  fur  la  réglé  de  trois  qu’eft  fondée  la  mé- 
thode que  nous  avons  donnée  pour  multiplier  les 
nombres  complexes  , ou  les  nombres  de  differente 
efpéce.  Soient , par  ex  : 1 5 toiles  6c  7 pieds  à mul- 
tiplier par  2 livres , 2 fols , en  fuppofant  que  le  prix 
de  la  toife  eft  2 l^res  2 fols.  Nous  avons  dit  (101) 
qu’après  avoir  réduit  le  multiplicande,  & le  multipli- 
cateur à leurs  plus  petites  efpcces  3 favoir  , 97  pieds  , 
42  fols , & pris  le  produit  qui  eft  4074  fols  3 il  falloit 
divifer  ce  produit  par  6 , qui  exprime  le  nombre  de 
fois  que  la  petite  efpéce  du  multiplicande  eft  contenue 
dans  la  plus  grande  3 favoir  , le  pied  dans  la  toife  , ce 
qui  donne  ^^  = 1679  fols. 

Or  dans  cette  opération  on  fait  réellement,  ou 
du  moins  équivalemment  une  réglé  de  trois,  ou  une 
proportion,  6 pieds  : 97  pieds  ;;  42  fols:  x,  dans 
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laquelle  on  multiplie  les  deux  moyens  l’un  par  l’au- 
tre, 8c  l’on  divife  le  produit  par  l’extrême  Connu  6 , 
pour  avoir  x = — - — =-7-=  079  lois. 

En  général , dans  toute  multiplication , le  multi- 
plicande & le  multiplicateur  peuvent  être  regardés 
comme  les  deux  moyens  d’une  proportion  , dont  le 
premier  terme  eft  X unité , ou  la  grande  efpéce , que 
l’on  confidére  dans  le  multiplicande,  & le  dernier  elt 
le  réfultat  ou  le  produit  que  l’on  cherche  : ainfi  lorf- 
qu’on  33X4=11,  on  peut  conclure  113:14:11. 

Problème  111. 

291.  20  Hommes  en  XQ  jours  ont  fait  100  toifes  ; 
on  demande  , 30  Hommes  en  6 jours  combien  feront-ils 
de  toifes  ? 

Solution.  Cette  queltion  renferme  cinq  ter- 
mes , ce  que  l’on  appelle  la  réglé  de  cinq  : pour  la 
réfoudre , on  exprime  l’état  de  la  queftion  par  deux 
proportions,  en  cette  maniéré:  fi  20  hommes  011 
fait  100  toifes,  30  hommes  combien  en  feront-ils  Z 

OU  20! IOO:: 3O:* y 

& fi  en  10  jours  on  a fait  100  toifes  j en  6 jours 
combien  en  fera-t-on  ? ou 

. 10:  ioo::<î:jrj 
les  deux  proportions  font  donc 

20:100:: 30:*, 

. 10: iooil6:xt 
ou  plus  Amplement , 


2°:  100::  t°’.x 

10  6 


Maintenant  il  n’y  a qu’à  multiplier  le  nombre 
des  ouvriers  par  le  nombre  des  jours,  20  par  10  , 
ce  qui  donne  200  , & .30  par  6 , ce  qui  donne  1 80  : 
car  20  ouvriers  qui  travaillent  pendant  10  jours, 
font  la  même  chofe  que  200  ouvriers  qui  travail- 
lent pendant  un  feul  jour  3 pareillement  30  ouvriers 
qui  travaillent  pendant  6 jours  , font  la  même  chofe 
que  1S0  ouvriers  qui  travaillent  pendant  un  feul 
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jour;  les  deux  proporions  fe  réduifent  donc  à une 
feule  , que  l’on  rélout  par  la  limple  réglé  de  trois, 
looî  100::  i8o:x; 

J _ iS»Xioo  igooo  ( 

donc  on  aurax=  -t^-=-T7j-=r9o. 

Si  la  queftion  propofée  avoic  renfermé  fept  ter- 
mes , ce  qui  donne  la  réglé  de  fept , il  eût  fallu  faire 
trois  proportions , qui  par  une  multiplication  de 
termes,  lemblable  à celle  qui  a été  faire  ci-delïus, 
auroient  été  réduites  à une  feule  : fi  elle  avoit  eu 
neul  termes,  ce  que  l’on  appelle  réglé  de  neuf , il  eût 
fallu  faire  quatre  proportions,  qui,  par  la  multiplica- 
tion des  termes  auroient  été  réduites  i une  feule. 
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I V. 


19 1.  Pierre  y Jacques  & Jean  ont  fait  un  fonds  de 
1 3oo  livres  ; Pierre  y a mis  300  livres  , Jacques  600 
livres  , & Jean  900  livres  3 ils  ont  fait  fur  ce  fonds  un 
gain  de  9000  livres . On  demande  combien  chacun  doit 
participer  au  gain  , à proportion  de  la  mife  qu  il  a faite. 

Cette  queftion  peut  être  énoncée  d’une  maniéré 
générale  , en  propofant  de  diviftr  un  tout  en  parties 
proportionnelles  aux  parties  d’un  autre  tout. 

Solution.  Ce  problème  renferme  ce  que  l’on 
appelle  la  réglé  de  compagnie  ; il  eft  clair  que  le  gain 
qui  doit  revenir  à chacun  , doit  être  proportion- 
nel à la  mife  qu’il  a faite  : cette  queftion  le  réfout 
donc  par  autant  de  proportions,  qu’il  y a de  termes 
inconnus , en  difant  j le  fond  eft  au  gain  comme  la 
mife  de  chacun  eft  à la  portion  du  gain  qui  revient 
à chacun  : foit  x la  portion  qui  doit  revenir  à 
Pierre:  celle  de  Jacques  ,y  j & celle  de  Jean , ^ : on 
aura  ( joo-at 

1800 *9000 6oo-y 

9°°’ïi 

1700000 

*=-7T^-=M00> 

(409000  _ 

y=~ — - = 30oo> 
l — 45  °°- 


«pogle 


donc 

& 

& 
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Problème  V. 

29  }.  Etant  donné  des  Quantités  de  différens  prix  , 
déterminer  les  portions  qu’il  faut  prendre  de  chacune 
d’elles  y pour  faire  fait  un  mélange  3 fait  un  alliage  , 
dont  telle  mefure  ou  tel  poids  foit  à un  prix  moyen. 

Ce  problème  renferme  ce  que  l’on  appelle  la  Réglé 
d’alliage.  La  réglé  d’ailliage  eft  la  méthode  donc  on 
fe  fert,  lofqu’on  veut  mêler  enfemble  des  matières 
différentes  , comme  des  vins  de  différente  efpéce , 
des  bleds  de  différens  prix,  des  métaux  de  différens 
titres  : elle  eft  de  même  que  la  réglé  de  tipis  , ou 
directe  y ou  inverfe. 

Réglé  (T Alliage  directe. 

294.  La  réglé  d’alliage  directe  eft  la  méthode  de 
trouver  le  prix  moyen  d’un  mélange  quelconque, 
lorfque  les  portions  qui  doivent  le  compofer , font 
données , & que  les  prix  de  ces  portions  font  connus. 

Exemple.  On  veut  mêler  enfemble  des  vins  de 
difféfeqs  prix  3 favoir,  4 pintes  de  vin  à 10  fols, 
& 6 pintes  de  vin  à 15  fols  la  pinte,  on  demande 
quel  fera  le  prix  moyen  , ou  le  prix  auquel  reviendra 
la  pinte  après  le  mélange  fait? 

Solution  I.  Prenez  la  fomme  des  portions  ou  me- 
fures  qui  doivent  compofer  le  mélange  , prenez  aulïi 
la  fomme  des  prix  de  toutes  ces  mefures. 


Mefures , . Prix 

4 pintes  à 1 o f.  font  ' 40  f. 

6 pintes  à 1 5 f.  font  90  f. 


10  mefures.  1 30  f. 


Faites  enfuite  la  proportion  \ la  fomme  des  mefu- 
res ou  le  mélange  entier  eft  au  prix  total , comme  une 
feule Tnefure  eft  au  prix  moyen,  ou 

10  pintes  : 130::  1 pinte  : .v  = 5=3  1 i - 

Cette  queftion  fe  réfout,  comme  l’on  voit,  par  une 
fimple  réglé  de  trois , & porte  avec  çllc  fa  démgnftra- 
don.  ..  ' • 
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Solution  II.  On  peut  auflî  réfoudre  la  queftiort 
propolée  d’une  façon  générale.  Car  foit  x le  prix 
moyen  cherché } a le  plus  haut  prix  ÿ b le  plus  bas 
prix:  m la  portion  que  l’on  prend  de  la  quantité  du 
plus  haut  prix  , n la  portion  pnfe  de  la  quantité  du 
plus  J^as  prix } il  eft  évident  que  le  prix  de  la  por- 
tion m , fera  am  } que  celui  de  la  portion  n fera  bn  ÿ 
que  la  fomme  des  portions  ou  mefures  qui  compo- 
fent  le  mélange  , fera  m-^n , & par  confequent  que 
Je  prix  total  du  mélange  fera  am-{-bnj  on  trou- 
vera do»c  le  prix  moyen , ou  le  prix  auquel  re- 
viendra chaque  rnefure  du  mélange  , en  faifanü 

. . am-\-bn 

m-\-n  : am-\~bn  ::  i • x,  ce  quidonne*  = , 

1 tn-\-n 

c’eft- à-dire,  qu’il  faut  divifer  le  prix  total  du  mélan- 
ge , par  le  nombre  des  mefures  qui  le  compofent , 
& fubftituant  les  valeurs  numériques  données  ci- 
deffus  , ou  aura 

am-\-bn 15x^4-10x4 9° 4~4Q . 

* m-\-n  4-f-6  10  10  1 

Réglé  d’ Alliage  inverfe. 

295.  La  réglé  d’alliage  inverfe  eft  une  méthode  par 
laquelle  étant  donné  le  prix  ou  titre  moyen  que  l’on 
veut  faire  réfulter  d’un  mélange  ou  d’un  alliage  quel- 
conque , étant  aufli  donnés  les  prix  particuliers  des 
quantités  dont  on  veut  faire  le  mélange  j il  s’agit  de 
déterminer  les  portions  dont  doit  réfulter  le  mélange 
ou  l’alliage.  f 

Cette  réglé  s’appelle  inverfe , foit  par  oppofition 
à la  réglé  d’alliage  directe , dans  laquelle  on  cherche 
toujours  le  prix  ou  titre  moyen  qui  doit  réfulter, 
par  le  moyen  des  portions , & des  prix  particuliers 
que  l’on  connoît  ; au  lieu  que  dans  celle-ci  on  cher- 
che les  portions  qu’il  faut  faut  prendre  des  quantités, 

fiar  le  moyen  du  titre  moyen  & des  prix  particu- 
iers  qui  font  connus  : fort  parce  que  dans  l’opéra- 
tion , 
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tion  , en  comparant , comme  nous  le  verrons , les  prix 
particuliers  connus  avec  le  prix  moyen  , on  en  prend  . 
les  différences  dans  un  ordre  renverfé. 

Exemple.  La  livre  d’étain  étant  fuppofée  de  i G 
fols,  & la  livre  de  plomb  de  io  fols , combien  faut- 
il  prendre  de  l’un  & de  l’autre  pour  faire  un  alliage 
dont  la  livre  puilfe  être  vendue  à un  prix  moyen  1 2 
fols  ? 

Solution  I.  Dans  l’exemple  propofé  il  y a deux 
prix  , ou  deux  titres  donnés  : c’eft  pourquoi 

1°.  Comparez  les  deux  prix  avec  le  prix  moyen 
pour  *n  connoître  les  différences  : donnez  au  plus 
haut  prix  la  différence  du  prix  moyen  avec  le  plus 
bas  prix  j & au  plus  bas  prix  la  différence  du  prix 
moyen  avec  le  plus  haut , de  cette  maniéré  , 
f 16  » • • • i 

11 

IO  • • • « ^ 

Ces  différences  dénotent  combien  il  faut  prendre 
de  parties  de  chaque  quantité , pour  faire  f alliage  ou 
le  mélange  ; dans  la  queftion  ci-deffus  il  faut  pren- 
dre deux  parties  d’étain  & quatre  de  plomb  ; &c  comme 
la  fomme  des  parties  qui  composeront  l’alliage  , eft 
2 -f-  4 = 6 \ les  parties  qu’il  faut  prendre  des  deux 

quantités  , font  j , , ou , ce  qui  revient  au  même  , 

1 & 

| > ? 

11°.  S’il  y avoit  trois  titres  donnés  tels  que  io  , 1 6, 
13,  dont  on  voulût  faire  un  alliage  qui  fût  d’un  titre 
moyen  145  après  les  avoir  difpofés  , comme  il  fuit. 


r 20  • • • • 

\ l6  • y • • 

( IO  • . • . 


6 -f—  2 


Il  faut  prendre  les  titres  donnés  deux  à deux , 
commençant  par  le  plus  haut  & le  plus  bas,  fçavoir, 
20  & 1 o j les  comparer  avec  le  titre  moyen  pour  en 
prendre  les  différences  6 8c  4,  que  l’on  écrit  Suivant 
le  procédé  ci-dellus , 6 à côté  de  10  , & 4 à côté  de 


Digitized  by  Google 


itfi  É L E M E N S 

20  : enfuite  , comme  le  nombre  des  titres  donnes  eft: 
impair  , pour  comparer  le  titre  reliant  1 6 , je  prends 
avec  lui  l’un  des  autres  titres  déjà  comparés.;  fçavoir 
ici  io  plutôt  que  20,  parce  que  le  titre  moyen  14 
fe  trouve  intercepté  entre  1 G 6c  10  , 6c  non  entre 
16  6c  10;  6c  prenant  leurs  différences  qui  font  2 6c 
4 , je  donne  la  différence  4 au  titre  16 , 6c  la-diffé- 
rence 2 au  titre  10  , lequel  fe  trouve  avoir  ainfi  deux 
différences  écrites  à côté;  fçavoir,  6 6c  2,  parce  qu’il 
a été  comparé  deux  fois.  Les  différences  trouvées 
font  donc  4,  4,  & <>-1-2  = 8,  dont  la  fomme  eft 
1 6 : ce  qui  fait  voir  que  les  portions  qu’il  fauf  pren- 
dre des  titres  20  , 1 6 &c  10  , font  ^ ; ou  en 
réduifant  £ 3 lefquelles  fraétions  évaluées  don- 
neront les  nombres  5,4,5,  dont  la  fomme  eft  14, 
& qui  par  conféquent  fatisfônt  aux  conditions  du 
problème. 

111°.  S’il  y avoit  quatre  titres  donnés  , on  les 
prendroit  deux  à deux , obfervant  de  prendre  tou- 
jours l’un  *au-deffus  , 6c  l’autre  au-deiibus  du  titre 
moyen  , ( fans  quoi  la  folution  feroit  impoffible  ; 
puce  que  le  titre  auquel  on  veut  réduire , ne  feroit 
plus  mdyen  entre  les  titres  comparés  ; ) d’où  il 
réfulte  que  dans  quelques  cas  le  meme  titre  doit  être 
comparé  plufieurs  fois , comme  dans  cet  exemple  > 
Ç 16  . • xi  4 + 1 = 18. 

lu..  4 
22<  „ 

1 1 8 . . 4 * 

(,  10  . . 4 

où  le  même  titre  16  eft  comparé  avec  chacun  de 
trois  autres' titres  , parce  que  çeux-ci  font  tous  au- 
deffous  du  titre  moyen  donné  22. 

Solution  II.  On  peut  aufli  réfoudre  la  queftion 
d’une  façon  générale.  Car  foit  a^pellé  a , le  plus 
haut  prix  ; b le  plus  bas  prix  ; c le  prix  moyen  ; la 
mefure  que  l’on  veut  réduire  au  prix  moyen  foit=  1 ; 
la  portion  que  l’on  doit  prendre  de  la  quantité  du 
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^lus  haut  prix  foit  repréfenrée  par  x\  par  conféquent 
celle  que  l'on  doit  prendre  de  la  quantité  du  plus  bas 
prix  , fera  i — x.  Le  prix  de  la  portion  x fera  égal  au 
nombre  des  mefures  qui  y font  contenues,  multiplié 
par  le  prix  a 3 que  coûte  chaque  mefure  , & fera  par 
conféquent  ax  : par  la  même  raifon  le  prix  de  la 
portion  i — x 3 fera  b—  bx. 

Or  la  fomme  de  ces  prix  doit  être  égale  au  prix 
moyen  j on  aura  donc  ax-\-b  — bx=c, 
donc  ax — bx—c — b3 

c — b 


Sc 


maintenant  fuppofant  a = 
c — b 

on  aura  x— 

a — o 


ioo  > b — 60 

„ 7*  ►«  60  1 1 

I OO  m < o ’ 49 


Démonstration.  La  raifon  de  cette  opération 
eft  que  les  titres  doivent  fournir  à l’alliage  , ou  au 
mélange  , d’autant  plus  qu’ils  different  moins  du  titre 
moyen , & d’autant  moins  qu’ils  en  different  plus  : 
donc  les  portions  qu’ils  doivent  fournir  , font  entr’el- 
les  réciproquement  comme  les  différences  qu’ont  les 
titres  avec  le  titre  moyen  : donc  pour  connoître  ces 
portions  , il  n’y  a qu’à  donner  au  plus  haut  titre  la 
différence  du  plus  petit , & réciproquement. 


Problème  VI. 


lt)6.  Deux  Dimenfions  3 par  ex  : V une  de  6$  pieds  3 
& l'autre  de  40  pieds  , étant  données  à mefure r j trou- 
ver la  plus  grande  Mefure  pojfible  dont  on  puiffe  fe  fer- 
vir  pour  mefurer  exactement  & fans  rejle  ces  deux  Di- 
menfions. 

Solution.  Le  problème  fe  réduit , comme  il  eft 
aifé  de  le  voir  , à trouver  le  plus  grand  divifeur 
commun  des  deux  nombres  6 5 Sc  40.  Il  faut  donc  , 
fuivant  ce  qui  a été  dit  ( 69  ),  divifer  6 5 par  40  , 
ce  qui  donne  le  quotient  1 , & le  refte  z 5 j enfuite  , 
( négligeant  le  quotient , ) diyifer  40  par  z j , d’où 
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réfultera  le  quotient  i , 8c  le  refte  1 5 : puis  divifer 
le  premier  refte  1 j par  le  fécond  1 5 , d’où  l’on  aura 
le  quotient  1 , &le  refte  10;  de  plusdivifer  le  fécond 
refte  1 5 par  le  troifiéme  10 , ce  qui  donne  le  quotient 
1 avec  le  refte  5 ; enfin  divifer  le  troifiéme  refte  10 
par  le  quatrième  5 & l’on  aura  le  quotient  jufte  2 : 
par  conféquent  le  nombre  5 eft  le  plus  grand  com- 
mun divifeur  dont  on  puifte  fe  fervir  pour  divifer 
fans  refte  les  nombres  6 5 8c  40,  /■ 

Démonstration.  Soient  A & B , dont  il  faille 
trouver  le  plus  grand  commun  divifeur  ; il  eft  clair 
que  A & B doivent  ctre  des  produits  exaéts  de  ce 
plus  grand  commun  divifeur  : or 

1 O , • rt  k T» 

1°.  Si  ayant  divue  A par  B , on  trouve  le  quo- 
tient 3 jufte  8c  fans  refte  ; il  eft  évident  que  A fera 
compofé  de  B pris  3 fois , ou  que  l’on  aura  A=  3 B \ 
8c  que  B fera  compofc  de  B pris  une  fois  : par  con- 
féquent B fera  le  plus  gran4  commun  divifeur  de  A 
& de  B. 

II0.  Mais  fi  ayant  divifé  A par  B , on  trouve  le 

3uorient  3 avec  le  refte  C 3 il  eft  clair  que  le  divi- 
ende  A , diminué  de  ce  refte  C , fera  précifémenc 
dgal  au  produit  du  divifeur  par  le  quotient , ou  que 
l’on  aura  A — C = 3 B.  Si  déplus  on  divife  BparC  , 
& que  l’on  trouve  le  quotient  4 avec  le  refte  D,  on 
aura  aufii  B — D=4C.  Si  l’on  divife  encore  C par 
D,  & que  l’on  trouve  le  quotient  3 jufte  & fans  refte, 
on  aura  C = 3D.  Nous  avons  donc 
A— C = 3B 
B — D=4C 
C = 3D 

Maintenant  prenant  la  valeur  de  C dans  la  troifiéme 
équation,  8c  la  fubftituant  dans  les  deux  autres,  elles 
deviendront  A — 3D  = 3 B 
B — D=iiD 

prenant  encore  la  valeur  de  B dans  la  fécondé  équa- 
tion 3 c’eft-à-dire  , faifantB=  1 iD-l-D=i  3D  , &c 
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fubftituant  cette  valeur  dans  la  première  ; nous  au- 
rons A — 3 D = 3 x i3D=35)D 

donc  A=3';D-t-3D  = 4iD 

donc  42  . . ...  * 


r g 

mais  d’ailleurs  B = x 3D,  donc  —==13. 


D 


Donc  D fera  un  divifeur  commun  de  A 8c  de  B.  Mais 
il  fera  le  plus  grand  divifeur  poflilSIe  3 puifque  c’eft 
le  plus  grand  refte  que  l’on  ait  trouvé  qui  puiiîe  divi- 
fer  julte  les  deux  quantités  donnés  A & B.  Donc,  5cc. 


Problème  VI. 

297.  Deux  Courier  s partent  d’un  même  lieu  3 mais 
en  différens  tems  : le  premier  fait  3 lieues  en  2 heures  3 
le  fécond  en  fait  7 en  3 heures  : le  premier  a 8 heures 
d’avance  3 quand  fera-t-il  atteint  par  le  fécond ? 

Solution.  Soit  x le  chemin  que  le  fécond  courier 
aura  fait  lorfqu’il  joindra  le  premier.  11  eft  clair  que 
ce  chemin  doit  être  égal  à celui  que  le  premier  Cou- 
rier aura  fait  pendant  les  8 fleures  d’avance  , plus 
au  chemin  qu’il  aura  fait  pendant  le  tems  que  le 
fécond  aura  couru.  Cherchons  d’abord  le  chemin 
que  le  premier  courier  aura  fait  pendant  les  8 heu- 
res d’avance  3 & pour  cela  remarquons  que  fa  vî- 
teffe  étant  toujours  la  même , les  efpaces  qu’il  par- 
court feront  proportionnels  aux  tems  employés  à les 
parcourir.  Je  fais  donc  la  proportion  3 2 heures  font 
a 8 heures  , comme  3 lieues  lont  au  chemin  cherché 
y S 9*, 

2 heures  : 8 heures  ;i  3 lieues  '.y  — 11. 

De  plus  pour  trouver  le  chemin  que  le  même  cou- 
rier a fait  pendant  le  tems  que  le  fécond  a couru  , 
ou  pendant  le  tems  que  le  fécond  courier  fera  le 
chemin  x : il  faut  premièrement  chercher  le  tems 
que  le  fécond  courier  met  à faire  ce  chemin  x , ce 
qui  fe  trouve  par  cette  proportion. 
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7 lieues  : x ::  j heures 

7 . 

enfuite  chercher  le  chemin  que  le  premier  courier 

aura  fait  en  ce  tems  — j en  faifant  la  proportion  , 

7 

i heures  : — il  3 lieues  : — , 

7 14 

dont  le  quatrième  terme  — exprime  le  chemin  fait 

par  le  premier  courier  pendant  le  tems  ~ que  le 
fécond  a couru. 

Par  conféquent  la  quantité  1 1 -h  — exprime  le 

chemin  x que  le  premier  courier  aura  fait , &c  pen- 
dant les  8 heures  qu’il  avoit  d’avance  , & pendant 
le  tems  que  le  fécond  aura  couru  : on  aura  donc 

i 9* 

x—  1 1-| 

*4. 

l^XS=Pj6i-\~Ç)X 
14.V — £).r=5=3i68 

jar  = 168 

Le  fécond  courier  joindra  donc  le  premier  , lors- 
qu'il aura  fait  3 3 7 lieues  : & puifqu’ii  fait  7 lieues 

en  3 heures  3 e^i  faifant  la  proportion  7 lieues  : 3 j 
7 lieues  1:3  heures  : x = 14  heures  , 24  minu- 
tes ; on  trouvera  que  le  fécond  courier  joindra  le 
premier,  lorfqu ’il  aura  fait  14  heures  24  minutes 
de  marche. 

Si  l’on  fuppofoit  que  le  premier  courier  fût  parti 
non  feulement  plutôt  , mais  aufli  d’un  lieu  plus 
avancé  3 la  queftion  , quoique  plus  compliquée  , 
pourroit  être  réfolue  , en  raifonnant  fui  vaut  les 
principes  ci-delfus. 

Problème  VIII. 

298.  La  Somme  de  deux  Nombres  étant  connue  , & 


eu 

donc 

& en  Amplifiant , 
donc 
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leur  Différence  étant  auffi  connue  , trouver  quels  font 
ces  deux  Nombres. 

Solution.  Soient  les  deux  nombres  que  l’on 
cherche  , le  plus  grand  défigné  par  * , & le  plus  petit 
par  y ; leur  Tomme  Toit  40  =a  , & leur  différence 
Toit  S = d : il  eft  évident , 

1°.  Que  tes  deux  nombres  pris  enfemble  égalent  la 
fomme,  ou  a* -^^  = <7. 

11°.  Qu’en  retranchant  le  plus  petit  du  plus  grand , 
on  aura  ta  différence , ou  a — y = d. 

Ces  deux  équations  expriment  les  conditions  du 
problème. 

III'5.  Prenons  la  valeur  de  x dans  ta  première 
équation  \ elle  fera  x — a — y j 
fubftituons  - la  dans  la  fécondé  équation  , qui  par 
conféquent  deviendra  cl — y — y =d\ 
ou  a — iy=d 

& tranfpofant , a — d=iy 

& divifant  par  2 , y = : 

11 

donc  la  valeur  de  y eft  toute  connue. 

IV°.  Subftituons  cette  valeur  toute  connue  à la 
plade  de  y dans  la  première  équation,  qui  étant 

x-\-y=: a3  deviendra  x -+-  - — -=<z 

2 l 


c’eft-a-dire  , que  la  plus  grande  quantité  eft  égale  à 
la  moitié  de  la  fomme , plus  la  moitié  de  la  différen- 
ce ; & que  la  plus  petite  eft  égale  à la  moiric  de  la 
fomme  , moins  la  moitié  de  la  différence. 

V°.  Si  à la  place  des  indéterminées  a 8c  d , nous 
fubftituons  leur  YaIeur,nous  trouverons  queA  = X4, 
8c  y = 16.  L 4 
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Problème  IX. 


4 68 


f' 


299.  Un  réfervoir  de  100  pieds  cubes  reçoit  de  Veau, 
par  trois  canaux  ; dont  le  premier  rempliroit  1 0 pieds 
cubes  en  une  heure  ; le  fécond  3 2 / pieds  cubes  en  deux 
heures  ; & le  troifieme  4.0  pieds  cubes  en  trois  heures  3 
fi  les  canaux  couloient  fuccejfivement  : en  combien  de  tems 
le  bajjin  fe  remplira  t-il  3 files  canaux  coulent  enfemble? 

Solution.  1°.  Puifque  le  premier  canal  rempliroit 
1 o pieds  cubes  en  une  heure  j on  voir  aifémenr  par 
la  réglé  de  trois  , qu’il  rempliroit  le  badin  entier  en 
1 o heures  , s’il  couloir  feul  : par  la  même  raifon  le 
fécond  canal  rempliroit  le  baflîn  en  8 heures  , Sc  le 
troifieme  le  rempliroit  en  7 heures^  ; ainfila  queftion 
fe  peut  Amplifier  , peut  être  réduite  à ce  cas  Am- 
ple : En  combien  de  tems  un  baffin  fera-t-il  rempli  par 
trois  canaux  coulans  cnfemble  ; & dont  le  premier  3 s’il 
couloit  feul  j le  rempliroit  en  10  heures  j le  fécond  3 en 
S heures  ; & le  troifieme  3 en  j heures  7 ? 

11°.  Puifque  le  premier  canal  rempliroit  le  baflîn 
en  10  heures , il  fournit  donc  au  baflîn  pendant  une 
heure  un  ~ du  volume  d’eau  qui  fuflït  pour  le  rem- 
plir : par  la  même  raifon  le  fécond  canal  en  four- 
nit un  j dans  le  même  tems  , & le  troifieme  un 


7 -h  7 = T-  = 77.  Ainfi  le  baflîn  reçoit  par  les  trois 
canaux  coulans  enfemble  77  -+-  7 -H  77  d’eau  dans 
une  heure.  Ces  trois  fractions  ajoutées  enfemble  font 
--T.V.r"'  =7^  = fro:  c’eft-à-dire , que  le  réfer- 
voir en  queftion  reçoit  dans  une  heure  la  quantité 
777 du  volume  d’eau  nééeflaire  pour  le  remplir  * lequel 
volume  eft  777. 

mi  • ® • • • • 

°.  C’eft  pourquoi  je  fais  cette  proportion  ; puif- 
que le  réfervoir  dans  une  heure  reçoit  — du  volume 
d’eau , dont  il  faut  — pour  le  remplir  ; en  combien 
Pou 

- d’eau  : x='fï  = i heures 


de  tems  recevra-t-il 
~ d’eau  : 1 heure 
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c’eft-à-dire,  que  le  réfervoir  fe  remplira  en 
deux  heures  , plus  ^ d’heure , laquelle  fraction  vaut 
plus  de  j d’heure. 

Problème  X. 

3 oo.  Trouver  trois  nombres  x . y , z , dont  la  fomme 
y bit  60 , & qui  foient  tels  que  la  Différence  de  x & y foit 
double  de  la  Différence  dey  & de  z. 

Solution.  La  première  condition  du  problème 
eft  x-4- y -\-%  = 6o. 

La  fécondé  condition  étant  que  la  différence  x — y 
eft  double  de  la  différence  x — £ , il  en  réfulte 
x—y—iy — i ï-  . 

Les  conditions  du  problème  ne  peuvent  s’exprimer 
que  par  ces  deux  équations  : or  le  problème  renfer- 
me trois  inconnues  ; il  a donc  une  inconnue  de  plus 
qu’il  n’a  de  conditions,  ou  d’équations  ; d’où  il  fuit 
qu’il  eft  indéterminé. 

Je  prends  la  valeur  de  xdans  la  fécondé  équation; 
& j’aurai  x — $y — i£. 

Je  la  fubftitue  dans  la  première  équation  à la 
place  de  x , 8c  j’aurai  3 y — -\-%=6o , 

ou  ^ 4T  — l=6o‘\ 

dans  laquelle  équation  je  ne  puis  faire  évanouir  ni 
y , ni  ç ; il  faut  donc  füppofer  une  valeur  , par  ex  ; ' 
a y : je  fuppofe  y = 1,8  , 

& j’aurai  -ji  — % — 6 o ; 

donc  \==  i*1  : 

8c  fubftituant  ces  deux  valeurs  de  y & de  £.dans  la 
première  équation  , nous  trouverons  que 
x = 3 o. 

Ces  trois  nombres  30,  18,  11,  fatisfont  aux 
conditions  du  problème.  * " 

On  auroit  pu  füppofer  y = 1 6 , 8c  alors  on  auroit 
eu  £ = 4 j 8c  x = 40  ; ces  trois  nombres  40  , 1 6 
ôc  4,  fatisfont  encore  aux  conditions  du  problème  , 
ce  qui  fait  voir  que  ce  problème  eft  fufceptible  de 
plufieurs  folutions. 


É L E M E N S 
Problème-XL 


176 


301.  Trouver  un  nombre  x , dont  le  quarré  y xx  , & 
le  produit  y ax  , par  une  quantité  connue  y a , pris  en - 
femble  yf»ient  égaux  à une  grandeur  connue  y b. 

Solution.  1°.  Le  problème  ne  renferme  qu’une 
condition,  laquelle  s’exprime  par  1 équation,  Arar  — l— 
ax  = b ; qui  eft  une  équation  du  fécond  degré. 

11°.  C’eft  pourquoi,  pour  réfoudre  le  problème  , 
il  faut  .faire  enforte  que  le  premier  membre  de- 
vienne un  quarré  parfait  : pour  cela  je  prends  (276^ 
la  moitié  du , coefticient  du  fécond  terme,  favoir, 

-,  pour  en  avoir  le  quarré  — , que  j’ajoute  aux  deux 


membres  , &c  l’équation  devient 

aa  aa. 

XX-\-ax-\ = (-  b. 

4 4 ' t 

111°.  En  extrayant  la  racine  quarrée  des  deux 

membres  , j’aurai  = -b b 

i 4 

& fuppofant  a — 6,b—\6 , 

j’aurai  = VF+16' 

ou  a:-hj.=  y'rr. 

donc  x-\~]  — f , 

ou  *=5 — J— x. 

Problème  XII. 


501.  Trouver  deux  Nombres  x,  & y , dont  on  connote 
la  fomme  iay&  le  produit  p. 

Solution.  1°.  La  première  condition  du  problè- 
me donne  l’équation  x -\-y.  = ut  j & la  fécondé 
donne  xy  ==  p. 

11°.  Je  prends  la  valeur  de  x dans  la  première 
équation  , & j’ai  x = la  — y \ je  fubftitue  cexte  va- 
leur dans  la  fécondé  équation  xy  — p>  laquelle  de- 
viendra par  conféquent  lay — yy  =p:ot  cette  équa-. 
non  eft  du  fécond  degré , parce  que  l’inconnue  y eft 
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(Élevée  au  quarré,  & que  de  plus  l’équation  con- 
tient différens  degrés  de  l’inconnue  , lavoir  , yy  & 
îay. 

IIIe.  C’eft  pourquoi , pour  réfoudre  cette  équa- 
tion j je  tranfpofe  les  membres  pour  rendre  yy  pofî- 
tif  (170),  ôc  il  viendra  _yy — aay  = — />• 

J’ajoute  à chaque  membre  le  quarré  de  la  moitié 
de  ta  , coefficient  du  fécond  terme  y (176) , & j’au- 
rai l’équation  yy  — zay  -+-  aa  = aa  — p , dont  le 
premier  membre  eft  un  quarré  parfait:  j’extrais  en- 
fuite  la  racine  quarrée  des  deux  membres  j ce  qui 
donne  y-^~a=  \/  aa — p 

ÔC  tranfpofant , y=za-+-  y 'aa—p 

Or  fuppofons  maintenant  la  fournie  ta  = 34  , & le 
produit  p = 1 zo  : donc  on  aura  a = 17  ; ôc  l’équa- 
tion deviendra  y=  17 H-  \ZiS9  — no, 

ou,  y^=  17 -t-  ÿ/'iTi. 

& ôtant  le  figne  radical,  y=i7-4-i3  = 3o;  & fubf- 
tituant  30  valeur  de  y à la  place  de_y  dans  la  fécondé 
équation  xy=p  , j’aurai  3 o*  = 1403  donc 

_ ito 

: ' = 4- 

Remarque  I. 

303.  En  prenant  la  valeur  de  x dans  la  première 
équation  .v-h^y—aa,  pour  la  fubilituer  dans  la  fé- 
condé équation  xy=p  3 nous  avons  eu  jy  — 30  , Ôc 
x = 4.  Mais  nous  eulfions  pu  prendre  la  valeur  de 
y.  dans  la  première  équation  , pour  la  fubftituer  dans 
la  fécondé , & alors  nous  eulfions  eu  x = 30 , ôc 
y — 4 : d’où  il  fuit  ; 

1°.  Que  chacune  des  inconnues  x Sc  y peut  indif- 
féremment repréfenter , foit  la  plus  grande  racine 
30,  foit  la  plus  petite  4. 

11°.  Que  chacune  des  inconnues  x & y a deux 
valeurs  , ôc  qu’elle  n’a  pas  plutôt  l’une  que  l’autre  j 
& que  par  cette  raifon  le  problème  ejl  fufceptlblc  de 
deux  folutions  ; ce  qui  arrive  de  ce  que  le  problème 
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eft  du  fécond  degré , ou  par  conféquent  l’inconnue 
eft  élevée  au  quarré  j or  tout  quatre  a toujours  deux 
racines  poffibles. 

111°.  Et  en  général , puifque  toute  puilTance  a 
autant  de  racines  poflibles,  qu’il  y a d’unités  dans 
le  degré  de  la  puiflance;  il  s’enfuit  que  tout  problè- 
me déterminé  d’un  degré  fupérieur  fera  fufceptible  d’au- 
tant de  folutions  qu'il  y aura  d’unités  dans  le  degré  de 
la  puijfance. 

1V°.  Par  conféquent  dans  les  équations  d’un  de- 
gré fupérieur  , on  peut  ne  fe  fervir  que  d’une  feule 
inconnue  x , ouy,  ou , &c.  parce  qu’une  feule  in- 
connue x pouvant  avoir  différentes  valeurs  dans  une 
équation  d’un  degré  fupérieur  , elle  fuffira  par  con- 
féquent pour  repréfenter  toutes  les  racines  de  l’é- 
quation. ■ ; 

Remarque  I /. 

304.  En  extrayant  la  racine  de  l’équation  yy— 
ray  -\-aa  = aa  — p , au  lieu  de  prendre  la  racine 
y — a=\/ aa~fé~,  on  eût  peut  mettre — y-\-a=\é aa—p  : 
car  le  quarré  yy — iay-\-aa  réfillte  aufli  bien  des  raci- 
nes — yéfa  X — y+à  , que  de  racines  y^âxÿ ~ a ; de 
même  que  le  quarré  aa  réfulte  également  foit  des 
racines  — aX — a , foit  des  racines  -+-  a X H-  a : or 
en  fe  fervant  de  — y- fâ  = \Zlâ^p,  on. eût  eu  par  la 
rranfpofition  — a= — y ' aa—ép  , ce  qui  eût  donné 
y — 4i  de  même  qu’en  prenant^  — a=  \Z7ü^p , on 
a trouvé  y = 30,  ce  qui  fait  voir 

1°.  Que  dans  cette  équation  que  nous  venons  de 
réfoudre , il  y a deux  racines , l’une  pofitive  , & l’au- 
tre négative. 

11°.  Que  la  même  inconnue  x ou  y peut  indiffé- 
remment repréfenter , ou  la  racine  pofitive  , ou  la 
racine  négative  ; ce  qui  revient  à la  première  remar- 
que que  nous  avons  faite , & conduit  aux  mêmes 
c'onféquences. 
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■ ARTICLE  U I. 

J implication  de  l’Analyfe  aux  Equations  compofées . 

DÉFINITIONS. 

I. 

305.  On  appelle  Equations  Jimples  ou  linéaires  , 
celles  ou  l’inconnue  * ou  y , eft  à la  premieçe  puif- 
fance;  telle  eft  l’équation  x-\- as=bc\  telles  font 
les  équations  auxquelles  nous  avons  ci-devant  appli- 
qué l’analyfe. 

IL  . ' 

306.  On  nomme  Equations  compofées  , celles  où 
l’incounue  eft  élevée  à différentes  puiftànces  , & le 
degré  de  l’équation  fe  prend  du  terme  où  l’incon- 
nue eft  élevée  au  plus  haut  degré. 

I I I. 

307.  Les  équations  compofées  font  des  produits 
réfultans  de  deux , trois  , quatre  , &c.  équations 
linéaires , multipliées  les  unes  par  les  autres.  Elles 
font  à ces  équations  linéaires  , ce  que  les  puiftànces 
font  à leurs  racines.  Une  puiftance  étant  propofée  à 
réfoudre  , pour  la  décompofer  il  en  faut  trouver  les 
racines  ; pareillement  fi  Ton  propofoit  de  réfoudre 
ou  de  décompofer  une  équation  compofée  , il  fau- 
droit  trouver  les  équations  linéaires  qui  la  compo- 
sent , ou  qui  en  font  les  Facteurs  , que  l’on  appelle 
aufti  Racines.  La  différence  entre  une  puiftance  & 
une  équation  compofée , eft  que  dans  celle  là  toutes 
les  racines  font  égales  ; au  lieu  qu’elles  font  inégales , 
ou  du  moins  elles  ne  font  point  toutes  égales  en 
celle-ci. 

I V. 

308.  Les  équations  compofées  font  toujours  fuppo- 
fees  égales  à zéro , c’eft-à-dire  , que  dans  ces  équa- 
tions l’ufage  eft  de  faire  pafter  tous  les  termes  du 
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fécond  membre  dans  le  premier  , & le  fécond  mem- 
bre devienc  o. 

V. 

309.  On  appelle  les  Termes  d’une  équation  com- 
posée , les  grandeurs  où  l’inconnue  eft  élevée  à 
différens  degrés  3 & les  termes  où  l’inconnue  eft  éle- 
vée à un  meme  degré  , ne  font  qu’un  feu!  Ôc  même 
terme  : dans  lequation , xx  ■+•  lax  -4-  aa  = 0 

lèx  -P-  bb 
“4“  Idb  , 

il  n’y  a que  trois  termes;  parce  qu’il  n’y  a que  trois 
difFcrens  degrés  de  l’inconnue  x , Savoir,  x1  ,xl , x°\ 
6c  c’eft  pour  cette  raifon  qu’on  écrit  les  uns  fous  les 
autres  tous  les  termes  où  l’inconnue  fe  trouve.élevce 
à un  même  degré. 

V I. 

310.  Il  manque  quelque  terme  dans  l’équation," 
lorfque  la  fuite  des  PuiJJ'ances  de  l’inconnue  eft  inter- 
rompue; par  ex  : le  fécond  terme  manqué  dans  l’é- 
quation x * -+•  abx-{-  abc=o. 

Corollaire. 

3 11.  Quand  il  ne  manque  aucun  terme  dans  l’é- 
quation ; il  y a autant  de  termes , 6c  un  de  plus  , que 
l’équation  a de  degrés. 


Propoftion  1. 

311.  A une  même  inconnue  x vous  pouvez  fup- 
pofer  tant  de  valeurs  que  vous  voudrez , en  faifanü 
x = i , x = — $ , x=6  , x — — 8;  ou  x = atx  = 
— b,  x = c , x=  — d.  < 

1°.  Suppofez  toutes  ces  équations  égales  à zéro  ; & 
vous  aurez  les  équations  fimples , 

x — z = o x — a = o 

.Y  + 5 = o x-\-b  = o 

x — 6=0  x — c = o 

*-4-8  = 0 x -\-  d=  o 

que  l’on  appelle  fimples  , ou  linéaires. 
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11°.  -Multipliez  de  chaque  côté  la  première  équa- 
tion par  la  fécondé  équation  j & vous  aurez  les  équa- 
tions compofées 

xx  — f—  $x — 10  = 0 x*  — ax  — ab  — o 

— f-  bx 

qui  font  les  équations  du  fécond  degré. 

111°.  Multipliez  de  chaque  côté  l'équation  du  fé- 
cond degré  par  la  troifiéme  équation  linéaire } & vous 
auréz  les  produits 

Premier  x 1 — jx1  — i%x 6o  = o 
Second  x } — ax1  — abx  abc  = o 

•d—  bx1  —J—  a ex 
— ex1  — bcx 

qui  donnent  les  équations  du  troifiéme  degré. 

IV°.  Si  vous  multipliez  l’équation  du  troifiéme 
degré  par  la  quatrième  équation  linéaire  , le  produit 
fera  une  équation  du  quatrième  degré , & vous  pou- 
, vez  ainfi  former  de  fuite  les  équations  du  cinquiè- 
me, du  fixiéme,  &c.  degré.  C’eft  de  l’obfervation 
faite  fur  la  formation  , ou  compofition  des  équations  , 
que  l’on  déduit  les  réglés  pour  les  décompofer , ou 
pour  en  trouver  les  racines. 

Propofition  1 1. 

313.  La  valeur  de  l’inconnue  dans  chaque  équa- 
tion linéaire , s’appelle  racine  de  l’équation. 

1°.  Il  y a autant  de  racines  , qu’il  y a d’équations 
linéaires  ; autant  d’équations  linéaires  , que  l’équa- 
tion a de  degrés  ; & le  nombre  des  racines  fe  prend  du 
degré  de  l'équation. 

11°.  Les  racines  qui  dans  les  équations  linéaires 
font  affe&ées  du  ligne  — , font  pofitives } celles  qui 
lont  affrétées  du  ligne  -h , font  négatives : \ 

foie  x — a— o on  aura  x=a 

x -\-b=o  ' x= — b 

x — c=o  x'=c 

111°.  Lorfque  toutes  les  rapines  font  négatives  , 
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tous  les  termes  de  l’équation  compofée  font  affeétés 
du  ligne  4-;  quand  les  racines  font  toutes  pojîtives  , 
les  termes  de  l’cquation  ont  alternativement  les  fignes 
4-  8c  — ; fi  les  racines  font  les  unes  pqjîtives  , & les 
autres  négatives , les  termes  de  l’équation  compofée 
ont  les  uns  , & les  autres  — , mais  fans  alter- 
native : cela  fe  voit  évidemment , en  obfervant  ce 
qui  arrive  , lorfqu’on  multiplie  les  équations  linéai- 
res , pour  avoir  une  équation  compofée. 

Corollaire. 

314.  C’eft  pourquoi,  lorfque  les  termes  de  l’équa- 
tion auront  le  ligne  -+- , c’eft  une  marque  que  toutes 
les  racines  font  négatives  ; s’ils  ont  alternativement 
4-  & — , toutes  les  racines  font  pojîtives  ; & quand 
les  uns  ont  4“  » & les  autres  — , fans  alternative  , 
alors  il  fe  trouve  dans  l’équation  autant  de  racines 
pojîtives , qu’il  y a de  changemens  de  fignes,  & au- 
tant de  négatives  , qu’il  y a de  fuccelïions  de  memes 
lignes;  par  ex:  dans  l’équation x 3 — 3 y1  — 28*4-* 

60  = 0,  il  y a deux  changemens  de  fignes  ,4 , 

H,  & une  fuccelfion  de  memes  fignes ; on 

y trouve  aulfi  deux  racines  pofitives  4-  2 & 4“  6 , & 
unes  négative  — j. 

Proportion  III. 

315.  En  obfervant  ce  qui  arrive , lorfqu’on  multi- 
plie les  équations  linéaires  , pour  avoir  une  équation 
compofée , on  voit 

1°.  Que  la  grandeur  connue  , ou  le  coefficient  du 
fécond  terme , eft  la  fomme  des  racines  : dans  l’é- 
quation — 3.*:1  — 28*4-60  = 0,  le  coefficient 
du  fécond  terme  eft  — 3=4-5  — 2 — 6,  fomme 
des  racines. 

11°.  Que  le  coefficient  du  troifiéme  terme  eft  la 
fomme  des  produits  des  racines  multipliées  deux  à 
deux. 

lll°. 
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III0-  Que  le  coefficient  du  quatrième  terme  eft  la 
fomme  des  produits  des  raéines  multipliées  trois  à 
trois  , & ainli  du  refte. 

IV°.  Enfin  que  le  dernier  terme  eft  le  produit  de 
toutes  les  racines  ; 

I x^^—ax~ — abx-\-cbc2=9 

-\-b.x1  -\-acx 
— ex1  — bcX 

Corollaire. 

3 1 6.  Dans  une  équation  compofée  de  racines , les 
unes  pofitives  3 & les-  autres  négatives  j fi  la  fomme 
des  racines  pofitives  eft  égale  à celle  des  raciues  néga- 
tives , le  fécond  terme  de  l’équation  devient  nul , SC 
eft  détruit  par  les  lignes  contraires  3 fi  la  fomme  des 
pofitives  futpafte  celle  des  négatives  , il  aura  le  ligne 
— 3 & fi  la  fomme  des  négatives  furpafte  celle  des 
pofitives  , il  aura  le  ligne  *+■. 

Pareillement  fi  dans  le  troifiéme  terme,  parmi  les 
produits  des  racines  3 il  s'en  trouve  de  politifs  & d’au- 
tres négatifs  , qui  s’entredétruifent  , le  troifiéme 
terme  deviendra  nul , & difparoîtra.  Difons  à peu 
près  la  meme  chofe  des  autres  termes  de  l’équation. 

Proposition  I V. 

317.  Lorfqu’on  a formé  une  équation  compofée  , 
par  ex  : du  fécond  degré  , 

xx-{-ax  ab=o 
-h  bx  , ' . 

on  voit  bien  que  le  coefficient  d-t-édu  fécond  terme 
eft  une  quantité  connue  , ainli  que  le  dernier  terme 
ab  ; on  peut  donc  abréger  l’équatiou  , en  exprimant 
par  une  feule  lettre  toutes  les  grandeuls  connues 
d’un  même  terme.  Suppofons  dans  l’équation  pré- 
cédente le  coefficient  du  fécond  terme  , fçavoir  , 
a-Jrb=n,&c  le  dernier  terme  ab  — p j nous  aurons 
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l'équation  abrégée  xx  -+■  nx  -+-  p = o ; cette  abré- 
viation s’appelle  formula. 

1°.  On  peut  repréfenter  par  des  formules  fembla- 
bles  les  équations  de  tous  les  degrés  , en  faifant  : 

I.  degré  *dt  n = o 

II.  degré  x1  ±nx±p  — o 

III.  degré  x3  nx1  px~\~ g = q 

IV.  degré  x^+nx^  pxl cjx->rr=o 

11°.  L’ufage  de  ces  formules  eft  d’abréger  les  équa- 
tions. Les  équations  ainfi  abrégées  fonr  aifées  à réfou- 
dre , <Sc  leur  folution  conduit  à celle  des  équations 
dont  elles  font  la  formule  , ou  l’expreflion  abrégée  , 
en  fubftituant  à la  place  des  coefficipns  indéterminés , 
n3p3q3r3  8cc.  leurs  valeurs  prifes  dans  les  équa- 
tions plus  composées. 

Propojîtion  V. 

3 18.  La  folution  d’une  équation  confifte  A trouver 
fes  racines , ou  les  différentes  valeurs  que  l’inconnue 
x a dans  cette  équation.  C’eft  pourquoi 

1°.  Puifque  le  dernier  terme  de  l’équation  ,par  ex: 
x3  — 3 x1  — 2 8 x -4-  6o  = o eft  le  produit  de  routes 
les  racines  ; réduifez  ce  dernier  terme  en  tous  fes 
facteurs  3 produifans  3 ou  diviféurs  3 lefquels  font  1,3, 
4,5, 6 , 10, 12, 15,10, 30, (car  le  dernier  terme 
60  peut  être  divifé  exactement  8c  fans  refte  par  cha- 
cun de  ces  nombres.  ) . 

11°.  Subftituez  fucceffivement  chacun  de  ces  divi- 
feurs  8c  fes  puillànces  à la  place  de  l’inconnue  x , 8c 
de  fes  puilfances  3 fubftituez-le  , dis-je  , dans  l’équa- 
tion , tantôt  avec  le  figue  , tantôt  avec  le  figne  — . 

111°.  Si  après  la  fubftitution , la  fomme  des  ter- 
mes de  la  nouvelle  équation  fe  trouve  t=  o , com- 
me dans  la  précédente  , la  quantité  fubftituée  eft 
une  véritable  racine  , ou  une  valeur  de  l'inconnue 
x 3 puifque  mife  eu  fa  place  dans  l’équation  , elle 
fait  la  même  fonction  , éc  produit  les  mêmes  effets. 


Digitized  by  Googlej 


D’  A L G E B R E.  i79 

Dans  l’équation  x 3 — jx*, — 28*  + 60=0 
fubftirutions  -+■  1 &c  fes  puilfances , à la  place  de  * & 
de  Tes  puiflances  , &c  nous  aurons  la  nouvelle  équa- 
tion 8 — 12  — 5.6  — 60=  o , 

dans  laquelle  la  fomme  des  termes  eft  = o , parce 
qu’ils  fe  dérruifent  tous  par  des  lignes  contraires  ÿ 
d’où  il  faut  conclure  que  -+-  2 eft  une  racine  de  l’é- 
quation. Mais  fi  au  lieu  de  -+-  2 , on  fubftituoit  — - 2 , 
alors  la  nouvelle  équation  qui  réfulteroit  après  la 
fubftitution  , feroit  — 8 — 1 2 -f-  5 6 60  = 96  , 

dans  laquelle  la  fomme  des  termes  n’eft  point  = o , 
mais  = 9<j  , & par  conféquent  — 2 n’eft  pas  une  ra- 
cine de  l’équation. 

1V°.  Pareillement  dans  l’équation  algébrique 
* a:3 — axl — abx  -\~abc=o 
-h  bx1  -+-  acx 
— ex 1 — bcx 

réduifez  le  dernier  terme  abc  en  fes  produifans  ? ou 
divifeurs  } qui  font  a 3 b c j & fubftituez  a Si  fes 
puilfances,  à la  place  de  l’inconnue  x&c  de  fes  puilfan- 
ces , & vous  aurez  la  nouvelle  équation 
a3  — a3  — -a1b-\~abc  — o 
-\-a1b-\~azc 
— a1c  — abc 

dans  laquelle  tous  les  termes  fe  détruifent  par  l’oppo- 
fition  des  fignes  ; d’où  il  faut  conclure  que  -h  a eft 
une  racine.  Mais  fi  l’on  avoir  fubftitué  — • a3  l’on  au- 
roit  eu  1 équation 

— a 3 — a}  a1  b -h  abc — — 2<z!  iaxb~\riabc — lare 

~\-axb — àlc 
— a1c-\-  abc 

dans  laquelle  la  fomme'des  termes  n’eft*pas  = o, 
comme  on  voit  ; d’où  il  fuit  que  — a n’eft  pas  une 
véritable  racine. 

Corollaire: 

319.  Puifque  les  équations  compofées  font  for- 
mées par  la  multiplication  des  équations  fimples 

M 2 
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( 3 1 z) , une  équation  compofée  pourra  donc  être  divi- 
l'ée  fans  refte  par  une  équation  limple  , formée  de  x 
ôc  d’un  des  produifans  j ou  divifeurs  du  dernier  rermç, 
& alors  le  quotient  fera,  ou  l’autre  racine,  ou  le  pro- 
duit des  autres  racines  : foit  donc  l’équation  compo- 
fée x 3 — jxl  — z 8*  -+-  <jo  = o , 

Les  produifans s ou  divifeurs  du  dernier  terme  font, 
comme  nous  l’avons  vu  (3 1 8.),  z , 3 , 4,  5 , &c.  dont 
on  peut  former  les  équations  (impies. 

.v  — z = o,ar-+-  z = o 5 at — 3=0, *--(-$  = 0; 
x — 4= o,  x -f-  4=0  3 x — 5 =0  ,a*-+-  5=03 
6c  ainfi  du  refte  : divifons  donc  l’équation  propofée 
par  l’équation  (impie  x — 1=  o , & nous  aurons 
•xi  — î*1  — 18*  -f-  60 

S=x2 X 30. 

X l 

L’équation  eft  divifée  fans  refte  : x — z eft  donc  une 
racine  , & le  quotient  fera  une  équation  du  fécond 
de^ré  , dont  on  trouvera  aulli  les  racines  par  la  même 
méthode.  Mais  en  vain  aurions-nous  e(Tayé  de  divifer 
par  x -h  z 3 la  divifion  n’eût  pas  étéjufte  : x-\-  z n’eft 
donc  pas  une  véritable  racine. 

Remarque. 

3 zo.  Si  dans  une  équation  compofée  le  premier 
terme  xx , ou  x3  , ou  x+  , &c.  eft  affe&é  d’un  coeffi- 
cient quelconque  , on  doit , avant  que  de  chercher 
les  racines  de  l’équation,  faire  évanouir  le  coefficient^ 
en  divifant  tous  les  autres  termes  de  l’équation  par 
la  quantité  qui  multiplie  le  premier  terme. 

Proportion  K I. 

3 zi.  Si  l’on  avoir  à réfoudre  une  équation  , telle 
que  xx-\-$x- — 3^7  = 0 

. ~x  Y 7 

& qu’après  avoir  trouvé  la  première  racine  3 , on 
divisât  l’équation  compofée  par  l’équation  linéaire 
x-+-  3 = o , on  trouverait  pour  fécondé  racine  x — 
V/7  = o,ouar=\/  7.  Cette  racine  s’appelle  incom - 
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commenfurable  3 parce  qu’elle  ne  peut  être  exprimée 
par  aucun  nombre  pollible.  Dans  ce  cas  l’équation  ne 
peut  être  réfolue  que  par  approximation  ; c’eft  -à-dtre  , 
que  l’on  peut  approcher  tant  que  l’on  voudra  de  la 
jufte  valeur  de  7 , mais  fans  jamais  y parvenir. 
C’eft  pourquoi 

1°.  Pour  trouver  une  valeur  approchée  de  \/  7 , il 
faut  prendre  les  quarrés  au-deflous  & au-deflus  de  7 , 

6 qui  en  approchent  le  plus , favoir  , 4 8c  9 3 dont 
les  racines  font  2 8c  3.  Ces  racines  2 8c  3 s’appellent 
les  limites  de  la  racine  \/  7 , parce  que  celle-ci  quelle 
qu’elle  foit , fe  trouve  néceflairement  entre  les  nom- 
bres 2 & 3. 

IL°.  Il  faut  rapprocher  les  limites  2 & 3 , en  dimi- 
nuant l’intervalle  qui  les  fépare^  ce  qui  fe  fait,  ou  en 
diminuant  3 , ou  en  augmentant  2.  Prenons  donc 
pour  les  limites  2-I-7&3:  or  2+7  = 7,  dont  le 
quarré  ^ = 5 + 7 , approche  plus  de  7 que  le  quarré 
4 : donc  la  limite  2 -b j eft  une  valeur  approchée  de 
la  racine. 

IIL°.  Pour  trouver  une  valeur  encore  plus  appro- 
chée , au  lieu  de  la  limite  2 + j,  prenons  2 -f-  7 = 
7,  dont  le  quarré  ^=6+7  approche  encore  plus 
de  y que  le  quarré  5 -f-  7 : donc  la  limite  2-4-7  diacre 
encore  moins  de  la  quantité  y"  7* 

1 V°.  Au  lieu  de  2 7 , prenons  2 -j- 1 = ’ , dont 

le  quarré  ^ =.  7 -f-  5 : or  ce  quarré  eft  plus  grand  que 

7 3 donc  la  limite  2 + jeft  au-deflus  de  \/  7 , 8c  eft 
trop  grande  3 il  faut  la  diminuer , 8c  prendre  un  nom- 
bre entre  les  limites  2 -H  -,  & 2 -+-7:  car  la  quantité 
y/  7 fe  trouve  néceflairement  entre  ces  deux  limites» 
Or  fi  l’on  continue  toujours  , ou  de  diminuer  la  li- 
rnite  fupérieure,  ou  d’augmenter  la  limite  inférieure 
que  l’on  aura  trouvée  » on  approchera  par  cette  mé- 
thode , tant  que  l’on  voudra,  de  la  jufte  valeur  de 

V 7. 

V°.  On  pourra  même  approcher  de  La  valeur  de 

M 3. 
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\/  7 , de  façon  que  la  valeur  trouvée  ne  différé  de  la 
Valeur  véritable  , qu’aufli  peu  que  l’on  voudra,  fi  l’on 
transforme  les  limites  8c  le  nombre  7 en  décimales. 
Notis  en  donnerons  ailleurs  la  méthode , en  parlant 
du  calcul  décimal. 

Remarque. 

312.  Les  quantités  \S  3 , 7 , 8c  les  autres  fem- 

blables  aa , 8cc.  8e  en  général  toutes  celles 

où  les  grandeurs  qui  font  fous  le  fïgne  radical , ne  font 

Point  des  puifïànces  parfaites  de  même  degré  que 
expofant  du  ligne  , s’appellent  incommenjurables  3 * 

ou  radicaux.  Lorfque  dans  une  équation  compofée , 
il  fe  trouve  des  incommenfurables  3xm  a coutume  d’en 
débarrairer  l’équation,  en  faifant:  par  ex  ; y'  7 = a 3 
, 8ec.  mais  dans  la  folution  elles  revien- 
nent , lorfqu’à  la  place  des  indéterminées  a 3 c 3 8cc. 
on  veut  fubftituer  leur  valeur. 

Proportion  VII. 

323.  Si  l’on  avoit  à réfoudre  l’équation  xx  -+-  aa 
= o -y  on  feroit  .v.v= — aa3  8c  on  extrairoit  la  racine 
quarrée  des  deux  membres.  Or  la  racine  quarrée  de 
' — aa  n’eft  point  une  quantité  pofîible  : elle  n’eft:  point 
— a 3 puifque  — a X — a—-\raa ; elle  n’eft  pas 
-+•  a 3 puifque  a X a = aa  : donc  \Z—„a 
n’eft  pas  une  quantité  poflible.  Or  cette  racine  y/ — aa 
s’appelle  imaginaire  ; 8c  toutes  les  fols  qu’il  fe  ren- 
contre quelque  racine  imaginaire  dans  la*  folution 
d’un  problème , cette  folution  eft  impofliblew 

Corollaire  /. 

3 24.  Lorfque  fous  le  ligne  radical  il  fe  trouve  des 
quantités  , les  unes  pofitives,  8c  les  autres  négatives  , 
comme  dans  — aa  ; la  racine  eft  imaginaire  , 

fi  la  grandeur  pohtive  eft  plus  petite  que  la  négative, 
ou  fi  l’on  a 4 bb  aa  : mais  elle  ne  fera  point  imagi- 


Digitized  by  Google 


D’  A L G E B R E.  igj 

naire  , fi  la  quantité  pofitive  eft  plus  grande  que  la 
négative,  ou  fi  l’on  a 4 bb<^aa. 

Corollaire  1 1. 

315.  Les  racines  d’une  équation  compofée  peu- 
vent donc  être  de  deux  fortes  , les  unes  réelles  , les 
autres  imaginaires.  On  appelle  racine  réelle  toute 
racine  qui  peut  être  extraite  d’une  puiftànce  , ou 
exactement , ou  par  approximation  , Âc  laquelle  par 
conféquent  multipliée  par  elle-même  le  nombre  de 
fois  requis  , donne  la  puiftànce  ou  exaCte  ou  appro- 
chée. Au  contraire  la  racine  eft  dite  être  imaginaire  > 
lorfqu’ayant  une  puiftànce  négative , on  ne  fçauroit 
trouver  aucune  quantité,  qui  , multipliée  par  elle- 
même  le  nombre  de  fois  requis  , puifte  donner  — à 
la  puifiànce.  Telles  font  les  racines  des  puiftànces 
— a1  , — a4  , — a8  8cc.  ou  les  quantités  , 

y/Z^Ti , y/ZIJs  # &c.  Or 

1°.  Lorfque  l’on  rencontre  quelque  racine  imagi- 
naire , le  problème  renferme  quelque  contradiction  , 
& la  folution  eft  impoflible,  du  moins  par  rapport  à 
toutes  fes  racines. 

11°.  Les  racines  réelles  font , ou  pofitives  , ou  néga- 
tives ; & dans  l’un  & l’autre  cas  on  peut  parvenir  à la 
folution  jufte  &c  entière  du  problème. 

111°.  Les  racines  réelles  peuvent  encore  être  , ou 
commenfurables  , ou  incommenfurables.  Si  le  problème 
renferme  des  incommenfurables , on  ne  peut  en  avoir 
la  folution  que  par  approximation  3 parce  que  l’on  ne 
peut  avoir  que  des  valeurs  approchées  pour  les  quan- 
tités incommenfurables. 


\ 


livre  second. 


ÊLÉMENS  DE  GÉOMÉTRIE. 

% 

LA  Géométrie  eft  , ou  Spéculative  3 ou  Pratique . 

La  Géométrie  fpéculative  eft  celle  qui  eft  occupée 
à démontrer  y la  Géométrie  pratique  eft  celle  qui  eft 
occupée  à opérer  & à exécuter  à l’jin,e  appartien- 
nent les  Théorèmes  3 à d'autre  les  Problèmes.  Nous 
diviferons  çe  livre  en  deux  parties.  Dans  la  première 
nous  donnerons  les  élémens  de  la  Géométrie  fpécu- 
lative j dans  la  fécondé , ceux  de  la  Géométrie  pra- 
tique. 


PREMIERE  PARTIE. 

Élémens  de  la  Géométrie  fpéculative. 

L’O  b j e t de  la  Géométrie  eft  l’étendue  : dans 
l’étendue  il  y a quatre  chofes  à confidérer  , fça- 
voir  , le  Point  3 la  Ligne*  3 la  Surface  3 8c  le  Solide. 
Un  corps  quelconque  conlidéré  tout  entier , s’appelle 
Solide  : un  folide  eft  terminé  par  des  faces  , que  l’on  . 
appelle  Surfaces  ; chaque  furface  eft  terminée  par 
des  côtés  , que  l’on  appelle  Lignes  ; chaque  ligne 
eft  terminée  par  des  extrémités  , que  l’on  appelle 
Points , 
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II®.  Le  point  n’a  pas  de  dimenfions  j la  ligne  a une 
dimenfion  que  l’on  appelle  longueur } la  furface  a deux 
dimenfions,  que  I on  appelle  longueur  &c  largeur  \ le 
folide  a trois  dimenfions,  que  l’on  appelle  longueur , 
largeur  & profondeur,  * 

IIP.  Ces  trois  dimenfions  tirent  primitivement 
leur  origine  du  point  : car  en  Géométrie  on  conçoit 
qu’un  point  en  fe  mouvant,  décrit  une  ligne  \ qu’une 
ligne  en  fe  mouvant , décrit  une  furface  \ qu’une  fur- 
face  en  fe  mouvant  , décrit  un  folide.  11  11’y  a donc 
que  trois  efpéces  d’étendue  , la  ligne , la  furface , & le 
folide.  Nous  en  allons  parler  dans  autant  de  fedions. 


> 


SECTION  I. 


Des  Lignes. 

Ï_iEs  lignes  ont  leur  nature , leurs  propriétés  & leurs 
rapports , dont  il  nous  faut  parler. 


CHAPITRE  I. 

De  la  Nature  des  Lignes. 

c> 

1°. 1 | ’ O u t e ligne  eft  droite  ou  courbe  : une  ligne 
J_  droite  eft  unique  dans  ffln  efpéce  ; elle  ne 
peut  être  plus  ou  moins  droite  : une  ligne  courbe 
peut  varier  à l’infini  ) elle  peut  ctre  plus  ou  moins 
courbe. 

IP.  pe  toutes  les  lignes  courbes ,.  la  plus  fimple  , 
la  plus  uniforme  , & dont  toutes  les  autres  tirent 
primitivement  leur  origine  , eft  la  ligne  circulaire 
(fg.  2 ) parce  que  fa  courbure  eft  ia  même  par 
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tout , Sc  ne  varie  dans  aucun  de  fes  points  , cômme 

nous  le  verrons. 

III0.  Toutes  les  lignes  prifes  en  général  fe  rappor- 
tent donc  à deux  cfpcces,  la  ligne  droite,  & la  ligne 
circulaire  : &c  ce  font-ki  les  principes  fur  lefquels  eft 
fondée  toute  la  Géométrie  fpéculativc. 

IV°.  A la  ligne  droite  &c  à la  ligne  circulaire  répon- 
dent la  règle  èc  le  compas  : la  réglé  pour  décrire  la  * 

ligne  droite , Sc  le  compas  pour  décrire  la  ligne  cir- 
culaire ; & ce  font  les  inftrumens  fondamentaux  dont 
on  fe  fert  dans  la  Géométrie  pratique. 

V°.  Sur  la  ligne  droite,  la  ligne  circulaire  , Sc  leur 
combinaifon  font  fondées  toutes  les  démonftrations 
des  the'orêmes  de  la  Géométrie  fpéculative  j pareille- 
ment de  la  réglé  , du  compas  , & de  leur  combinai- 
fon dérivent  tous  les  inftrumens  dont  on  fe  fert  pour 
exécuter  les  problèmes  de  la  Géométrie  pratique.  Nous 
allons  donc  donner,  i°.  la  notion  de  la  ligne  droite  ; 
i°.  la  notion  de  la  ligne  circulaire. 

ARTICLE  I. 

Notion  de  la  Ligne  droite. 
HYPOTHESE. 

Si  un  point  A {fig.  i.  ) eft  fuppofe  fe  mou- 
voir , & partir  d’un  terme  A pour  arriver  au  terme 
B , l’efpace  parcouru  par  ce  point  s’appelle  ligne. 

DÉFINITIONS. 

I. 

j 17.  Si  le  point,  en  fe  mouvant,  conferve  tou- 
jours la  même  direction,  il  décrit  une  ligne  que  l’on 
nomme  ligne  droite : telle  eft  la  ligne  AB  [fig.  1.)  • 

I I. 

318.  Si  le  point,  en  fe  mouvant,  vi  en*  à chan- 
ger de  direction,  il  décrit  une  ligne  que  l’on  appelle 
anguleufe , telle  eft  la  ligne  AEB  {fig.  3 . ) ou  la  ligne 
DCE  {fig.  5.  ) 
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319.  Si  le  point , en  fe  mouvant,  change  à chaque 
inftant  de  direction  , il  décrit  une  ligne  que  l’on  ap- 
pelle courbc\  telle  eft  la  ligne  CAD [jlg.  1.  ) 

I V. 

330.  Si  la  ligne  eft  en  partie  droite  , & en  partie 
«ourbe  , on  l’appelle  ligne  mixte. 

Corollaire  I. 

331.  Tous  les  points  d’une  ligne  droite  font  dans 
la  même  direction  3 par  ex:  tous  les  points  de  la  droite 
AB  {jlg.  1.  ) font  dans  la  direction  de  A vers  B. 

Corollaire  1 I. 

3 3 z.  La  ligne  droite  eft  la  plus  courte  que  l’on 
puifte  mener  d’un  point  à un  autre  point  3 par  ex  : la 
droite  AB  {jlg.  3.  ) eft  plus  courte  qu’aucune  des  trois 
lignes  AEB  , ADB  , ArB  3 parce  que  tous  fes  points 
étant  dans  la  même  direction , elle  palfe  pat  la  voie 
la  plus  courte. 

. Corollaire  III. 

333.  La  ligne  droite  eft  aufti  la  «plus  courte  entre 
fes  exttêmirés3  par  ex  : la  ligne  AB  eft  la  plus  courte 
que  l’on  puilfe  mener  entre  fes  extrémités  A & B. 

Corollaire  I V. 

334.  La  Comme  de  deux  droites  A E -h  EB  {jlg.  3.) 
eft  toujours  plus  grande  que  la  troilîéme  AB. 

Corollaire  V. 

335.  D’un  point  A à un  autre  point  B on  ne  peut 
mener  qu’une  leule  ligne  droite  AB  {jlg.  3.)  : car  toute 
autre  ligne  droite  menée  de  A en  B feroit  par  le  fécond 
corollaire  la  plus  courte  entre  ces  deux  points,  & par 
conféquent  ne  feroit  pas  diftinguée  de  la  droite  AB. 
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Corollaire  V l. 

336.  D’an  point  à une  ligne  on  peut  mener  une 
infinité  de  lignes  droites  ; par  ex  : du  point  C à la 
ligne  EG  ( Jig . 1 1 . ) on  peut  mener  les  lignes  CA, 
CD  , CF,  CB  , Sc  une  infinité  d’autres  : on  en  peut 
mener  autant  qu’il  y a de  points  dans  la  ligne  EG. 

Corollaire  VII. 

337.  Pour  déterminer  la  pofition  d’une  ligne 
droite , un  point  feul  ne  fuffit  pas  ; car  les  droites  CA  , 
CD  , CF , Scc.  ont  un  même  point  C commun , Sc 
ont  différentes  pofitions  : deux  points  fufHfent  ; deux 
points  étant  donnés , tels  que  C Sc  D {fig.  1 1 . ) il  n’eft 
pas  poffible  ( 3 3 5 ) de  faire  palfer  par  ces  points  d’au- 
tre ligne  que  CD. 

Corollaire  VIII. 


338.  Deux  lignes  droites  ne  peuvent  avoir  deux 
points  communs  3 elles  auroient  dès-lors  la  même 


Corollaire  I X. 


339.  Deux  lignes  droites,  ne  peuvent  fe  couper 
qu’en  un  feul  point  : fi  elles  fe  coupoient  en  deux 
points  , elles  auroient  deux  points  çommuns  , & par 
conféquent  ne  feroient  plus  qu’une  feule  Sc  même 
ligne. 

ARTICLE  II. 

Notion  de  la  Ligne  circulaire . 

HYPOTHESE. 

340.  Si  une  ligne  droite  AD  {fig.  4.)  immobile 
au  point  A , Sc  mobile  à l’extrémité  D , eft  fuppofée 
faire  une  révolution  autour  du  point  A j il  eft  clair  que 
l’extrémité  , ou  le  point  D décrira  une  courbe  dont 
tous  les  points  feront  également  diftans  du  point  A : 
cette  ligne  courbe  s’appelle  Ligne  circulaire , ou  Cercle. 
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DÉFINI  T I O N S. 

I. 

34T.  Une  ligne  circulaire  eft  une  ligne  courbe, 
dont  tous  les  points  font  également  éloignés  d’un 
point  commun  j par  ex  : A ( fig.  1 & 4.  ) que  l’on 
nomme  Centre. 

I I. 

341.  L’efpace  compris  &:  renfermé  par  la  ligne  cir- 
culaire, s’appelle  Cercle  ,.  Sc  la  ligne  circulaire  s’ap- 
pelle Circonférence  du  cercle. 

I I I. 

543.  La  ligne  AD  , ou  AC  , ou  AB  , &c.  (Jïg.  4.  ) 
& en  général  toute  ligne  droite,  tirée  du  centre  A 
à un'  point  quelconque  de  la  circonférence  , s’ap- 
pelle Rayon.  Le  double  rayon  , & en  général  toute 
ligne  droite  menée  d’un  point  de  la  circonférence 
au  point  oppofé  , & qui  palfe  par  le  centre,  s’appelle 
Diamètre. 

I V. 

344.  Deux  cercles  qui  ont  un  centre  commun, 
s’appellent  Concentriques  ( fig . 1.  ) : deux  cercles  qui 
fe  coupent  ou  fe  touchent , s’appellent  cercles  Ex- 
centriques {fig.  7 , 8 , & 9.  ) \ la  ligne  droite  qui  joint 
les  deux  centres,  s’appelle  ligne  à' excentricité. 

Corollaire  I. 

345.  Dans  le  cercle  tous  les  rayons  font  égaux  j 
car  ils  mefurent  la  diftance  du  centre  à la  circonféren- 
ce , laquelle  eft  par  tout  la  même  : pareillement  tous 
les  diamètres  font  égaux  , puifqu’ils  font  chacun  le 
double  du  rayon. 

Corollaire  II.  . 

34 G.  Une  ligne  droite  qui  coupe  la  circonférence 
d’un  cercle,  la  coupe  toujours  en  deux  points \ ou 
prolongée  , la  couperoit  en  deux  points. 
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Corollaire  III. 

347.  Une  ligne  droite  ne  peut  pas  couper  une  cir- 
conférence de  cercle  en  rrois  points  3 car  trois  points 
ont  la  même  direction  dans  une  ligne  droite , & 11e 
peuvent  l’avoir  dans  une  circonférence  de  cercle. 

Corollaire  IV. 

34S.  Donc  trois  points  pris  dans  la  circonférence 
du  cercle  ne  peuvent  pas  être  pofés  en  ligne  droite  3 
ou,  ce  qui  revient  au  même  , une  circonférence  de 
cercle  peut  bien  avoir  deux  points  communs  avec  une 
ligne  droite,  mais  non  pas  trois. 

t 

Corollaire  V. 

3 49.  Deux  circonférences  de  cercle  qui  fe  coupent, 
fe  coupent  néceflàirement  en  deux  points,  comme  il 
eft  évident  ( fig . 9.  ) 

Corollaire  V T 

3 5 o.  Deux  circonférences  de  cercle  ne  peuvent  fe 
couper  en  trois  points  (fig.  9.  ) 3 car  fi  cela  étoit  pofli- 
ble , deux  circonférences  pourroient  donc  avoir  trois 
points  communs  3 & par  conféquent  la  circonférence 
ACB  pourroit  avoir  trois  de  fes  points  également  dif- 
tans  du  point  G centre  de  l’autre  circonférence  : or  elle 
ne  peut  avoir  que  deux  de  fes  points  , favoir,  A & B, 
également  diftans  du  point  C 3 car  tous  fes  autres 
points  s’en  éloignent  ou  s’en  approchent  toujours  de 
pins  en  plus  , à caufe  de  l’uniformité  de  fa  courbure  : 
donc , &c. 

Corollaire  VII. 

351.  Deux  circonférences  de  cercle  ne  peuvent 
fe  toucher  qu’en  un  feul  point  : car  foit  qu’elles  fe 
touchent  en  dedans  (fig.  7.  ) , foit  qu’elles  fe  touchent 
en  dehors  (fig.  8.) , elles  ne  peuvent  avoir  qu’un  feul 
point  commun  O : fi  elles  en  avoient  deux  t elles  fe 
couperoient,  comme  il  arrive  (fig.  9.  ) 
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Remarque. 

3>5 1.  Lorfque  deux  circonférences  de  cercle  fe 
touchent , la  ligne  d’excentricité  eft  égale  à la  fom- 
me  ou  à la  différence  des  rayons  ; car  (î  elles  fe  tou- 
chent en  dehors  {fig.  8.),  la  ligne  d’excentricité, 
favoir  CD  , eft  égale , comme  il  eft  évident , à la 
fomme  des  rayons  CO-+-OD  : lî  elles  fe  touchent  en 
dedans  (Jîg.  7.  ) la  ligne  d’excentricité  eft  CD  = CO 
— OC,  qui  eft  la  différence  des  rayons. 

Corollaire  VIII. 

3 5 3.  Deux  circonférences  de  cercle  peuvent  avoir 
un  point  commun  , lorfqu’elles  fe  touchent  ; elles 
peuvent  avoir  deux  points  communs  , lorfqu’elles  fe 
coupent  : mais  elles  ne  peuvent  avoir  trois  points 
communs  ; parce  qu’elles  ne  peuvent  ni  fe  toucher , 
ni  fe  couper  en  trois  points. 

Corollaire  IX. 

354.  Pour  déterminer  la  pofirion  d’une  circonfé- 
rence de  cercle  , deux  points  ne  fuffifent  pas  3 car 
elle  peut  avoir  deux  points  communs,  foit  avec  une 
ligne  droite , foit  avec  une  autre  circonférence  de 
cercle  : mais  trois  points  fuffifent , parce  qu’elle  ne 
peut  avoir  trois  points  communs  , ni  avec  une  ligne 
droite , ni  avec  une  autre  circonférence  de  cercle. 

Corollaire  X. 

355.  On  peut  toujours  faire  pafler  une  circonfé- 
rence de  cercle  par  trois  points  donnés  B,C,  D, 
[j!g.  4.  ) & non  pofés  en  ligne  droite  : car  prenant  un 
point  A également  diftanr  des  trois  points  donnés,  8c 
de  ce  point  A comme  centre  , & de  l’intervalle  AB 
décrivant  avec  le  compas  un  arc  , cet  arc  paffera  par 
les  trois  points  donnas  , 8c  continué  donnera  une  cir- 
conférence de  cercle. 

II  ne  s’agit  pour  cela  que  de  trouver  lé  centre  A j 
nous  en  donnerons  dans  la  fuite  la  méthode. 
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DÉFINI  FIONS. 

I. 

3 5 6.  Les  portions  GH , HI , IB  , &c.  [fig.  4.  ) de 
la  circonférence  , comprifes  entre  deux  rayons , s’ap- 
pellent Arcs  de  circonférence. 

I I. 

3 5 7.  Toute  portion  prife  dans  la  furface  du  cercle , 
’comprife  entre  deux  rayons  & terminée  par  un  arc  , 
s’appelle  Scclcur  de  cercle. 

III. 

» \ 

3 58.  Une  ligne  droite  FG  ou  DE^o'.  5.)  qui  pafte 
par  les  extrémités  d’un  arc , s’appelle  Corde. 

I V. 

359.  La  corde  divife  la  furface  du  cercle  en  deux  . 
parties  inégales,  dont  la  plus  grande  s’appelle  le  grand 
Segment  3 & la  plus  petite  , le  petit  Segment. 

• Corollaire  I. 

3 60 . Dans  un  cercle  , ou  dans  des  cercles  égaux, 
les  cordes  égales  foutiennent  des  arcs  égaux  , & les 
arcs  égaux  lont  foutenus  par  des  cordes  égales  : ce 
qui  eft  évident , puifque  la  courbure  du  cercle  étant 
par-tout  uniforme , il  eft  néceftàire  qu’encre  les  ex- 
trémités des  cordes  égales  foient  compris  des  arcs 
égaux. 

Corollaire  1 1. 

361.  Dans  un  même  cercle,  ou  dans  des  cercles 

égaux  , les  plus  grandes  cordes  foutiennent  de  plus 
grands  arcs,  & les  plus  grands  arcs  font  foutgnis  par 
de  plus  grandes  cordes.  . , 

Corollaire  III. 

3 6 z.  Dans  un  meme  cercle  la  plus  grande  de  tou- 
tes les  cordes  eft  celle  qui  pafte  par  le  centre , ou 
eft  le  diamètre  lui-même  3 par  ex:  le  diajnétre  AB 

(»•  5-) 
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[fig.  5.  ) eft  plus  grand  que  la  corde  DE.  Car  le  dia- 
mètre AB  eft  égal  aux  rayons  CE-+-CD  : or  la  fomme 
CE-+-CD  = AD,  eft  plus  grande  que  la  corde  DE 
( 334.  ) : donc , 5cc. 

Corollaire  1 P" , 

363.  La  corde  differente  du  diamètre  partage  la 
circonférence  5c  la  furface  du  cercle  en  deux  portions 
inégales  ; mais  tout  diamètre  partage  ôc  la  circonfé- 
rence 5c  la  furface  du  cercle  en  deux  également.  Cât  le 
diamètre  pouvant  être  regardé  comme  la  plus  grande 
de  toutes  les  cordes  , il  foutient  par  conféquent  le  plus 
grand  de  tous  les  arcs , 5c  le  plus  grand  de  tous  les 
fegmens  que  l'on  puiffé  prendre  dans  le  cercle:  or  dans 
le  cercle,  le  plus  grand  de  tous  les  arcs  eft  la  demi- 
circonférence  , Se  le  plus  grand  de  tous  les  fegmens 
eft  le  demi-cercle  3 donc  le  diamètre  partage  5c  la  cir- 
conférence 5c  le  cercle  en  deux  moitiés  , ou  en  deux 
parties  égales. 


CHAPITRE  II. 

Des  Propriétés  des  Lignes. 

1°.  T Es  lignes  dont  nous  examinons  ici  les  proprié- 
I.  1 tés,  font  les  lign*es  droites  : les  propriétés  des' 
lignes  droites  naiflent  do,  leur  pofition  refpeétive  , 5c 
d.3  leur  affortiment. 

11°.  La  pofition  refpeétive  des  lignes  eft  la  pofition 
d’une  ligne  par  rapport  à une  autre  ligne , ou  à plufieurs 
autres  lignes  3 l’affortiment  des  lignes  confifte  dans  la 
rencontre  5c  la  réunion  de  plufieurs  lignes  par  leurs 
extrémités. 

111°.  Dé  la  pofition  refpeétive  des  lignes  naiffent 
les  angles  : de  l’aftortiment  des  lignes  réfultent  les 
figures. 
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ARTICLE  I. 

De  la  Pojition  rffpeclive  des  Lignes  droites  3 
& des  Angles. 

Nous  parlerons  , i°.  de  la  pofition  refpeétive  des 
lignes  droites  : i°.  des  angles. 

PARAGRAPHE  I. 

De  la  Pojition  refpeclive  des  Lignes  droites. 

Une  ligne  droite  confidérée  toute  feule,  n’a  qu’une 
pofirion  abfolue  ; elle  11e  peut  avoir  de  pofition  refpec- 
tive  qu’à  l’égard  d’autres  lignes.  La  pofition  d’une 
ligne  droite  peut  être  confidérée  ou  par  rapporta  d’au- 
tres lignes  droites , ou  par  rapport  au  cercle. 

Nombre  I. 

De  la  pojition  d'une  ligne  droite  par  rapport  k 
d'autres  droites. 

HYPOTHESE  I. 

36 4.  Concevez  que  la  ligne  CD  {fig.  9.  ) immo- 
bile au  point  C , décrive  par  fon  extrémité  D une 
circonférence  de  cercle,  & qu’enfuite  immobile  au 
point  D , elle  décrive  par  fon  extrémité  C une  autre 
circonférence  de  cercle;  ou  ce  qui  revient  au  même  , 
concevez  que  des  points  C 8c D,  pris  comme  centres, 
on  décrive  fucceilivement  & de  la  même  ouverture 
de  compas  deux  circonférencês,  ces  deux  circonféren- 
ces s’entrecouperont  aux  points  A 8c  B , & on  les  ap- 
pelle circonférences  excentriques , comme  nous  l’avons 
déjà  dit. 

Corollaire  I. 

3 6 5 . Les  points  d’interfeétion  A & B des  deux  cer- 
cles feront  chacun  également  diftans  des  deux  centres 
C & D,  extrémités  de  la  ligne  CD:  car  AC  = AD  , 
puil'qu’ils  font  rayons  de  cercles  égaux  ; & par  la  mê- 
me rai&n  BC=BD. 
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Corollaire  II. 

$66.  Si  vous  menez  la  ligne  droite  AB,  les  ex- 
trémités A & B de  cette  ligne  feront  egalement  éloi- 
gnées chacune  des  deux  termes  , ou  points  C & Dj 
car  les  extrémités  de  la  ligne  AB  ne  font  point  dis- 
tinguées des  points  d’interfeétion  A , B , des  deux 
cercles» 

Corollaire  1 II. 

$6-j.  Tous  les  autres  points  de  la  ligne  AB  feront 
aulîi  également  diftans  chacun  des  termes , ou  points 
C & D.  En  effet  nous  venons  de  prouver  que  la  li- 
gne AB  dans  fes  extrémités  A & B,  eft  également 
éloignée  des  deux  termes  C & D : or  elle  eft  droite  ; 
donc  (331)  elle  conferve  dans  tous  fes  autres  points  la 
même  poiition  & la  même  direction  que  dans  fes  ex- 
trémités i donc  au  point  \3partx  : elle  ne  s’approchera 
pas  plus  de  C que  de  D,  ni  de  D que  de  C , c’eft-à- 
dire  que  l’on  aura  IC  — ID. 

Corollaire  IV. 

$ 6 8.  Donc  la  ligne  AB  en  tombant  fur  la  ligne 
CD,  ne  s’incline  pas  plus  d’un  côté  que  de  l’autre, 
ne  penche  pas  plus  vers  le  point  C que  vers  le 
point  D.  . 

DÉFINITIONS . 

I. 

3 69.  Une  ligne  AB  qui  tombe  fur  une  autre  ligne 
CD  , fans  pencher  plus  d’un  côté  que  de  l’autre , s’ap- 
pelle Perpendiculaire. 

3 70.  La  ligne  fur  laquelle  tombe  la  perpendiculai- 
re , eft  aufli  perpendiculaire  à l’égard  de  l’autre  3 par  • 

ex:  la  ligne- CD  eft  perpendiculaire  fu»  AB,  auftir 
bien  que  AB  fur  CD  [fig.  9.  ) 

III.  , 

$71.  Les  lignes  AC,  AD  {fig.  9.)  qui  tombent 

• N i 
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fur  une  ligne  CD  , de  façon  qu’elles  s’inclinent  plus 
d’un  coté  que  de  l’autre , s’appellent  Obliques  , par 
rapport  à la  ligne  CD  3 & les  diftances  CI , DI , {fig.  9.  ) 
s’appellent  Eloignemens  de  Perpendicule. 

1 V. 

371.  Les  obliques  peuvent  être  inclinées,  ou  dans 
le  même  fens,  comme  CF  , CB  (_ fig . 1 1.) , ou  en  fens 
contraire  , comme  CA  , CF. 

Théorème  I. 

373.  Une  ligne  Al  ( fig.  9.  ) qui  tombe  fur  une  autre 
CD  3 de  façon  qu’elle  ait  deux  de  fes  points  par  ex  : 
A & I j egalement  difians  chacun  de  deux  termes  ou  deux 
points  C , D , donnés  dans  l’autre  ligne  4 eft  dès-lors  per- 
pendiculaire fur  cette  fécondé  ligne  CD. 

Démonst.  Car  fi  elle  n’étoit  point  perpendiculaire 
fur  CD,  elle  pencheroit  plus  d’un  côte  que  de  l'autre  ; 
& dans  ce  cas  le  point  A , par  ex  : feroit  plus  proche 
de  C que  de  D , ou  de  D que  de  C , & l’on  auroit  AC 

AD,  ou  AD  < AC  j ce  qui  eft  contre  la  fuppo- 
fition. 

Corollaire.  , 

374.  Pour  mener  une  ligne  perpendiculaire  AI, 
ou  AB  , fur  une  ligne  donnée  CD  {fig.  9.  ),  il  n’y  a 
qu’à  décrire  des  extrémités  C , D , pris  comme  cen- 
tres, 8c  de  la  même  ouverture  de  compas,  des  cer- 
cles, lefquels  s’entrecouperont,  8c  joindre  les  points 
d’interfeftion  A & B par  une  droite  AB , laquelle 
fera  la  perpendiculaire  cherchée. 

Remarquez  i°.  que  pour  mener  une  perpendicu- 
laire AB,  au  lieu  de  cercles,  il  fuffit  de  tracer  des  arcs 
qui  s’entrecoupent  aux  points  A & B. 

Remarquez  i°.  que  c’eft  par  cette  même  méthode 
que  l’on  divjfe  une  ligne  droite  donnée , par  ex  : CD 
en  deux  également. 

Théorème  II. 

375.  Une  ligne  AI  étant  perpendiculaire  fur  une  au- 
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tre  CD  , f l’un  des  points  de  la  perpendiculaire  efl  éga- 
lement éloigné  de  deux  termes  ou  deux  points  C , D , 
donnés  dans  l’autre  ligne  y tous  les  autres  points  de  la 
perpendiculaire  feront  également  éloignés  chacun  de  ces 
deux  memes  points  C , D ( fig.  9.  ) 

Démonst.  Si  l’on  fuppofe  que  le  point  A Toit  éga- 
lement éloigné  des  deux  points  C , D , ou  que  l’on 
ait  AC  = AD , je  dis  que  tout  autre  point  de  la  per- 
pendiculaire ; par  ex  : le  point  I fera  auffi  également 
éloigné  des  deux  mêmes  points  C & D , ou  que  l’on 
aura  IC  = ID.  Car  fi  l’on  avoir  IC^>ID,  la  ligne  AI 
p#ncheroit  plus  du  côté  de  C que  de  D,j  fi  l’on 
avoir  ID>-1C  , la  ligne  AI  pencheroit  plus  du  côté 
de  D que  de  C : donc  la  ligne  AI  ne  feroit  plus  per- 
pendiculaire fur  CD , ce  qui  eft  contre  la  fuppofition. 

Corollaire  J. 

37 6.  Une  perpendiculaire  AI  étant  prolongée  tant 
que  l’on  voudra  de  part  & d’autre , tous  les  points  par 
où  elle  paflera  , feront  toujours  également  diftans 
chacun  des  deux  termes  ou  deux  points  donnés  C Sc 
D.  Car  la  perpendiculaire  AI  étant  prolongée  jufqu’en 
B , &c  le  point  I étant  également  diftant  des  extrémi- 
tés C & D , il  fuit  que  le  point  B fera  de  même  éga- 
lemenr  diftant  des  extrémités  C & D , & que  l’on  aura 
BC=BD,  ce  qui  fe  prouve  de  la  même  maniéré  que 
le  théorème  précédent. 

Corollaire  1 /, 

377.  Il  y a donc  cette  différence  entre  la  ligne  per- 
pendiculaire,, & la  ligne  Amplement  droite , que  pour 
juger  de  la  pofition  d’une  ligne  perpendiculaire  , par 
ex  : CD  [fig.  11.),  par  rapport  à une  autre  ligne  doa- 
née  EB , il  luffit  qu’il  foir  donné  un  feul  de  fes  points, 
tel  que  C j car  fi  le  point  C eft  également  diftant  des. 
deux  termes  E,  B,  il  en  fera  de  même  de  tous  les  au- 
tres points  delà  perpendiculaire:  au  lieu  que  pour  dé- 

N-'  3, 
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terminer  la  pofition  d’une  ligne  Amplement  droite 
CF  , le  point  C fetil  ne  fuffit  pas  ; car  le  point  C ne 
détermine  pas  plutôt  la  pofition  de  CF  que  de  CB,  ou 
que  de  CA  : mais  il  faut  qu’il  foit  donné  deux  points; 
par  ex:  C 8c  F , pour  pouvoir  juger  de  la  pofition  de 
la  ligne  CF  par  rapport  à l’autre  ligne  EB. 

Théorème.  III. 

378.  La  Perpendiculaire  ejl plus  courte  que  l'Obli- 
que menée  d’un  même  point  à une  meme  ligne  droite  y 
par  ex  : AI  ç/Z  plus  courte  que  AC  (Jig.  9.  ) 

Démonjt.  Prolongez  AI  de  façon  que  l’on  ait  AI 
S3=IB;  cela  pofé,  la  ligne  AB  eft  plus  courte  (334) 
que  la  ligne  AC -4- CB:  donc  la  moitié  de  AB  eft 
plus  courte*  que  la  moitié  de  AC  -f-  CB  : or  AI  eft  la 
moitié  de  AB , puifque  AI=ÎB , 8c  pareillement  AC, 
eft  la  moitié  de  AC-bCB,  puifque  AC=CB  (345): 
donc , &"c. 

Théorème  IV. 

379.  D’un  point  pris  hors  d’une  ligne  on  ne  peut  ab - 
baijfer  fur  cette  ligne  qu’une  feule  Perpendiculaire  ; pa- 
f cillement  d’un  point  pris  dans  une  ligne  on  ne  peut  élever 
fur  cette  ligne  qu’une  feule  P erpendiculaire  (fig.  9 &c  1 1 .) 

Démonst.  1.  Part.  La  perpendiculaire  eft  la  ligne 
la  plus  courre  que  l’on  pnille  mener  d’un  point  à une 
ligne  (378)  : or  il  ne  peur  y avoir  qu’une  feule  ligne 
qui  foit  la  plus  courte  entre  deux  termes  donnés  : 
donc , 8cc. 

Dém.  II.  Part.  Dans  la  ligne  EG  ( fig . 1 1.  ) , prê- 
tions le  point  D également  éloigné  des  points  A 8c 
F:  or  de  ce  point  D on  ne  peut  élever  que  la  feule 
perpendiculaire  DC.  Car  fi  du  point  D on  pouvoir 
élever  une  fécondé  perpendiculaire  diftinguée  de  DC  , 
cette  fécondé  perpendiculaire  partant  d’un  point  D, 
également  éloigné  de  A & de  F , pafferoic  par  confé- 
quent  toujours  (376.)  par  des  points  également  éloi- 
gnés de  A & de  F ; donc  elle  pa (Ter oit  par  le  point 
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G;  donc  elle  auroit  deux  points  C & D communs 
avec  la  première  perpendicaire  CD,  & fe  confondra  ic 
ainfi  avec  elle. 

Corollaire. 

380.  C’eft  pourquoi  la  ligne  perpendiculaire  eft  la 
mefure  dont  fe  fervent  les  Géomètres  pour  mefurer 
les  dijlances , les  hauteurs , &c.  parce  qu’elle  eft  la 
ligne  la  plus  courte  que  l’on  puifle  mener  entre  deux 
termes  donnés , & qu’entre  deux  termes  on  ne  peuc 
mener  qu’une  feule  perpendiculaire:  deux  propriétés 
qui  donnent  à la  perpendiculaire  les  deux  caraéteres 
propres  de  la  mefure , fçavoir  , la  fmplicicé  &C  Y inva- 
riabilité. 

Théorêmz  V. 

381.  De  toutes  les  Obliques  CF  , CB  , &c.  menées 
d’un  même  point  C fur  une  même  ligne  EG  , celles  qui 
font  moins  éloignées  de  la  P erpendiculaire  font  plus 
courtes  ; celles  qui  font  plus  éloignées  3 font  plus  longues 
(fig.n.) 

DÉ  mon  st.  Prolongez  CD  jufqu’au  point  H , de 
façon  que  l’on  ait  CD=»DH  , & menez  les  lignes 
HF,  HBj  il  eft  évident  que  la  ligne  CBH  eft  plus 
grande  que  CFH , puisqu’elle  s’écarte  davantage  de 
la  voie  la  plus  courte  : donc  la  moitié  de  CBH  eft 
plus  longue  que  la  moitié  de  CFH:  or  CB  eft  la  moi- 
tié de  CBH  , & CF  eft  la  moitié  de  CFH.  Car  la  ligne 
CH  étant  fuppofée  perpendiculaire  fur  la  ligne  EG , 
ia  ligne  EG  fera  auftï  perpendiculaire  fur  CH  , (370)  j 
& le  point  D étant  également  éloigné  des  extrémités 
C & H par  la  conftruétion , il  s’enfuit  que  les  points 
F & B feront  aufli  également  éloignés  chacun  des  ex- 
trémités C & H:  donc  on  aura  CF  = FH,  & CB  = 
BH  : donc  CF  eft  la  moitié  de  CFH , & CB  eft  la  moi- 
tié de  CBH. 

Corollaire  I. 

581.  De  toutes  les  obliques  menées  d’un  même 
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point  fur  une  même  ligne:  i°.  celles  qui  ont  même 
éloignement  de  perpendicule , font  égales  : z°.  cel- 
les qui  font  égales , ont  même  éloignement  de  per- 
pendicule : j°.  celles  qui  font  égales  5c  ont  même 
éloignement  de  perpendicule  , appartiennent  à une 
même  perpendiculaire  ( fig . 1 1.  ). 

' 1°.  Si  les  éloignemens  de  perpendicule  font  égaux, 
on  aura  AD=DF  : donc  dans  la  perpendiculaire  CD, 
le  point  D , 5c  par  conféquent  aulli  le  point  C,  fera 
( 375.)  également  éloigné  des  points  A &:  F 3 donc 
on  aura  CA=CF. 

11°.  Si  les  obliques  font  égales , on  aura  CA=CF  : 
donc  dans  la  perpendiculaire  CD  , le  point  C , & par 
conféquent  aulli  le  point  D fera  également  éloigné 
des  points  A & F : donc  on  aura  DA=DF. 

111°.  Si  l’on  a les  obliques  égales  CA=CF , & les 
éloignemens  de  perpendicule  égaux  DA=^DF,  il  eft 
clair  que  la  ligne  dont  les  obliques  font  également 
éloignées , eft  une  même  perpendiculaire  CD. 

Corollaire  II. 

383.  Si  les  obliques  font  tirées  de  diftérens  points 
Si  en  fens  contraire,  foit  fur  une  même  ligne  , foit 
fur  différentes  lignes,  comme  AC,  EG  ( fig . iz  & 
13.),  il  arrivera 

1°.  Que  les  obliques  AC  , EG  feront  égales  , lors- 
qu'elles auront  des  perpendiculaires  égales,  Sc  même 
éloignement  de  perpendicule. 

11°.  Que  les  éloignemens  de  perpendicule  BC, 
DG  feront  égaux,  lorfque  les  obliques  feront  égaies, 
Sc  les  perpendiculaires  égales. 

111°.  Que  les  perpendiculaires  AB , ED  feront  éga- 
les , lorfque  les  obliques  feront  égales , Sc  les  éloigne- 
mens de  perpendicule  égaux. 

En  effet  concevez  que  l’exrrêmité  A de.  la  perpen- 
diculaire AB  foit  pofée  fur  l’extrémité  E de  la  perpen- 
diculaire ED  y alors  les.  figures  i z 5c  1 3 reviendront 
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à la  figure  1 1 , & le  cas  dont  nous  parlons  , retombera 
dans  celui  du.  corollaire  précédent  , où  deux  lignes 
obliques  font  tirées  d’un  même  point  fur  une  même 
ligne  ; dans  lequel  cas  nous  avons  prouvé  que  les  trois 
propriétés  énoncées  ont  lieu. 

• Corollaire  III. 

' , < 

384.  Si  les  obliques  font  tirées  de  difFérens  points 

& dans  le  même  feus,  foit  fur  une  même  ligne,  foit 
fur  différentes  lignes,  comme  AC,  EF  {fig.  1 1 & ij.), 
on  prouve  auflî  que  les  propriétés  ci-deffus  énoncées 
ont  lieu  ; puifqn’en  prenant  de  l’autre  côté  de  la  per- 
pendiculaire ED,  au  lieu  de  l’oblique  EF  , l’oblique 
£G=EF , on  fait  tomber  le  cas  préfent  dans  celui  du 
corollaire  précédent.  « 

Corollaire  IV. 

385.  Donc  en  général  de  ces  trois  chofes  , lignes 
perpendiculaires,  lignes  obliques,  éloignemens  de 
perpendicule  ; fi  deux  d’une  part  font  égales  aux  deux 
correfpondantes  de  l’autre  part , la  troinéme  fera  auffi 
nécefTairement  égale  de  part  & d’autre. 

Corollaire  V. 

‘38 6.  D’un  point  on  ne  peut  mener  que  deux  obli- 
ques égales  fur  une  même  ligne  EG  ( fig . n . ) : car  il 
ne  peut  y avoir  que  deux  obliques  CA,  CF,  égale- 
ment éloignées  de  la  perpendiculaire , & par  confé- 
quent  égales, 

HYPOTHESE  IL 

388.  Si  fur  les  arcs  DF  A,  CEA  {fig.  14.)  vous  pre- 
nez des  portions  égales  DF , CE , & que  par  les  pqjnts 
E & F vous  meniez  une  ligne  droite  GH , cette  droite 
GH  eft  dite  être  parallèle  à la  ligne  CD;  parce  que  fi 
des  points  quelconques  E,  F vous  abbaiffez  des  perpen- 
diculaires pour  mefurer  la  diftance  des  deux  lignes, 
cette  diftance  fe  trouvera  égale  dans  tous  les  points 
correfpondans  des  deux  lignes. 
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Lorfqu’on  veut  mener  une  ligne  parallèle  à une  au- 
tre ligne  donnée  CD  [fig.  1 4.  ) , il  n’eft  pas  néceftàire 
que  des  points  C & D on  décrive  des  cercles  entiers  3 
les  Géomètres  fe  contentent  de  décrire  les  arcs  indé- 
finis CEA  , DFA , fur  lefquels  ils  prennent  avec  le 
compas  des  portions  égales  CE , DF  : on  peut  aufli,  au 
lieu  des  points  C &c  D , prendre  pour  centres  de  ces 
cercles,  ou  de  ces  arcs  , deux  points  quelconques  E Sc 
F (Jîg.  15.)  pris  à volonté  dans  la  ligne  CD  3 ce  qui  eft 
évident. 

DÉFINITIONS. 

I.  , 

388.  On  appelle  donc  lignes  Parallèles  deux  lignes 
qui  font  également  éloignées  l’une  de  l’autre  dans  tous 
leurs  points  correfpondans  ( fig . 15.  ) 

I I. 

389,  On  définit  aufii  les  Parallèles  des  lignes  qui» 
quelque  prolongées  qu’on  les  fuppofât,  ne  fe  rencon- 
treroient  jamais. 

Corçllaire  I. 

3 90.  Donc  deux  lignes  perpendiculaires  comprifes 
entre  deux  parallèles,  font  égales 3 puifqu’elles  mefu- 
renc  des  diftances  égales.  • 

Corollaire  II. 

391.  Donc  deux  lignes  parallèles  comprifes  entre 
deux  parallèles  , font  égales  entr’elles  3 car  fi  elles  font 
perpendiculaires,  elles  feront  égales , comme  nous 
veryms  de  le  prouver  : fi  elles  font  obliques  , elles  au- 
ront même  éloignement  de  perpendicule , puifqu’elles 
font  parallèles,  &c  par  conféquent  elles  feront  égales. 

Corollaire  III. 

592.  Donc  deux  lignes  également  inclinées  Sc 
dans  le  même  fens  entre  deux  parallèles  , font  éga- 
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les  ; car  étant  également  inclinées , elles  ont  même 
éloignement  de  perpendicule  : donc  elles  font  égales. 

. Corollaire  I V. 

393.  Pareillement  deux  lignes  EG  , EF  ( fig . 13.) 
également  inclinées  en  fens  contraire  entre  deux  pa- 
rallèles, font  égales  entr’elles:  car  quoiqu’inclinées 
en  fens  contraire  , elles  font  cependant  également 
éloignées  de  perpendiculaires  égales. 

Théorème  I. 

394.  Deux  lignes  qui  font  chacune  perpendiculaires 
i une  même,  troïjiemc  Ligne  font  parallèles  entr  elles. 

Démonst.  Si  elles  n’étoient  pas  parallèles  entre 
elles  , elles  fe  rencontreroient  en  un  point  quelcon- 
que 3 & par  conféquent  il  y auroit  deux  perpendicu- 
laires menées  d’un  même  point  fur  une  même  ligne, 
ce  qui  eft  impoilîble  (379). 

Théorème  II. 

. 395.  Une  Ligne  AB  perpendiculaire  à une  Ligne  GH, 

ifi  aujji  perpendiculaire  à une  fécondé  ligne  CD , paral- 
lèle à GH  ( fig.  14.  ) 

Demonst.  Si  la  ligne  AB  perpendiculaire  fur  GH, 
ne  l’étoit  pas  fur  CD,  CD  ne  feroit  pas  non  plus  per- 
pendiculaire fur  AB 3 donc  CD  feroit  inclinée  fur  AB  : 
donc  CD  étant  prolongée  rencontreroit  de  part  ou 
d’autre  la  ligne  GH  , & par  conféquent  ne  lui  feroit 
pas  parallèle  , ce  qui  eft  contre  la  fuppolîtion. 

Corollaire. 

396.  Une  ligne  GI  perpendiculaire  à une  ligne 
AB  [fié-  1 7-  ) » aufti  perpendiculaire  à toutes  les 
lignes  CD  , EF,  &c.  parallèles  à la  ligne  AB. 

Théorème  III. 

3 97.  Une  ligne  AB  3 parallèle  à une  première  parai-- 
lele  CD  , ejl  aujfi  parallèle  à la  fécondé  parallèle  EF  , 
<%  l7-  ) 
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Démonst.  Par  l’hypothèfe  la  ligne  AB  eft  parallèle 
à la  ligne  CD  , & par  conféquent  la  ligne  GH  perpen- 
diculaire fur  AB  , l’eft  auffi  fur  CD  : par  l’hypothèfe 
encore  la  ligne  CD  eft  parallèle  à la  ligne  EF  : donc  la 
ligne  prolongée  GH1 , perpendiculaire  fur  CD  , le  fera 
auiïi  fur  EF  , donc  la  ligne  GI  eft  perpendiculaire  fur 
AB  5c  fur  EF  : donc  (394)  AB  5c  EF  font  parallèles. 

C’eft  la  même  chofe  auftï  de  dire  que  deux  lignes > 
parallèles  à une  même  troifiéme  ligne , font  parallèles 
en  tr 'elles. 

Théorème  IV. 

398.  Une  ligne  IF , oblique  & inclinée  feir  une  paral- 
lèle AB  j eft  également  inclinée  fur  l’autre  parallèle  CD 

DémonÎt.  Si  la  ligne  IF  éroit  plus  ou  moins  incli- 
née fur  la  parallèle  AB,  que  fur  la  parallèle  CD  , la 
parallèle  AB  feroit  pareillement  plus  ou  moins  incli- 
née fur  la  ligne  IF,  que  ne  l’eft  la  parallèle  CD:  donc 
les  parallèles  AB  , CD  , s’inclineroient  l’une  fur  l’au- 
tre, 5c  prolongées  fe  rencontreroient  quelque  part  ; 
& par  confcquent  11e  feroient  plus  parallèles,  ce  qui 
eft  contre  la  fuppofttion. 

Corollaire  I. 

399.  Une  ligne  G1  oblique  & inclinée  fur  une  ligne 
AB  [fig.  18.  ) eft  également  inclinée  fur  routes  les  li- 
gnes CD , EF,  &c.  parallèles  à la  ligne  AB. 

- Corollaire  I J. 

400.  En  général  deux  lignes  parallèles  ont  toujours 
iine  même  pofition  par  rapport  à une  même  troifiéme 
ligne  3 & réciproquement. 

Nombre  II. 

De  la  pofition  de  la  ligne  droite  par  rapport 
au  Cercle. 

Une  ligne  droite  confidérée  par  rapport  à une  au- 
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tre  ligne  droite,  peut  avoir  trois  fortes  de  portions  j 
fçavoir  , être  perpendiculaire , être  oblique , être  paral- 
lèle: une  ligne  droite  confidérée  par  rapport  au  cercle , 
ne  peut  avoir  que  deux  fortes  de  pohtion  j fçavoir  , 
être  tangente  , ou  être  fécante. 

DÉFINITIONS. 

I. 


401.  On  appelle  Tangente  , une  ligne  droite  qui 
rencontre  en  dehors  la  circonférence  du  cercle  fans  la 


couper. 


1 1 I. 


401.  Le  point  où  la  tangente  rencontre  la  circonfé- 
rence du  cercle , s’appelle  point  de  Contact , ou  de 
Contingence. 

I I. 

403.  On  appelle  Sécante  , toute  ligne  droite  qui 
coupe,  ou  qui,  prolongée,  couperoit  la  circonférence 
du  cercle. 

V I. 

404.  La  fécante  s’appelle  Sécante  extérieure  , lorf- 
qu’eile  eft  tirée  d’un  point  pris  hors  de  la  circonfé- 
rence 5 &c  elle  s’appelle  Sécante  intérieure , lorfqu’elle 
eft  tirée  d’un  point  pris  en  dedans  du  cercle. 

Théorème  I. 

405.  De  toutes  les  Sécantes  intérieures  tirées  d’un 
peint  pris  au-dejfous  du  centre  3 la  pliis  courte  fera  celle 
qui  j prolongée  3 pajferoit  par  le  centre  ( fig.  1 9.  ). 

Démonst.  La  fécante  AB  , qui,  prolongée,  paflTe- 
roir  par  le  centre  C , eft  plus  courte  que  la  fécante 
AD.  Car  (334.)  CAD  > CD  : or  CD  = CB,  parce 
qu’elles  font  rayons  d’un  même  cercle  : donc  CAD  > 
CB:  donc  , en  retranchant  de  part  & d’autre  la  partie 
commune  CA  , on  aura  AD  >•  AB. 

Remarque. 

4o<j.  De  toutes  les  fécantes  intérieures,  tirées  du 
centre  à la  circonférence  du  cercle , aucune  n’eft  plus 
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courte,  aucune  n’eft  plus  longue  ; mais  elles  font  tou- 
tes égales,  parce  qu’elles  fout  toutes  rayons  d’un  mêr 
me  cercle. 

Théorème  II. 

407.  De  toutes  les  Sécantes  intérieures  tirées  d'un 
meme  point 3 pris  au- de  fus  du  centre  à la  circonférence 
concave  du  cercle  3 la  plus  longue  fera  celle  qui  pajje  par 
le  centre  ( fig.  10.  ) 

Démonst.  La  fécante  AB  qui  pafle  par  le  centre 
C , eft  plus  longue  que  toute  autre  fécante  , par  ex  : 
AD.  Car  CI*=  CD , puifqu’elles  font  rayons  d’un 
meme  cercle;  donc  ajoutant  à l’une  & à l’autre  la  pof- 
tion  commune  CA  , on  aura  ACB— ACD  ; or  (3  34.) 
ACD  AD  : donc  ACB , ou  AB  > AD. 

Théorème  III. 

408.  De  toutes  les  Sécantes  extérieures 3 menées 
d'un  meme  point  à la  circonférence  convexe  du  cercle , U 
plus  courte  efl  celle  qui  3 prolongée  3 pajjeroit  par  le  cen- 
tre (fig.  11.). 

Démonst.  Ayant  continué  les  deux  fécantes  AB, 
AD,  jufqu’au  centre  C , on  aura  (35 4.)  ABC<(ADC; 
donc  retranchant  de  part  & d’autre  les  lignes  égales, 
ou  rayons  £C  , DC,  il  reliera  AB  AD. 

Théorème  IV. 

409.  De  toutes  les  Sécantes  extérieures  3 tirées  d'un 
même point  à la  circonférence  concave  d' un  cercle  3 la  plus 
longue  fera  celle  qui  paffera  par  le  centre  ( fig.  11.). 

Démonst.  La  fécante  ÀB  qui  palfe  par  le  centre 
C,  eft  plus  longue  que  AD.  Car  (345.)  CB— CD  t 
donc  ajoutant  la  partie  commune  CA  , on  aura  BCA 
= DCA  : or  (334.)  DCA  DA  ; donc  aufli  BCA 
DA. 

Remarque . 

410.  Si  les  fécantes  étoient  menées,  non  d’un  point 
pris  hors  de  la  circonférence  , mais  d’un  point  pris 
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dans  la  circonférence,  telles  que  AB  & AF  (ftg.  d.)  t 
la  plus  longue  feroit  encore  celle  qui  paire  par  le  cen- 
tre , fçavoir  la  fécante  AB.  Car  alors  la  fécante  AB 
eft  un  diamètre  , &c  la  fécante  AF  eft  une  corde  : or 
l’on  a prouvé  (362.)  que  dans  le  cercle  le  diamètre  eft 
plus  grand  que  la  corde. 

HYPOTHESE  I. 

41 1.  Suppofez  que  la  fècante  AF  (ftg.  6.  ) change 
de  pofition  , & devienne  la  fècante  CD  (ftg.  23.  ) 
perpendiculaire  à l’autre  fécante  FB,  vous  aurez  alors 
un  diamètre  perpendiculaire  aune  corde  dans  un  même 
eercle. 

Théorème. 

412.  Dans  un  même  Cercle  ( fig.  23.  ). 

1°.  Tout  Diamètre  3 ou  Rayon  , qui  eft  perpendicu- 
laire à une  corde  3 coupe  cette  corde  & V arc  foutenu  par 
cette  corde  , en  deux  egalement. 

11°.  Tout  Diamètre , ou  Rayon 3 qui  coupe  une  cordt 
en  deux  également , eft  perpendiculaire  à cette  corde. 

111°.  Toute  Ligne  perpendiculaire  à une  corde 3 & qui 
la  divife  en  deux  également  3 eft  Diamètre  3 ou  Rayon. 

Demonst.  I.  Part.  Le  diamètre  FB  pafte«par  le 
centre  A , qui  eft  également  diftant  des  extrémités  C 
& D de  la  corde  3 or  il  eft  perpendiculaire  à la  corde  : 
donc  le  point  E , par  où  paiïe  ce  diamètre  , eft  auffi 
également  diftant  des  extrémités  C ik  D:  donc  on 
aura  CE=ED  : par  la  même  raifon  on  aura  l’arc  CB 
=BD. 

Démonst.  II.  Part.  Le  diamètre  paiïe  par  le  cen- 
tre A , qui  eft  également  éloigné  des  extrémités  C 8c 
& puifqu’il  coupe  la  corde  en  deux  également,  le 
point  E eft  auffï  également  diftant  des  extrémités  C 
& D:  donc  dans  ce  diamètre  il  y a deux  points  A , E , 
qui  iont  chacun  également  diftans  des  extrémités  de 
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la  corde:  donc  (373.)  il  eft  perpendiculaire  à la 

corde. 

Démonst.  III.  Part.  Puifque  la  ligne  FB  coupeja 
corde  en  deux  également , le  point  E eft  également 
diftant  des  extrémités  C Sc  D de  la  corde  : &c  puis- 
qu'elle eft  perpendiculaire  à la  corde  3 elle  pafte  tou- 
jours par  des  points  également  diftans  des  extrémités 
C Sc  D : donc  elle  pafte  par  le  centre  A } or  toute 
ligne  qui  pafte  par  le  centre,  eft  rayon , ou  diamètre: 
donc,  &c 

Corollaire. 

413.  D’où  il  fuit  en  général  que  de  ces  trois  con- 
ditions , être  perpendiculaire  à une  corde  3 couper 
une  corde  en  deux  également  3 être  rayon  , ou  dia- 
mètre , deux  étant  données  , la  troi dénie  s’enfuit 
néceftairement. 

HYPOTHESE  II. 

414.  Suppofez  que  la  corde  CD  [fg-  13.  ) reftant 
toujours  perpendiculaire  au  diamètre  , vienne  à def- 
cendre  parallèlement  à elle-même  jufqu’à  l’extrémité 
B,  & qu’elle  devienne  la  ligne  EF  {fig.  14-),  vous 
aurez  alors  une  ligne  perpendiculaire  à l’extrémité  du 
rayon  ^ ou  du  diamètre. 

Théorème  I. 

415.  Une  ligne  perpendiculaire  à V extrémité  du 
rayon  , ou  du  diamètre  j eft  tangente  par  rapport  au 
cercle ; ( fig.  24.  ). 

Démonst.  Elle  eft  ou  tangente,  ou  fccante:  or 
elle  n’eft  point  fécante.  Si  elle  l’étoit , elle  coupe- 
roit  néceftairement  (346.)  la  circonférence  du  cer- 
cle en  deux  points  , par  ex:  A Ôc  D:  donc  cette  ligne 
feroir  la  ligne  AB , qui  rentre  dans  le  cercle  : donc 
menant  fur  AB  iine  ligne  quelconque  CH , le  point 
H fera  en  dedans  du  cercle  , & la  liane  CH  fera 
plus  courte  que  le  rayon  CA:  donc  le  rayon  CA 

n’étant 
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n’étant  point  la  ligne  la  plus  courte  que  l’on  puilTe 
mener  d’un  même  point  C fur  la  ligne  AB , 11e  fera 

f>as  perpendiculaire  fur  la  ligne  AB  : donc  aullî  la 
igné  AB  ne  fera  pas  perpendiculaire  à l’extrémité  du 
rayon  ; ce  qui  eft  co‘ntrç,notre  fuppofition. 

Théorème  II. 

4 1 6.  Réciproquement  la  Tangente  ejl  toujours  per - 
ptndiculaire  à l’extrémité  du  .ray  on  mené  au  point  de  con- 
tingence ( fig.  14.  ). 

Démon st.  Si  la  tangente  AE  n’eft  pas  perpendicu- 
laire à l’extrémité  du  rayon  CA  , le  rayon  ne  fera  pas 
non  plus  perpendiculaire , mais  publique  fur  la  tan- 
gente 5 foit  donc  CH  , Cette  perpendiculaire  menée 
du  centre  à la  tangente  t donc  on  aura  CH  CA  : 
donc  l’extrémité  H eft  en  dedans  du  cercle  : donc  la 
tangente  rentreroit  dans  le  cercle , & par  conféquent 
ne  feroit  plus  tangente  ; ce  qui  eft  contre  la  fuppoli- 
rion. 

Théçrêmf.  III. 

417.  Là  Tangente  ne  touche  la  circonférence  du  cer- 
cle qu’en  un  feul  point. 

Démônst.  Si  elle  touchoit  la  circonférence  du 
Cercle  en  deux  points , foient  menés  du  centre  deux 
rayons  à ces  deux  points  de  contingence  : or  tout 
rayon  mené  au  point  de  contingence  ,#eft  perpendi- 
culaire fur  la  tangente  , Comme  nous  venons  dé  le 
voir  : donc  on  auroit  deux  perpendiculaires  menées 
d ’un  même  point  fur  une  même  ligne , ce  qui  eft  im- 
posable. 

Corollaire  I. 

418.  De  ces  trois  conditions,  être  rayon,  ou 
pa{l~er  par  le  centre  ; aboutir  au  point  de.  contin- 
gence ; être  perpendiculaire  à la  tangente  j deux 
étant  pofées , la  ttoifiéme  s’enfuit  nécelfairement  : 
En  effet , 


/ 


O 


! 
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1°.  Tout  rayon  qui  aboutit  au  point  de  contingen- 
ce , eft  aulli  perpendiculaire  à la  tangente;  puifque 
(416.)  la  tangente  eft  toujours  perpendiculaire  à l'ex- 
trémité du  rayon  mené  au  point  de  contingence. 

li°.  Toute  ligne  menée  au  point  de  contingence, 
& qui  eft  perpendiculaire  à la  tangente  , dès-lors  pafle 
par  le  centre  ou  eft  rayon  : car  du  point  de  contin- 
gence , ou  ne  peut  élever  fur  la  tangente  d’autre  per- 
pendiculaire , que  celle  qui  parte  par  le  centre,  ou 
qui  eft  rayon. 

111°.  Toute  ligne  qui  eft  perpendiculaire  à la  tan- 
gente, & qui  pade  par  le  centre  , ou  qui  eft  rayon  , 
aboutit  dès-lors  appoint  de  contingence,  car  fi  elle 
n’y  aboutiftoit  pas,  on  pourroit  donc  avoir  deux  per- 
pendiculaires menées  au  centre  à la  tangente;  l’une 
qui  aboutiroit  au  point  de  contingence  (41 6.) , & l’au- 
tre qui  n’y  aboutiroit  pas  par  l’hypothèfe  , ce  qui  eft 
impolEble  (379.). 

Corollaire  II. 

> • 

419.  Les  arcs  de  circonférence  compris  entre  une 
corde  & une  tangente  parallèles  , font  égaux  ; car 
ayant  mené  du  point  de  contingence  E ( Jîg . 25.)  le 
diamètre  EF , ce  diamètre  fera  perpendiculaire  à la 

• tangente  AB  : donc  il  le  fera  aufli  fur  la  corde  GH,  pa- 

rallèle à la  tangente  : donc  (411.)  il  partagera  la  corde 
GH , & l’arc  GEH  en  deux  également  : donc  on  aura 
EG=EH. 

Corollaire  III. 

420.  Les  arcs  de  circonférence  compris  entre  deux 
tangentes  parallèles  , font  égaux  [fig.  25.  );  car  fi  du 

' point  de  contingence  F on  éleve  une  perpendiculaire 
fur  la  tangente  CD , cette  perpendiculaire  paftera  par 
le  centre  (418.):  donc  elle  fera  un  diamètre;  mais  ce 
diamètre  fera  aufli  (395.)  perpendiculaire  à la  ran- 
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genre  AB  parallèle  à la  première  CD:  donc  il  aboutira 
(418.)  au  point  de.  contingence  E:  donc  les  deux  tangen- 
tes parallèles  feront  perpendiculaires  aux  extrémités 
d’un  même  diamètre  : or  tout  diamètre  partage  la  cir- 
conférence en  deux  également  (36$.):  donc  les  arcs 
çompris  entre  deux  tangentes  parallèles  font  égaux. 

Corollaire  I V. 

411.  Les  arcs  de  circonférence  compris  entre  deux 
cordes  parallèles  , par  ex  : GH , IK  , font  égaux  ; car 
l’arc-EC/IF— EHKF,  comme  nous  venons  de  le  prou- 
ver ; donc  retranchant  d’une  part  les  arcs  EG.  8c  Eli 
qui  font  égaux  (419.),  8c  retranchant  de  l’autre  les  arcs 
1F  & KF,  quifont  encore  égaux  (419.),  les  reftes,  ou 
les  arcs  GI  8c  HK  compris  entre  les  deux  cordes  paral- 
lèles , feront  égaux. 

Théorème  IV. 

421.  On  ne  peut  mener  qu’une  feule  Tangente  a l’ ex- 
trémité à’ un  même  rayon. 

Démonst.  La  tangente  *eft  perpendiculaire  à l’ex- 
trémité du  rayon:  or  à l’extrêmite  d’une  ligne  on  11e 
peut  mener  (579.)  qu’une  feule  perpendiculaire  î 
donc , &c. 

Corollaire, 

423.  Donc  par  le  point  de  contingence  il  n’eftpas 

polfible  de  faire  palier  entre  la  tangente  8c  la  circon- 
férence aucune  ligne  droite,  telle  que  AB  (fg.  24.  ) 
Car  cette  ligne  droite  feroit  oblique  par  rapport  aui 
rayon:  donc  menant  du  centre  une  perpendiculaire 
CH  fur  AB,  on  aura  CH  <^CA:  donc  le  point  H 
fera  en  dedans  du  cercle,  & par  conféqnent  la  ligne 
AB  coupe  la  circonférence  , 8c  ne  pâlie  pas  entre  la 
tangente  & la  circonférence.  • ■ 

Théorème  V. 

424.  Entre  la  tangente  & la  circonférence  ofi  peut 
faire  paffer  par  le  point  de  contingence  une  infinité  de 
Courbes , (ng.  16.), 

& O 2 
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Dêmonst.  Si  l’on  prolonge  le  rayon  EC  jufqu’en 
D , Sc  que  du  point  D comme  centre  ; & de  l’inter- 
valle DE  on  décrive  la  courbe  FEG  , je  dis  que  cette 
combe  paflera  entre  la  tangente  & la  circonférence  , 
fans  couper  ni  l’une  ni  l’autre  ; & que  prolongeant 
toujours  de  meme  le  rayon , on  pourra  décrire  fem- 
blablement  tant  de  courbes  que  l’on  voudra. 

1°.  Elle  n*  coupera  poinc  la  tangente  , puifque  le 
rayon  DE  de  cette  courbe  eft  terminé  au  point  de  con- 
tingence. * . 

11°.  Elle  ne  coupera  pas  la  circonférence  ; car  fi 
elle  la  coupoit , par  ex : au  point  O , le  point  O de- 
venant commun  à la  petite  & à la  grande  circonfé- 
rence , on  auroit  CE=CO  : or  cela  n’eft  pas  , mais 
plutôt  on  a CE  <^CO  j car  CE  &c  CO  étant,  par  rap- 
port à la  grande  circonférence  , deux  fécantcs  inté- 
rieures menées  d’un  meme  point  pris  au-defious  du 
centre  D de  cette  circonférence  ; nous  avons  prouvé 
(405.)  que  la  ligne  CE  qui,  prolongée  , pafieroit  par 
le  centre  D,  eft  plus  courte  que  CO,  qui  n’y  pafieroit 
point  : donc  le  point  O eft  hors  de  la  petite  circonfé- 
rence. 

PARAGRAPHE  II. 

Des  Angles. 

Les  angles  ont  une  origine  ; ils  peuvent  être  de 
différente  qualité  : ils  font  fufceptibles  d’évaluation  y 
c’oft  ce  que  nous  allons  faire  voir. 

N O M B R E I. 

De  l’Origine  des  Angles. 

HYPOTHESE  I. 

■ 

425.  Si  le  rayon  AD  ( fig . 27.  ) qui  dans  fa  révo- 
lution décrit  par  fon  extrémité  D une  circonférence 
de  cercle,  eft  fuppofé  laifter,  par-tout  où  il  pafie , 
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des  traces , ou  lignes  AC , AB , AI , &c.  deux  de 
ces  traces »,  ou  Lignes , ou  rayons  AC  , AD  , intercep- 
teront un  efpace,  laifferont  une  ouverture  , auront 
entr’eux  une  inclïnaifon , que  l’on  peut  évaluer  8c 
comparer. 

DÉFINI  T 1 O N S. 

I. 

416.  Cet  efpace , cette  ouverture  , cette  indinaifon 
plus  ou  moins  grande,  que  laiflent  entr’eux  dejpc 
rayons  , ou  lignes  AC , AD , s’appelle  Angle. 

I I. 

417.  Les  rayons  AC,  AD  s’appellent  les  Côtés 
de  l’angle  ; le  point  A où  les  côtés  fe  rencontrenr  , 
s’appelle  le  Sommet  de  l’angle;  l’arc  CD  compris 
entre  les  côtés  , & décrit  du  Commet  A , pris  com- 
me centre  , s’appelle  la  Mefire  de  l’angle. 

I I I. 

418.  L’angle  qui  eft  mefuré  par  un  arc  qui  eft  le 
quart  de  la  circonférence  , s’appelle  Angle  droit  ; tel 
eft  l’angle  B AD  ( fig.  a 7.  ) , ou  ABC  {fig.  28.  ). 

I V. 

429.  L’angle  qui  eft  mefuré  par  un  arc  moindre 
que  le  quart  de  la  circonférence , s’appelle  Angle 
aigu  ; tel  eft  l’angle  CAD  {fig.  27.  ) , ou  l’angle 
DEF  {fig.  29.  ). 

V. 

4 j o.  L’angle  qui  eft  mefuré  par  un  arc  plus  grand 
que  le  quart  de  la  circonférence,  s’appelle  Angle 
obtus  -y  tel  eft  l’angle  IAD  {fig.  27.  ) , ou  l’anglç, 
GHO  {fig.  jo.  ). 

V I. 

451.  La  différence  d’un  angle  aigu  avec  l’angle 
droit  s’appelle  complément  de  cet  angle  , & fa  diffé- 
rence avec  deux  angles,  droits,,  s’appelle  fuppiément 
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de  cet  angle;  par  çx  : l’angle  1AB  [Jîg.  17.)  eft  le  • 
complément  de  l’angle  IAH,  8c  l’angle  IAD  eft  fon 
fupplément;  en  général  on  appelle  complément  ou 
fupplément  d’un  angle , ce  qu’il  faut  lui  ajouter  pour 
qu’il  devienne  égal  ou  à un  angle  droit , ou  à deux 
angles  droits. 

Obfervez  que,  lorfque  l’angle  eftdéfigné  par  trois 
lettres,  la  lettre  du  milieu  défigne  toujours  le  fom- 
met  de  l’angle;  8c  lorfqu’on  défigne  l’angle  par  une 
feule  lettre , on  prend  toujours  celle  qui  déligne  le 
fdmmet. 

H T P O T H E S E ' I J. 

431.  Si  dans  la  ligne  AD  (j Sg.  i-f.  ) ou  bien  dans 
la  ligne  CB  [Jîg.  3t.),  tandis  que  l’extrémité  B dé- 
crit une  circonférence , vous  fuppofez  que  les  points 
O,  E,  & tant  d’autres  qu’il  vous  plaira , décrivent 
aufli  des  circonférences  ; ces  circonférences  auront 
toutes  le  meme  centre  C , 8c  s’appellent,  par  cette 
raifon , circonférences  concentriques. 

Corollaire  I. 

433.  Toutes  les  lignes  droites , tirées  du  centre 
commun  des  circonférences  concentriques  , & qui 
traverfçront  ces  circonférences , opéreront  dans  ces 
circonférences , ou  dans  les  arcs  de  ces  circonféren- 
ces, les  mêmes  divifions,  comme  de  moitié,  de  tiers, 
de  quart , & de  tant  de  parties  femblables  que  l’on 
voudra.  Car  le  rayon  CB  dans  fa  révolution  a défigné 
8c  marqué  par  fon  point  E autant  de  parties  dans 
la  petite  circonférence  , qu’il  en  a défignées  par  fon 
extrémité  B ‘dans  la  grande  circonférence , avec  cette 
différence  feulement , que  ces  parties  font  plus  peti- 
tes dans  l’une,  8c  plus  grandes  dans  l'autre;  mais  elles 
feront  pourtant  femblables. 

Corollaire  II. 

434.  Donc  toute  circonférence,  grande  ou  petite, 
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peut  être  partagée  en  un  égal  nombre  de  parties  fem- 
blables  j car  toutes  les  circonférences , grandes  ou  pe- 
tites , ayant  une  courbure  uniforme , peuvent  tou- 
jours être  fuppofées  concentriques. 

Corollaire  III. 


43  j.  C’eft  pourquoi  les  Géomètres  ont  divifé  la 
circonférence  du  cercle,  quel  qu’il  foit , en  36a 
parties  égales , que  l’on  appelle  degrés  ; chaque  de- 
gré en  60  parties  égales,  que  l’on  appelle  minutes 
chaque  minute  en  60  fécondés  ; chaque  fécondé  en 
&c.  or  l’angle  eft  d’autant  plus  grand,  ou  plus  petit, 
que  l’arc  compris  entre  fes  côtés  contient  plus , ou 
moins  de  ces  parties  égales  , degrés  ou  minutes , ou 
fécondés  y &c. 

1°.  L’angle  droit  eft  mefuré  par  le  quart  de  la 
pirconférence  , c’eft- à-dire  , que  fa  valeur  eft  de  90 
degrés.  • 

11°.  L’angle  obftis  eft  mefuré  par  un  arc  de  cir- 
conférence plus  grand  que  le  quart , c’eft-à-dire , 
que  fa  valeur  pafle  90  degrés. 

III0.  L’angle  aigu  eft  mefuré  par  un  arc  moindre 
que  le  quart  de  la  circonférence  ; c’eft-à-dire , que 
fa  valeur  eft  au-deftous  de  90  degrés. 

Corollaire  IV. 

4 3 (S.  Chacun  des  ces  arcs  AB , IO , DE , (fîg.  31.) 
compris  entre  les  mêmes  rayons , peut  être  indifférem- 
ment pris  pour  la  mefure  de  l’angle  ACBj  car  cha- 
cun de  ces  arcs  contient  un  même  nombre  de  degrés; 
puifque  les  rayons  CA , CB  ont  opéré  les  mêmes  divi- 
fîons  dans  les  circonférences  concentriques  : donc  cha- 
cun d’eux  eft  propre  pour  roefurer  l’ouverture  , ou 
l 'écart , ou  1 ’inclinaifon  des  lignes  CA , CB , qui  eft 
' la  même  dans  toute  la  longueur  de  ces  lignes. 

Corollaire  V. 

437»  D’on  il  fuit  que  la  grandeur  y ou  quantité  de 
l’angle  ne  dépend  ni  de  la  longueur  des  côtés  , ni.  de 
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la  grandeur  de  l'arc  intercepté  entre  les  côtes;  mais 
feulement  du  nombre  de  degrés  que  contient  l’arc , 
petit  ou  grand,  compris  entre  fes  côtés,  & décrit  du 
l'ommet  de  l’angle  pris  pour  centre. 

Corollaire  VI. 

438.  Pour  connoître  la  mefure.  d’un  angle  , par 

ex:  CAD  {fig'  i $.•)>  il  faut  concevoir  qu’il  a fon 
fommet  au  centre  du  cercle , & alors  l’arc  de  cir- 
conférence CBD  , compris  entre  fes  côtés , fera  fa 
mefure..  . • 

Corollaire  VIL 

j 

439.  Tous  les  angles  droits  font  égaux  , puifqu’ils 
font  mefurés  chacun  par  le  quart  de  la  circonférence. 

Nombre  II, 

De  la  Qualité  des  Angles. 

Ta,  qualité  des  angles  dépendre  la  pofition  des 
lignes,  par  la  rencontre  defquelles  ils  font  formés. 

Théorème  I, 

440.  Une  ligne  droite , qui  ejl  perpendiculaire  Jur  une 
autre  ligne  droite  > forme  avec  elle  deux  Angles  3 dont 
chacun  ejl  droit  ( fig.  31.). 

Démonst.  La  ligne  CD  , perpendiculaire  fur  AB  , 
ne  penche  pas  par  conféquent  plus  d’un  côté  que 
de  l’autre  : donc  l’angle  CDA=CDB  : or  fi  du  point 
D , comme  centre , on  décrit  une  circonférence  ; il 
eft  évident  que  les  deux  angles  CDA  -+-  CDB  font 
mefurés  par  la  demi-circonférence  : donc  chacun 
d’eux  eft  mefuré  par  le  quaff  de  la  circonférence  i 
donc  chacun  de  ces  angles  eft  droit,  ou  eft  =9© 
degrés. 

Corollaire  /, 

441.  Si  vous  prolongez  la  ligne  CD  ju-fqu’en  E 
{fg.  33.  ),  alors  les  deux  lignes  CE  , AB , formetont 
auteur  du  point  D quatre  angles  droits. 
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■ Corollaire  1 1. 

44Z.  Si  une  ligne  perpendiculaire  coupe  deux 
parallèles  , elle  opérera  les  mêmes  effets  , 8c  formera 
les  mêmes  angles  , £c  de  la  même  maniéré,  fur  la 
fécondé  parallèle  que  fur  la  première  : c’eft  pour- 

Î[uoi  elle  formera  autour  des  deux  points  d’inter- 
e&ion  huit  angles  droits  [fi g.  39.). 

La  même  chofe  arrivera , fi  la*  perpendiculaire 
eoupe,  3 , 4,  5 , 8rc.  lignes  parallèles , c’eft-à-dire  , 
qu’elle  formera  les  mêmes  angles  , & de  la  même 
maniéré  , fur  toutes  les  autres  parallèles  , que  fur  la 
première  , comme  on  le  voit  ( fig.  40.  ). 

Théorème  II. 

44  3 . Une  ligne  droite  qui  tombe  obliquement  fur  une 
autre  droite  3 forme  avec  elle  deux  Angles  3 l’un  aigu  _, 
& l’autre  obtus  } dont  la  fomme  vaut  deux  angles  droits 
(%*4-  )• 

Démonst.  Si  du  point  D , comme  centre  , on 
décrit  une  circonférence , il  eft  évident  que  la  fom- 
me des  angles  ÇDA  -4-  CDB  aura  pour  mefure  la 
demi  - conférence  : donc  cette  fomme  vaudra  180 
degrés  , ou  deux  angles  droits.  Mais  la  ligne  CD 
étant  oblique  , penche  plus  du  côté-  de  A que  de  B : 
donc  on  aura  l’angle  CDA  CDB:  donc  le  premiec 
fera  aigu  , 6c  le  fécond  obtus. 

Corollaire  I. 

444.  Si  vous  prolongez  la  ligne  CD  pour  avoir  CE 
[fig.  35.  ) , alors  les  deux  lignes  CE  8c  B A forme- 
ront autour  du  point  d’interfe&ion  D quatre  angles, 
deux  aigus  8c  deux  obtus , dont  la  fomme  vaudra  qua* 
*re  angles  droits. 

Corollaire  1 1. 

445.  Dans  le  cas  où  deux  lignes  s’entrecoupent 
en  un  même  point  C [fig.  $6.  ) , les  angles  oppofés 
au  fommet  C , par  ex  : les  angles  DCB  , ACE  , font 
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égaux  : car  fi  du  fommet  commun  C , pris  comme 
centre  , on  décrit  une  circonférence  , l'arc  DB  , me- 
fure  de  l’angle  DCB  , fera  égal  à l’arc  AE , mefure 
de  l’angle  oppoféj  en  effet  l’arc  EAD  = ADB  , parce 
qu’ils  lont  chacun  la  moitié  de  la  circonférence  : donc 
fi  l’on  retranche  de  l’un  .&  l’autre  la  portion  commu- 
ne AD  ,les  reftes  feront  égaux } c’eft-à-direjHon  aura 
AE  ==  DB. 

Corollaire  III. 

44<J.  Si  plufieurs  lignes  DC , FC  , AC  {fig.  37.  ) 
tombent  fur  un  meme  point  C d’une  ligne  BA,  la 
fomme  de  tous  les  angles  formés  autour  du  poiqt 
C vaudra  deux  angles  droits  j car  ils  feront  tous 
mefurés  par  la  demi-circonférence  du  cercle  qui 
feroit  décrite  du  point  C comme  centre. 

Corollaire  IV. 

447.  Si  vous  prolongez  les  lignes  DC , FC , HC 
(fig.  58.),  pour  avoir  plufieurs  lignes  qui  s’entre- 
coupent toutes  au  point  C , la  fomme  de  tous  les  an- 
gles formés  de  part  & d’autre  autour  du  point  C , 
vaudra  quatre  angles  droits  j car  elle  fera  mefurée 
par  la  circonférence  entière. 

Théorème  III. 

44!?.  Une  ligne  droite  qui  traverfe  obliquement  deux 
Parallèles  } formera  précisément  les  memes  Angles  fur 
la  fécondé  Parallèle  que  fur  la  première. 

C’eft-à-dire , que  tous  les  angles  refpeétifs  & cor - 
refpondans , formés  fur  les  deux  parallèles  par  la  li- 
gne oblique  & fécanre  , feront  égaux  {fig.  41.  ). 

Démonst.  Les  angles  correfpondans  font  ceux 
qui  font  formés  du  même  côté  de  la  fécanre  , l’un 
. en  dedans  , l’autre  en  dehors  des  parallèles  , par  ex  r 
f &c  b , h &c  d:  or  l’on  aura/=é,  h = d , &c.  Car  ces 
angles  font  formés  par  l’inclinaifon  de  l’oblique  fur 
les  deux  paralieles  MO,  NL  : or  l'inclination  de 
l’oblique  eft  la  même  fur  les  deux  parallèles  , parce 
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qu’une  ligne  qui  tombe  obliquement  fur  l’une  des 

Faralleles  , tombe  dans  le  même  degré  d’obliquité  fur 
autre  parallèle:  donc  elle  y opéré  les  mêmes  effets, 
Sc  y forme  les  mêmes  angles. 

Corollaire  J. 

449.  Donc  les  angles  alternes  internes  font  égaux 
entr’eux.  Car  les  anglef  alternes  internes  font  ceux 
qui  font  formés  de  différens  côtés  de  la  fécante 
entre  les  deux  parallèles  , l’un  en  bas  , l’autre  en 
haut  ; par  ex  : f 5c  c , e 5c  d , &c  : or  on  aura  , par 
ex  : f =3  c\  ca,t  f=b,  puifqu’ils  font  correfpondans , 
& b =a  c , parce  qu’ils  font  oppofés  au  fommet  : donc 
fs=c. 

Corollaire  1 1. 

450.  Les/iftgles  alternes  externes  font  aufïî  égaux 
entr’eux.  Car  les  angles  alternes  externes  font  ceux 
aoi  font  hors  des  parallèles  5c  de  différent  côté  de  la 
lécante  , l’un  en  haut , l’autre  en  bas  ’y  par  ex  : h Sc  a : 
or  l’on  a h=a  • car  h = d,  parce  qu’ils  font  correfpon- 
dans , 5c  d.—ay  parce  qu’ils  font  oppofés  au  fommet  ; 
donc  h=a. 

Corollaire  III. 

451.  Dans  ce  même  cas  les  angles  adjacens  valent 
deux  angles  droits.  Car  les  angles  adjacens  font  ceux 
qui  font  du  même  côté  de  la  fécante  en  dedans  des 
parallèles  ; par  ex  : f 5c  d ; or  on  a la  fomm ef~\~d= 
j 80  degrés , ou  deux  angles  droits  y car  /-+-  h = 1 80 
degrés  (44?.)  ,5ck  — d,  parce  qu’ils  font  correfpon- 
dans : dqnc  / -f»  d ==  180  degrés.  . 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  dans  le  théorème 
& les  corollaires  précédais  , aura  aufli  lieu,  fi  la  fé- 
cante traverfs  trois , quatre  , cinq  , ôcc.  parallèles  ; 
c’eft-à-dire  , qu'elle  formera  les  mêmes  angles  5c  de 
lu  meme  maniéré  fur  les  autres  parallèles  que  fur 
la  première , comme  on  peut  le  voir  (Jig.  41.  ). 
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Théorème  IV. 

4.5 1.  Réciproquement  fi  les  Angles  correfpondans  , 
formés  par  une  Sécante  qui  traverfe  deux  lignes  , font 
égaux,  ces  deux  lignes  font  parallèles  entr’ elles  (fig.  4 1 .). 

Démonst.  Par  l’hypothèfe  les  angles  correfpon- 
dans / & b font  égaux  : donc  ils  font  formés  par  des 
lignes  également  inclinées  for  la  fécante  AB  : donc 
les  lignes  MO,  NL,  font  également  inclinées  fur  la 
fécante  AB,  & par  conféquent  (40®.)  elles  font  paral- 
lèles entr’elles. 

Corollaire. 

45  3.  De  ce  théorème  on  déduit  toutes  les  propo- 
rtions inverfes  des  corollaires  tirés  du  troi/xéme 
théorème  \ fçavoir , 

1°.  Si  les  angles  alternes  internes  £>nt  égaux , les 
lignes  traverfées  par  la  fécante  feront  parallèles  ; car 
par  l’hypothèfe  f = c:  or  c~b  (445):  donc  b±= f\ 
donc  les  angles  correfpondans  b , /,  font  égaux , 
& par  conféquent  les  lignes  MO , NL  qui  forment 
ces  angles  avec  la  fécante  AB , font  parallèles  en- 
tr’elles. 

11°.  Si  les  angles  alternes  externes  font  égaux  ; les 
lignes  traverfées  par  la  fécanre  feront  parallèles } ce 
qui  fe  prouve  de  la  même  maniéré. 

111°.  Si  les  angles  adjacens  valent  deux  angles 
droits,  les  lignes  traverfées  par  la  fécante  feront  encore 
parallèles  ; car  par  l’hypothèfe/ -f-  d = 1 80  degrés  » 
ou  deux  angles  droits:  or  (445)  d -+-£==  r8o  degrés: 
donc  f—b  : donc  les  angles  correfpondans  f &c  b font 
épaux  , & par  conféquent  les  lignes  MO,  NL,  travers 
fees  par  la  fécante  , font  parallèles. 

Nombre  III. 

De  /’ Evaluation  des  Angles. 

Evaluer  un  angle , c’eft  déterminer  l’arc  de  cir- 
conférence qui  lui  fert  de  mefure  j c’eft  pourquoi. 


1 
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pour  évaluer  un  angle  , il  faut  le  confîdérer  par  rap- 
port au  cercle  : or  l’angle  confîdéré  par  rapport  au 
cercle  peut  avoir  différences  portions  & prendre  dif- 
férens  noms. 

N DÉFINITIONS . 

i- 

454.  Un  angle  dont  le  fommet  eft  au  centre,  ou 
qui  eft  formé  par  deux  rayons , s’appelle  Angle,  cen- 
tral ; tel  eft  l’angle  CAD  [fi g.  4}.  ). 

1 I. 

45  5.  Un  angle  dont  le  fommet  eft  à la  circonfé- 
rence , & qui  eft  formé  par  deux  cordes , s’appelle 
Angle  inficrit } tel  eft  l’angle  CBD  ( fig . 43.  ).  S’il  eft 
formé  par  une  corde  & une  tangente  , ou  par  une 
corde  8c  une  fécante  extérieure  , il  s’appelle  angle  du 
Segment  , par  ex  : CAB  ( fis.  50.),  & CB  A [fig.  j 1 . ) : 
s’il  eft  formé  par  la  circonférence  &C  une  tangente  , il 
s’appelle  angle  de  Contingence  j tel  eft  l'angle  CEAB 

{fig-  5°*  )•  *■ 

III. 

45  6.  Un  angle  dont  le  fommet  eft  hors  de  la  cir- 
conférence , s’appelle  Angle  circonfcrit  : tels  font  les 
angles  BAC  {fig.  51.),  DAE  (fig.  53.),  EAC , 
{fig'  54-  )• 

I V. 

457.  Un  angle  dont  le  fommet  eft  en  dedans  de  la 
circonférence,  mais  ailleurs  qu’au  centre  , s’appelle 
angle  excentrique  \ tel  eft  l’angle  DAE  {fig.  5 j.  ). 

j. 

Remarque. 

45  8.  L’angle  central  eft  toujours  mefuré  par  l’arc 
de  circonférence  qu’il  comprend  entre  fes  côtés  3 c’eft 

{>ourquoi  il  n’y  a nulle  difficulté  i l’évaluer.  Maip 
orfque  l’angle  a fon  fommet  ailleurs  qu’au  centre 
du  cercle,  alors  il  n’eft  pas  mefuré  par  l’arc  qu’il 
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comprend  entre  Tes  côtés  -y  mais  feulement  par  une 
portion  de  cet  arc  , & c’eft  cette  portion  qu’il  faut 
déterminer  , pour  évaluer  l’angle. 

Théorème  I. 

\ 

459.  L’angle  de  contingence  ejl  un  angle  infiniment 
petit. 

Démonst.  La  circonférence  du  cercle  ne  s’éloi- 
gne qu’infiniment  peu  de  fa  tangente  au  point  de 
contingence  : donc  à ce  point  de  contingence  elle 
ne  forme  avec  la  tangente  qu’un  angle  infiniment 
petit. 

• Théorème  II. 

460.  L’Angle  formé  par  le  rayon  , ou  par  le  diamè- 
tre , avec  la  tangente , ejl  un  angle  droit  ( fig.  24,25  Sc 

X6.  ). 

, Demonst.  Car  la  tangente  eft  perpendiculaire 
(416.)  à l’extrcmité  du  rayon. 

Corollaire. 

461.  Donc  l’angle  formé  par  le  rayon,  ou  par  le 
diamètre , avec  la  circonférence  du  cercle , eft  un 
an^le  droit',  car  il  eft  égal  à l’angle  formé  par  le  dia- 
mètre & la  tangente,  puifque  l’un  & l’autre  ne  dif- 
ferent enrr’eux  que  de  la  quantité  de  l’angle  de  con- 
tingence j qui  eft  une  quantité  infiniment  petite. 

On  conclut  de-là  que  tous  les  rayons  & tous  les  dia- 
mètres font  perpendiculaires  à la  circonférence  du 
cercle.  • 

Théorème  III. 

461.  L’Angle  inferit  a pour  mefure  la  moitié  de  l’arc 
compris  entre  fies  côtés. 

Démonst.  Il  y a trois  cas  : ou  bien  l’un  des  côtés 
de  l’angle  palfe  par  le  centre  (fig*  44.  ) ; ou  bien  les 
deux  cotés  interceptent  le  centre  (fig.  4^  ) j ou  bien 
le  centre  eft  hors  des  deux  côtés  (fig.  4 6.  ). 

1°.  Si  l’un  des  côtés  pafle  par  le  centre  , foit  mené 
le  diamètre  fE  , parallèle  au  côté  DA  , Si  l’on  aura 
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l’angle  infcrit  DAB=FCB  angle  central,  Sc  qui  lui 
eft  correfpondant  ; donc  ils  ont  même  mefure  : or 
la  mefure  de  l’angle  central  FCB  eft  l’arc  FB ; mais 
l’arc  FB=^=AE=DF  (41 1 .)  : donc  l’arc  FB=DF  : donc 
l’arc  FB  , mefure  de  l’angle  infcrit , eft  la  moitié  de 
l’arc  DFB,  intercepté  entre  les  côtés  de  l’angle  infcrit  : 
donc , &c. 

11°.  Si  les  deux  côtés  interceptent  le  centre,  foie 
mené  du  fommet  de  I angle  le  diamètre  AF:  or  l’an-  * 
gle  BAF  aura  pour  mefure  la  moitié  de  l’arc  BF , 
comme  nous  venons  de  le  prouver.  Par  la  même  rai- 
fon  l’angle  DFA  a pour  mefure  la  moitié  de  l’arc  FD  : 
donc  la  fomme  des  angles  BAF  -1-  FAD , ou  l’angle 
total  BAD  aura  pour  mefure  la  moitié  de  la  fomme 
des  arcs  BF  -F-  FD  = BD. 

111°.  Si  le  centre  eft  hors  des  deux  côtés  , foit  me- 
né du  fommet  de  l’angle  le  diamètre  AF  , & l’angle 
FAD  aura  pour  mefure  la  moitié  des  arcs  FB+BD, 
comme  il  vient  d’être  prouvé  : or  l’angle  FAB  a pour 
mefure  la  moitié  de  l’arc  FB  : donc  retranchant  de  la 
mefure  de  l’angle  total  celle  de  l’angle  FAB,  il  reliera 
pour  mefure  de  l’angle  BAD  la  moitié  de  l’arc  BD. 

Corollaire  I. 

463.  L’angle  infcrit  eft  fous-double  de  l’angle  cen- 
tral , appuyé  fur  le  même  arc  CD  ( fig . 43.)  : car 
l’angle  central  a pour  mefure  l’arc  entier  fur  lequel  il 
eft  appuyé;  au  lieu  que  l’angle  infcrit  n’a  pour  mefure 
que  la  moitié  de  ce  même  arc. 

Corollaire  11. 

464.  Donc  l’angle  A appuyé  fur  le  diamètre  EB 
{fig>  47.  ),  eft  un  angle  droit , puifqu’il  a pour  me- 
fure la  moitié  de  la  demi-circonférence  fur  laquelle, 
il  eft  appuyé. 

Corollaire  III. 

.465.  Donc  aufli  les  angles  inferits  A , B , C {fig. 
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49.),  appuyés  fur  le  même  diamètre,  font  tous 
égaux  , puifqu’ils  font  tous  droits.  En  général  tous 
les  angles  infcrits , appuyés  fur  un  même  arc  , font 
égaux. 

Corollaire  ï V , 

4 66.  Donc  un  angle  infcrit  CAD  [fig.  4%.),  ap- 
puyé fur  un  arc  plus  grand  que  la  demi-circonféren- 
ce , eft  obtus  ; & un  angle  CAE , appuyé  fur  arc  plus 
petit  que  la  demi-circonférence , eft  aigu. 

Théorème  IV. 

467.  L’Angle  du  Segment,  formé  par  une  corde  & une 

tangente  3 a pour  mefure  la  moitié  de  l’arc  foutenu  par 
la  corde  ( fig.  50.  ).  * 

Démonst.  Ayant  mené  la  ligne  CD,  parallèle  à 
la  tangente  AB , on  aura  (449)  l’angle  du  fegment 
BAC==ACD  , angle  infcrit:  or  la  mefure  de  l'angle 
înfcrit  ACD  eft  (4 61.)  la  moitié  de  l’arc  AD:  mais 
l’arc  AD=AC  (419.)  donc  la  mefure  de  l’angle  du 
fegment  eft  la  moitié  de  l’arc  AD , ou  de  l’arc  AC 
foutenu  par  la  corde. 

En  fuivant  les  principes  ci-deftus  , il  fera  aifé  de 
faire  voir  que  l’angle  du  fegment , formé  par  une 
corde  8c  une  fécanre  extérieure  , eft  mefuré  par  la 
demi-fomme  des  arcs  foutenus  par  la  corde  8c  par 
le  prolongement  de  la  fécante  en  dedans  du  cercle 

C/fc-51-)* 

'Théorème-  V. 

368.  L’Angle  circonficrit  a pour  mefure  la  moitié  de 
la  différence  des  arcs  concave  & convexe , interceptés 
entre  fes  côtés. 

Démonst.  Il  y a trois  cas  : ou  bien  l’angle  circonf- 
crit eft  formé  par  deux  tangentes  ( fig . jz.  ) 3 ou  par 
deux  fécantes  {fig.  5 3.  ) 3 ou  par  une  tangente  8c  une 
fécante  {fig.  54.).' 

1°.  Dans  le  premier  cas  foie 'mené' du  point  de 

contingence 
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contingence  D la  ligne  DE  , parallèle  à la  tangente 
AB,  & l’on  aura  (448)  l’angle  circonfcrit  BAC  =s 
EDC  angle  du  fegment  : donc  ils  auront  meme  me- 
fure  } or  la  mefure  de  l’angle  du  jfegment  EDC  eft  la 
moitié  de  l’arc  ED  ; mais  l’arc  ED  eft  la  différence  , 
ou  l’excès  de  l’arc  concave  FED  fur  l’arc  convexe  FDj 
car  on  a FED — -FE=ED  : or  (41  9.)  FEe=FD  : donc 
FED — FD=ED:  donc,  &c. 

11°.  Dans  le  fécond  cas  foit  menée  du  point  B la 
ligne  BC , parallèle  au  côté  AD  , & l’on  aura  l’angle 
circonfcrit  DAE=CBF.  angle  inferit,  & qui  lui  eft 
correfpondant  *.  donc  ils  auront  même  mefure.  Oc 
l’angle  inferit  CBE  a pour  mefure  la  moitié  de  l’arc 
CE , lequel  eft  la  différence  des  arcs  concave  & con- 
vexe ; car  puifque  DC=OB  (421.),  il  s’enfuit  que 
DCE— OB=CE.  _ ’ 

111°.  Dans  le  rroiliéme  cas , foit  menée  du  point  B 
la  ligne  BD  , parallèle  à la  tangente  AE , &c  l’on  prou- 
vera de  la  même  maniéré  que  la  mefure  de  l’angle 
EAC  eft  la  moitié  de  l’arc  DC=±EDC— EB  , différen- 
ce entre  les  arcs  concave  & convexe. 

Théorème  VI, 

469.  La  Mefure  de  l’Angle  excentrique  eft  la  moitié 
delà  fomme  des  arcs  interceptés  de  part  & d’autre  , en 
dejfus  & en  dejfous  entre  fus  côtés  prolongés  (figures 

55  & 5 6.).  . 

Démonst.  Ayant  mené  du  point  B la  ligne  BF, 

£arallele  au  côté  AE,  on  aura  l’angle  excentrique 
)AE=DBF  angle  inferit  &:  qui  lui  eft  correfpon- 
dant  : donc  ils  auront  même  mefure  ; fçavoir , la  moi- 
tié de  l’arc  DEF:  or  puifque  (419.)  ÊF=BG  , il  s’en- 
fuit que  l’arc  DEF  = DE  BG  fomme  des  arcs  in- 
terceptés entre  les  côtés  prolongés  en  deffus  & ea 
deffous, 

ARTICLE  II. 

De  l’ AJJ animent  des  Lignes  ou  des  Figures. 

On  affortit  les  ligue?  en  Tes  joignant  par  leurs  ex- 

P 
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rrcmités  , pour  renfermer  un  efpace.  Des  lignes,  qui 
par  leur  rencontre  renferment  un  efpace  , forment 
une  figure.  Les  figures  elles-mêmes  peuvent  s’aflor- 
tir  ou  s’alfembier , en  les  joignant  par  leurs  angles. 
Nous  parlerons  i°.  de  la  conftitution  des  figures  } 
2°.  de  l’aflortimeiït  ou  aflemblage  des  figures. 

PARAGRAPHE  I. 

De  la  Conjlitution  des  Figures. 

1°.  D;ux  lignes  qui  fe  rencontrent , forment  un 
angle  : pour  former  une  figure , il  faut  au  moins 
trois  ligues  , qui  par  leur  rencontre  renferment  un 
efpace. 

11”*.  Ces  lignes  qui  fe  rencontrent , s’appellent  les 
côtés  de  la  figure  : ces  côtés  par  leur  inclinaifon  for- 
ment des  Angles  ; des  angles  8c  des  côtés  pris  enfem- 
ble  réfultent  les  Figures. 

111°.  Les  figures  prennent  différens  noms  fuivant 
le  nombre  de  leurs  cotés. 

Une  figure  de  trois  côtés  s’appelle  Triangle , 

de  quatre  côtés , Quadrilatère , 

de  cinq  côtés,  - Pentagone , 
de  fix  côtés , Exagone , 

de  fepr  côtés , Eptagone  y 

de  huit  côtés , &c.  Octogone , &c. 

En  général  toute  figure  qui  a plus  de  trois  côtés  , 
s’appelle  Polygone  ; fi  elle  a un  nombre  infini  de  cô- 
tés , elle  s’appelle  Polygone  infinitairc , ou  Cercle. 

IV°.  Comme  toutes  les  lignes  fe  rapportent  à 
deux  , fçavoir  j à la  ligne  droite  , & à la  ligne  circu- 
laire; de  même  toutes  les  figures  peuvent  fe  rap- 
porter à deux  , fçavoir , au  triangle  , 8c  au  cercle  : 
au  triangle , en  diminuant  le  nombre  des  côtés  de  la 
figure  j au  cercle , en  augmentant  le  nombre  des  cô- 
tés. Le  triangle  & le  cercle  font  donc"  les  deux  ex- 
trêmes de  routes  les  figures  polfibles,  qui  par  cette 
raifon  participent , 8c  des  propriétés  du  triangle  , & 
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de  celles  du  cercle.  C’eft  pourquoi  nous  allons  parler 
des  figures , i °.  confidérées  par  rapport  au  triangle  : 
i°.  confidérées  par  rapport  au  cercle. 

Nombre  I. 

Des  Figures  confidérées  par  rapport  au  Triangle . 

, DÉFINITIONS . 

I. 

470.  Le  triangle  prend  difïérens  noms  , fuivant  la 
qualité  de  Tes  côtés,  & s’appelle, 

s’il  a les  trois  côtés  égaux , Equilatéral , 

s’il  a deux  côtés  égaux  , IJ'ocele , 

s’il  a les  trois  côtés  inégaux , Scalene. 

Voyez  les  figures  57  , 58  , 59. 

I I. 

471.  Le  triangle  prend  encore  différons  noms,  fui- 
vant la  qualité  de  fes  angles  , & s’appelle, 

s’il  a un  angle  droit , Rectangle , 

s’il  a tous  les  angles  aigus,-.  Acutangle , 
s’il  a un  angle  obtus  , . Obtufiangle , 

I I I. 

472.  Le  quadrilatère  prend  auffi  différens  noms 
fuivant  la  qualité  de  fes  angles  & de  fes  côtés,  6c 
s’appelle  , 

Parallélogramme  , lorfqu’il  a fes  côtés  oppofés  pa- 
rallèles ( fig . Go.  ). 

Trape^e  , s’il  n’a  que  deux  côtés  parallèles  [fig. 

)•  . ; / A’  ' 

Trape\o'ide , s’il  n’a  aucun  de  fes  côtés  parallèles. 

P arallélo gramme  rectangle 3 ou  fimplement  Rectan- 
gle s’il  a tous  fes  angles  droits  [fig.  61.) 

Quarré , s’il  a tous  fes  angles  & tous  fes  côtés 
égaux  [fig.  G 5.  ) 

Losange,  ou  Rhombe  s’il  a tous,  fes  côtés  égaux  , & 
fbulernenc  les  angles  oppofés  égaux  [fig.  G 4.  ) 

P 2 
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473.  Dans  une  figure  l’angle  formé  par  l’inclinai- 
fon  de  deux  côtés  adjacens  , s’appelle  A ngle  au  péri- 
mètre. L’angle  formé  par  un  côté  & le  prolongement 
du  côté  adjacent , s’appelle  Angle  extérieur.  L’angle 
formé  par  deux  lignes  tirées  du  centre  de  la  figure  à 
deux  angles  adjacens  du  périmètre  , s’appelle  Angle 
au  centre  ; &c  on  appelle  Centre  , le  point  qui  tient  le 
jufte  milieu  dans  la  furface  de  la  figure. 

V. 

474.  Une  ligne  AC,  ou  AD  ( fig . 66.)  tirée  du 
fommet  d’un  angle  du  périmètre  , à l’un  des  angles 
oppofés  , s’appelle  Diagonale. 

Théorème  I. 

475.  Les  trois  angles  dé  un  triangle  pris  enfemble , 
valent  deux  Angles  droits  , ou  1 8 c degrés  ( fig.  6 5 . ) 

Démonst.  Si  l’on  fait  palTer  une  circonférence  de 
cercle  par  les  fommers  des  trois  angles  du  triangle 
CAB , ce  qui  eft  toujours  poffible  (3  5 5.)  3 l’angle  en 
A étant  infcrit,  a pour  mefure  (461.)  la  moitié  de 
l’arc  CB  3 l’angle  en  B par  la  même  raifon  a pour 
mefure  la  moitié  de  l’arc  CA  ; & l’angle  en  C a pour 
mefure  la  moitié  de  l’arc  AB  : donc  la  fomme  des 
trois  angles  a pour  mefure  la  moitié  de  la  circonfé- 
rence entière , ou  180  degrés 3 donc , &c. 

Corollaire  I. 

47 6.  Donc  connoilTant  deux  angles  dans  un  trian- 
gle , il  fera  facile  de  connoître  le  troifiéme  3 parce 
qu’il  fera  toujours  le  fupplément  des  deux  autres. 

Corollaire  1 1. 

477.  Donc  un  triangle  ne  peut  pas  avoir  deux  an- 
gles droits , encore  moins  deux  angles  obtus  3 car 
alors  la  fomme  des  trois  angles  vaudroit  plus  de  deux 
angles  droits. 

Corollaire  III. 

478.  Losfque  deux  angles  d’un  triangle  font  égaux 
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à deux  angles  d’un  autre  triangle  , le  troifîéme  angle 
eft  aufli  égal  de  part  & d’autre. 

Corollaire  I V. 

479.  Les  quatre  angles  à la  circonférence  du  qua- 
drilatère valent  quatre  angles  droits;  les  cinq  angles 
à la  circonférence  du  pentagone  valent  fix  angles 
droits  ; les  fix  angles  à la  circonférence  de  l’exagone 
valent  huit  angles  droits,  & ainfî  du  refte  {fig.  64, 
66,67.) 

En  général  la  fomme  des  angles  à la  circonférence 
d’un  polygone  quelconque  vaut  autant  de  fois  deux 
angles  droits  , ou  180  degrés , qu’il  y a de  côtés 
dans  le  polygone , moins  deux.  Car  fi  d’un  angle 
du  polygone  on  mene  des  diagonales  à tous  les 
autres  angles,  ces  diagonales  formeront  dans  le  po- 
lygone autant  de  triangles  qu’il  y a de  côtés  dans  le 
polygone , moins  deux  côtés  ; & la  fomme  des  an- 
gles à la  circonférence  ne  fera  pas  diftinguée  de  la 
fomme  des  angles  de  ces  triangles.  Or  la  fomme  des 
angles  dans  chaque  triangle  vaut  (475.)  deux  angles 
droits  : donc  la  fomme  des  angles  de  tous,  ces  trian- 
gles , & par  conféquent  la  fomme  des  angles  a la 
circonférence  du  polygone  , vaut  au^nt  de  fois  deux 
angles  droits , qu’il  y a dfe  côtés  dans  le  polygone  , 
moins  deux. 

Corollaire  V. 

480.  On  peut  dire  aufli  que  la  fomme  des  angles 
à la  circonférence  du  polygone  vaut  autant  de  fois 
deux  angles  droits  , moins  quatre  , qu’il  y a de  côtés 
dans  le  polygone. 

C’eft  pourquoi  fi  l’on  nomme  s la  fomme  des  an- 
gles à la  circonférence  du  polygone  , r l’angle  droit 
n le  nombre  des  côtés  du  polygone;  la  fomme  des  an- 
gles à la  circonférence  fera  repréfentée  par  cette  for- 
mule générale  , s=irn — 4r. 

Théorème  II. 

481.  Dans  un  triangle  l'Angle  extérieur  ACD ou. 

P * 
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d , ejl  égal  aux  deux  Angles  intérieurs  oppofès  o & 
m ( fig.  68 . ) 

Demonst.  Les  deux  angles  intérieurs  avec  l’angle 
n valent  deux  angles  droits,  c’eft-à-dire,  /z-l-o-i- 
m=  180  degrés  (475.)  : pareillement  (44}.)  n-\-d*= 
180  degrés  : donc  /2-f-d=/z-4-o--b/7z;  donc,  retran- 
chant de  part  8c  d’autre  la  quantité  commune  n , on 
aura  0 m. 

Corollaire  I. 

481.  Dans  un  triangle  tous  les  angles  extérieurs 
pris  enfemble  valent  quatre  angles  droits.  Car  cha- 
que angle  extérieur  du  triangle  avec  l’angle  adjacent 
vaut  (443.)  deux  angles  droits  : donc  les  trois  angles 
extérieurs  avec  les  intérieurs  valent  tous  enfemble 
fîx  angles  droits;  donc  fi  on  en  retranche  deux  an- 
gles droits , qui  font  la  valeur  des  angles  intérieurs, 
il  reliera  quatre  angles  droits  pour  la  valeur  des  an- 
gles extérieurs. 

Corollaire  1 1. 

483.  Tous  les  angles  extérieurs  à la  circonférence  du 
polygone  , pris  enfemble,  valent  quatre  angles  droits 
{fig-  69,  70,  71  ) ; car  la  fomme  des  angles  , tant 
intérieurs  qu’e^crieurs  du  polygone  , vaut' autant  de 
fois  deux  angltfrdroits,  qu’il  y a de  côtés  dans  le  po- 
lygone , c’eft-à-dire  qu’elle  eft 

s=^=  irn; 

d’où , fi  l’on  retranche  1 rn  — 47-,  qui  eft  la  valeur  des 
angles  intérieurs  , on  aura 

s — irn — 2/72-4- 4r=4r, 
pour  la  valeur  des  angles  extérieurs. 

Corollaire  1 1 /. 

484.  Donc  fi  l’on  divife  le  poligone  en  trian- 
gles , non  par  des  diagonales , comme  ci-deflus  3 
mais  par  des  rayons  tirés  du  centre  à chaque  angle 
de  la  circonférence  , la  fomme  des  angles  extérieurs 
fera  égale  à la  fomme  des  angles  formés  autour  du 
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centre  (fig.  71.):  car  chacune  de  ces  fommes  eft 
égale  à quatre  angles  droits. 

Théorème  III. 

48  5 . Dans  un  Triangle  le  plus  grand  Angle  efl  op- 
pofé  au  plus  grand  côté  ; le  plus  petit  Angle  3 au  plus 
petit  côté  ( fig.  47.  ). 

Démonst.  Si  l’on  infcrit  le  triangle  à un  cercle , il 
eft  évident  que  le  plus  grand  angle  A fera  appuyé  fur 
un  plus  grand  arc  , lequel  fera  fourenu  par  une  plus 
grande  corde  EB,  laquelle  eft  le  côté  oppofé  à l’an- 
gle A : on  prouve  de  meme  que  le  plus  petit  angle 
eft  oppofé  au  plus  petit  côté. 

Corollaire  I. 

48 <j.  Donc  dans  un  triangle  les  angles  oppofés  à 
des  côtés  égaux  , font  égaux,  & réciproquement:  car 
le  triangle  étant  infcrit  à un  cercle , les  angles  égaux 
font  appuyés  fur  des  arcs  égaux , lefquels  feront  fou- 
tenus  par  des  cordes  égales,  lefquelles  feront  les  côtés 
oppofes  aux  angles  égaux. 

Corollaire  1 1. 

487.  Donc  dans  le  triangle  équilatéral  les  trois  an- 
gles font  égaux  : dans  le  triangle  ifocele  les  deux  an- 
gles fur  la  bafe  font  égaux  : dans  le  triangle  fcalene 
les  trois  angles  font  inégaux. 

Théorème  IV. 

488.  Dans  un  triangle  ifocele  3 par  ex:  CAB  (fig. 
75.)  une  perpendiculaire  , menée  du  fommet  fur  la  bafe  , 
divife  en  deux  également  j i°.  la  bafe  j 20.  l’angle  com- 
pris entre  les  deux  côtés  égaux. 

Démonst.  Si  du  fommet  A,  où  fe  réunifient  les 
deux  côtés  égaux , & de  l’intervalle  AC,  ou  AD,  on 
décrit  une  circonférence  de  cercle  , il  eft  évident  que 
la  bafe  DC  du  triangle  ifocele  fera  une  corde  du  cer- 
cle , & que  la  perpendiculaire  AN , menée  du  fom- 
met du  triangle  fur  cette  bafe  , fera  une  perpendicu- 
laire menée  du  centre  du  cercle  fur  une  corde  : donc 

P 4 
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(41  z.)  elle  divifera  en  deux  également  ; i°.  la  corde 

DC , laquelle  eft  bafe  du  triangle  ifocele  } l’arc 

CND  , qui  eft  la  mefure  de  l’angle  DAC  , & par  con- 

féquent  l’angle  DAC  fera  lui-mème  divifé  en  deux 

également. 

Ce  que  nous  venons  de  démontrer  du  triangle 
ifocele  , convient  à plus  forte  raifon  au  triangle 
équilatéral. 

Théorème  V. 

489.  Si  dans  un  triangle  quelconque  on  tire  une  Ligne 
parallèle  à la  bafè  du  triangle  3 les  Angles  refpeclifs , ou 
correfpondans  _,  formés  fur  les  deux  bafes  parallèles  f 
feront  égaux  ( fig.  71.  ). 

Démonst.  L’angle  en  D eft  égal  à l’angle  en  B , 
parce  qu'ils  font  correfpondans  (448.)  : par  la  même 
raifon  l’angle  en  E eft  égal  à l’angle  en  C : donc , &ç. 

Remarque , 

490.  La  proportion  inverfe  eft  aufli  vraie}  c’eft- 
à-dire  , que , fi  les  angles  formés  fur  les  deux  bafes 
font  égaux,  ces  bafes  font  parallèles:  car  les  angles 
en  D 3c  B font  correfpondans , parce  qu’ils  font  for- 
més du  même  côté  de  la  fécante  AB  : or  ils  font 
égaux  par  l’hypothèfe  : donc  les  lignes  DE,  BC  font 
également  inclinées'  fur  la  fécante } donc  elles  font  pa- 
rallèles. 

Corollaire. 

491.  Ayant  mené  dans  un  triangle  une  ligne  pa- 
rallèle à la  bafe  , on  aura  deux  triangles , l’un  plus 
grand,  Sc  l’autre  plus  petit,  tels  que  tous  les  an- 
gles de  l’un  feront  égaux  aux  angles  correfpondans  de 
l’autre  (fg.  61.  ) comme  il  eft  évident.  Ces  triangles 
ADE , ABC  s’appellent  triangles  équiangles. 

HYPOTHESE , 

491.  Si  dans  le  petit  triangle  DAE,  on  iuppofé 
que  les  côtés  AD  x AE , viennent  à s’allonger , Sa 
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que  la  bafe  DE  defcende  parallèlement  i elle-même, 
jufqu’à  ce  qu’elle  fe  confonde  avec  la  bafe  BC,  alors 
les  deux  triangles  non-feulement  font  équiangles,mzis 
font  aufli  égaux  3 puifqu’alors  les  deux  triangles  ne 
font  point  diftingués  l’un  de  l’autre  , mais  qu’ils  con- 
viennent parfaitement  l’un  avec  l’autre. 

Remarque  I. 

493.  Le  cas  où  deux  triangles  po#fcs  l’un  fur  l’au- 
tre , conviennent  parfaitement,  s’appelle  Superpofi - 
tion  : or  toutes  les  fois  que  la  fuperpofirion  eft  pofli- 
ble , on  conclut  l’égalité  des  deux  triangles. 

Remarque  1 1. 

494.  De  fix  chofes  qui  font  dans  le  triangle  , Ra- 
voir , trois  angles  & trois  côtés,  il  fuffit  d’en  confidé- 
rer  cinq  , fçavoir,  trois  côtés  & deux  angles  3 parce 
que  deux  angles  étant  donnés  dans  un  triangle  (476.) 
le  troifiéme  eft  aufli  donné. 

Théorème  VI. 

495.  Deux  triangles  ACB,  acb  (fig.  73.)  qui  ont 
tous  leurs  côtés  homologues  égaux  3 font  égaux  entr’eux. 

Démonst.  Des  points  A 8c  B , comme  centres  , 
décrive*  les  arcs  DCE , FCG , qui  fe  coupent  au 
fomtaet  C 3 fi  vous  pofez  le  côté  ab  fur  le  côté  AB  , 
le  point  a tombera  fur  le  point  A , & le  point  b fur 
B,  à caufe  de  ab—  AB:  or  à caufe  de  ac=  AC  le  côté 
te  aboutira  quelque  part  dans  l’arc  DCE  3 8c  pareil- 
lement à caufe  de  £c=BC , la  ligne  bc  aboutira  quel- 
que part  dans  l’arc  FCG  : mais  les  côtés  ac , bc  fe  réu- 
nifient à un  même  point:  donc  ils  aboutiront  tous 
deux  au  même  point  C , interfe&ion  des  deux  arcs  : 
donc  les  côtés  ac , bc  du  triangle  abc  conviendront 
parfaitement  avec  les  côtés  AC , BC  de  l’autre  trian- 
gle , 8c  par  confcquent  tout  le  triangle  abc  conviendra 
parfaitement  avec  tout  le  triangle  ABC; donc  on  aura 
etbç=c=  ABC, 
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Théorème  VII. 

49  6.  Deux  triangles  qui  ont  deux  angles  égaux  de 
pan  & d’autre  3 & le  côté  compris  entre  ces  angles  égaux 3 
égal  de  part  & d’autre  3 font  égaux  entr’eux  (fig.  73.) 

Démonst.  Soit  l’angle  A==a,  l’angle  B=£,  8c  le 
côté  AB =ab  : il  eft  évident,  fi  vous  pofez  le  côté  ab 
fur  AB,  qu’à  caufe  de  l’égalité  des  angles  en  A 8c  a, 
en  B 8c  b , le  côté  ac  tombera  fur  AC  , & bc  fur  BC  j 
donc  ils  fe  réuniront  au  même  point  C : donc  tout  le 
triangle  abc  conviendra  parfaitement  avec  tout  le 
triangle  ABC  : donc  on  aura  abc=ABC. 

Théorème  VIII. 

497.  Deux  triangles  qui  ont  deux  côtés  égaux  3 \ & 
l’angle  compris  entre  ces  côtés  3 égal  de  part  & d’autre  , 
font  égaux  entr’eux  ( fig.  73.). 

Démonst.  Soit  le  côté  AC —ac , le  côté  BC =bc , 
& l’angle  C =c  : fi  vous  pofez  le  côté  AC  fur  ac , 8c 
BC  fur  bc,  ces  côtés  tomberont  exa&ement  les  uns 
fur  les  autres  à caufe  de  l’angle  C=c  ; 8c  parce 
qu’ils  font  fuppofés  égaux , le  point  a tombera  fur  le 
point  A , 8c  b fur  B : donc  le  côté  ab , qui  mefure  la 
diftance  des  points  a 8c  b , fera  égal  8c  tombera  exac- 
tement fur  AB:  donc  le  triangle  abc  conviendra  par- 
faitement avec  le  triangle  ABC  : donc  on  aura  abc= 

ABC. 

Théorème  IX. 

498.  Deux  triangles  qui  ont  deux  côtés  égaux  3 & un 
angle  oppofé  à l’un  ae  ces  côtés,  égal  de  part  & d’ autre 3 
font  égaux  3 pourvu  que  le  fécond  angle  oppofé  à l’autre 
côté  fait  de  même  efpéce  de  part  & d’autre  ( fig.  74.  ) 

Démonst.  Soit  le  côté  ab= AB , le  côté  ac=AC  , 
8c  l’angle  b=  B : fi  les  angles  c , C , oppofés  aux  au- 
tres côtés  égaux  ab , AB  , font  de  même  efpéce  , ou 
tous  deux  aigus,  ou  tous  deux  obtus  3 je  dis  que 
les  deux  triangles  feront  égaux.  Pofez  le  point  b fur 
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le  point  B , & le  côté  ab  fur  AB  ; les  deux  côtés  ab , AB 
conviendront  parfaiteitient , puifqu’ils  font  égaux  5 & 
la  bafe  bc  tombera  fur  la  bafe  BC  , à caufe  de  l’angle 
é=B j mais  de  plus  le  point  c tombera  fur  le  point  C : 
car  ayant  mené  la  perpendiculaire  AD  , la  ligne  AC 
tombera  du  même  côté  de  la  perpendiculaire  que  la 
ligne  ac , à caufe  des  angles  en  c & C de  même  ef- 
péce.  En  effet  fi  la  ligne  AC  tomboit  de  l’autre  côté 
de  la  perpendiculaire  , 8c  devenoit  AE,  alors  l’angle 
en  E feroxt  obtus,  8c  par  conféquent  ne  feroit  plus 
de  même  efpéce  que  l’angle  en  c:  donc  les  lignes 
ac , AC  tomberont  du  même  côté  de  la  perpendicu- 
laire AD  mais  ces  deux  lignes  font  des  obliques 
égales,  menées  d’un  même  point  A:  donc  (382) 
elles  ont  un  même  éloignement  de  perpendicule  , 
& par  conféquent  le  point  c tombera  fur  le  point  C. 

Corollaire  I. 

499.  Donc  des  cinq  chofes  que  l’on  peut  confi- 
dérer  dans  un  triangle , fçavoir , trois  côtés  & deux 
angles  , fi  trois  d’une  part  font  égales  aux  trois  corref- 
pondantes  de  l’autre  part , la  fupcrpqfition  des  trian- 
gles fera  poffible , & l’on  pourra  conclure  que  les  deux 
triangles  feront  parfaitement  égaux. 

Corollaire  1 1. 

500.  Deux  figures  quelconques  , qui  peuvent  être 
partagées  en  un  même  nombre  de  triangles  égaux , 
font  dès-lors  égales. 

Nombre  II. 

Des  Figures  conjidérées  par  rapport  au  Cercle. 

Les  figures  confédérées  par  rapport  au  cerclé , font 
les  figures  confédérées  en  tant  qu’elles  ont  un  centre 
& un  périmètre , ou  circonférence  autour  de  ce  cencre , 

des  propriétés  relatives  à ce  centre  & à cette  cir- 
conférence. * ' 
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DÉFINITIONS. 

I. 

501.  Une  figure  eft  dite  infcrite  dans  un  cercle  , 
lorfque  tous  fes  angles  ont  leur  fommet  à la  circon- 
férence du  cercle.  Elle  eft  dite  circonfcrite  , lorfque 
tous  fes  côtés  touchent  la  circonférence  du  cercle. 

I I. 


50a.  Une  figure  eft  dite  être  régulière , lorfque 
tous  fes  côtés  font  égaux , & que  tous  fes  angles  font 
égaux. 

Corollaire  I. 

503.  Puifque  dans  une  figure  régulière  tous  les 
angles  font  égaux , il  s’enfuit  qu’on  trouvera  la  va- 
leur de  l’angle  à la  circonférence  , en  divifant  la 
Tomme  des  angles  par  le  nombre  des  angles.  C’eft 
pourquoi  appellant  x l’angle  à la  circonférence , & 
la  fomme  aes  angles  à la  circonférence  étant  (480.) 

trn  — ^r 

xrn — 4 r,  on  aura  x— : donc 

îl 


1°.  Dans  le  triangle  équilatéral  on  aura 
x= — - — = — - — =— = 60  degres* 
11°.  Pour  le  quarré  on  aura 


xrn — 4 r 


JL 


7io—f6o  ) 60 

— = — =90. 


111°.  Pour  le  pentagone  on  aura 

ïrn  4r 14» _ o 

*=— 

IV°.  Pour  l’exagone  on  aura 


4r i®*o-Ui 7»o  . . . 

~~  « 

& ainfi  de  tous  les  autres  polygones  réguliers. 

• Corollaire  1 1. 

504.  Deux  polygones  réguliers  d’un  même  nom- 
bre de  côtés  ; par  ex  : deux  exagones  réguliers  font 
toujours  équiangles , Caj:  la  fomme  des  angles  eft  la 
même  dans  l’un  & l’autre  exagone  ; favoir  , de  huit 
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angles  droits  : or  dans  chaque  exagone  les  fix  angles 
font  égaux  entr’eux  , puifque  l’un  &C  l’autre  exagone 
eft  régulier  : donc  chacun  des  angles  eft  la  fixiéme 
partie  de  huit  angles  droits  dans  l’un  & l’autre  exa- 
gone : donc  les  angles  de  l’un  font  égaux  aux  angles 
de  l’autre  , c’eft-à-dire , que  les  deux  polygones  lont 
équiangles. 

Théorème  I. 

505.  Si  dans  un  Polygone  régulier  on  tire  du  fommet 
des  angles , des  Lignes  DA , FA , HA  ( fig.  71),  qui  par- 
tagent chacun  de  fies  angles  en  deux  également  , ces  Li- 
gnes prifes  du  fommet  juj, 'qu’au  point  de  rencontre  , fe-  • 
ront  toutes  égales  entr’ elles. 

Démonst.  1°.  On  aura  la  ligne  DA  = FA;  car 
l’angle  total  en  D eft  égal  à l’angle  total  en  F ; puif- 
que le  polygone  eft  fuppofé  régulier  : donc  l’angle 
n , qui  eft  la  moitié  du  premier , eft  égal  à l’angle  o , 
qui  eft  la  moitié  du  fécond:  donc  dans  le  triangle 
DAF  les  deux  côtés  DA  & FA  font  (486.)  égaux. 

11°.  Dans  le  triangle  AFH  on  a par  la  même  rai- 
fon  que  ci-deftiis  l’angle  m=r:  donc  (486.)  on  aura 
le  côté  FA=HA. 

• 111°.  On  prouvera  la  même  ehofe  & de  la  même 
maniéré  pour  toutes  les  autres  lignes  IA,  KA,  &c. 

Corollaire  I. 

506.  Le  point  A eft  appellé  le  centre  du  polygone  ; 

& les  lignes  tirées  de  ce  centre  aux  fommets  des  an- 
gles du  polygone  s’appellent  rayons  obliques , lefquels 
font  tous  égaux  entr’eux,  comme  on  vient  de  le 
prouver. 

Corollaire  II. 

507.  Si  du  centre  du  polygone  on  tire  des  per-'- 
pendiculaires  j par  ex  : AM , AN  , [fig.  75.  ) fur  les 
côtés  , ces  perpendiculaires  s’appellent  rayons  droits  : 
or  tous  les  rayons  droits  font  aufli  égaux  entr’eux  ^ 
car  prenant  deux  rayons  droits  menés  fur  deux  côtés 
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tés  ndjacens  , ils  formeront  avec  le  rayon  oblique 
deux  triangles  reétangles  MAC , CAN  , qui  font 
évidemment  égaux  entr’eux. 

Corollaire  III. 

508.  Dans  un  polygone  régulier  le  rayon  oblique, 
par  ex  : AF  [fig.  71.)»  partage  l’angle  à la  circonfé- 
rence j favoir,  l’angle  HFD  en  deux  parties  égales:' 
cela  eft  évident  par  la  conftru&ion  (505.) 

Corollaire  I V. 

509.  Donc  l’angle  du  centre  eft  fupplément  de 
l’angle  à la  circonférence  du  polygone  3 car  dans  le 
triangle  DAF , l’angle  A au  centre  eft  fupplément 
(475.)  des  deux  angles  o-\-n:  or  dans  le  polygone 
régulier  o-+-«=FDC  angle  à la  circonférence  , puif- 
que  chaque  angle  à la  circonférence  eft  partagé  en 
deux  parties  égales  par  le  rayon  : donc,  &c. 

. Corollaire  V. 

510.  Donc  l’angle  au  centre  eft  égal  1 l’angle 
extérieur  du  polygone  régulier  j car  l’un  & l’autre 
font  fupplémens  d’un  même  angle  j favoir  , de  l’an- 
gle à la  circonférence  du  polygone. 

Corolloire  V I. 

5 11.  Dans  le  polygone  régulier  le  rayon  droit 
divife  l’angle  au  centre,  favoir  l’angle  CAB  (fig. 
75.)  & le  côté  du  polygone  oppofé  à cet  angle  , en 
deux  également  5 car  le  triangle  DAC  eft  ifocele  : 
donc  (488.)  la  perpendiculaire  ou  le  rayon  droit  AN 
divife  en  deux  également , & l’angle  DAC,  8c  le  côté 
DC. 

Théorème  II. 

5 1 1.  Tout  polygone  régulier  donnée  peut  être  infcrit, 
à un  cercle  ( fig.  75  & 77.  ) 

Démonst.  Car,  puifque  tous  les  rayons  obliques 
font  égaux,  fi  du  centre  du  polygone,  &de  l’intervalle 
d’un  rayon  oblique  on  décrit  une  circonférence  , elle 
palTera  par  tous  les  fommets  des  angles,  8c  le  polygo- 
ne fera  infcrit  au  cercle.  . ; . 
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Corollaire. 

513.  De  tous  les  polygones  réguliers  inferits  à un 
meme  cercle  , celui  qui  aura  le  plus  de  côtés , aura 
un  plus  grand  périmètre  : car  plus  le  polygone  aura  de 
côrés  , plus  fon  périmètre  approchera  de  la  circonfé- 
rence du  cercle , qui  eft  plus  grande  qu’aucun  des  po- 
lygones inferits. 

Théorème  III. 

5 i 4.  Tout  polygone  régulier  donné  y peut  être  cir- 
conferit  à un  cercle  (fig.  7 6 &c  77.  ) 

Démonst.  Car,  puifque  tous  les  rayons  droits 
font  égaux  j fi  du  centre  du  polygone  , & de  l’inter- 
valle d’un  rayon  droit , on  décrit  une  circonférence , 
tous  les  côtés  du  polygone  toucheront  la  circonféren- 
ce, & le  polygone  fera  circonfcrit. 

Corollaire. 

515.  De  tous  les  polygones  réguliers  circonfcrits 
à un  même  cercle  , celui  qui  aura  le  plus  de  côtés , 
aura  un  plus  petit  périmètre  : car  plus  le  polygone 
aura  de  côtés,  plus  fon  périmètre  approchera  de  la 
circonférence  du  cercle  , qui  eft  plus  petite  qu’aucun 
des  polygones  circonfcrits. 

Théorème  IV. 

5 1 6.  Dans  TExagone  régulier  inferit , le  côté  ejl 
égal  au  Rayon  oblique , ou  au  Rayon  du  cercle  (fig.  75.) 

Démonst.  Dans  le  triangle  BAC,  l’angle.  A au 
centre  eft  de  60  degrés  , parce  qu’il  eft  fupplément 
de  1 angle  à la  circonférence  (509.)  lequel  dans  l’exa- 
gone  régulier  eft  de  110  degrés  ; les  deux  angles  fur 
la  bafe  BC  font  égaux  , puifqu’ils  font  chacun  la  moi- 
tié de  l’angle  à la  circonférence  , & font  par  confé- 
quent  chacun.de  60  degrés:  donc  dans  le  triangle 
BAC  tous  les  angles  font  égaux:  donc  le  triangle 
BAC  eft  équilatéral  (487.)  : donc  le  côté  BC  = AB 
rayon  oblique  du  polygone. 


24© 


ÉLEMENS 

Corollaire  I. 

5 1 7.  Mais  dans  les  polygones  pris  au-deflous  de 
l’exagone  le  côté  eft  plus  grand  que  le  rayon  ; & l’ex- 
ccs  du  côté  fur  le  rayon  fera  d’autant  plus  grand , que 
le  polygone  aura  moins  de  côtés  : car  fi  l’on  infcrit  ï 
un  même  cercle  tous  les  polygones  réguliers  qui  font 
au-deflous  de  l’exagone , moins  le  polygone  aura  de 
côtés,  plus  fon  côté  furpaflera  celui  de  i’exagone, 
lequel  eft  égal  au  rayon  du  cercle. 

Corollaire  1 1. 

j 18.  Dans  les  polygones  pris  au-deflus  de  l’exa- 
gone  , le  côté  eft  plus  petit  que  le  rayon;  & l’ex- 
cès du  rayon  fur  le  côté  fera  d’autant  plus  grand  , 
que  le  polygone  aura  plus  de  côtés  : car  fi  l’on 
infcrit  tous  les  polygones  réguliers  pris  au-deflus  de 
l’exagone  à un  même  cercle  , il  eft  évident  que  plus 
le  polygone  aura  de  côtés  , plus  fon  côté  fera  fur- 
paffe  par  celui  de  l’exagone  , qui  eft  égal  au  rayon  du 
cercle. 

Théorème  V. 

519.  Dans  le  triangle  équilatéral  le  Rayon  oblique 
ejl  double  du  Rayon  droit  ( fig.  78.  ) 

. Démonst.  Soit  le  triangle  équilatéral  DEF  inf- 
crit , de  circonfcrit  à des  cercles  décrits  du  centre 
commun  C ; le  rayon  droit  CB  eft  perpendicu- 
laire au  côté , ou  à la  corde  EF  : donc  la  corde  EF 
eft  aufli  perpendiculaire  fur  le  rayon  droit.  Mais 
ayant  mené  les  cordes  égales  EA , AF , ces  cordes 
feront  les  côtés  d’un  exagone  régulier  : donc  (516.) 
elles  feront  chacune  égales  au  rayon:  donc  CE  = 
EA  : donc  dans  la  perpendiculaire  EF  le  point  E eft 
également  diftant  des  points  C & A : donc  aufli 
(475.)  le  point  B fera  egalement  diftant  des  points 
C & A : donc  on  aura  CB=BA  , c’eft-à-dire , que 

le 
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le  rayon  oblique  CE  , ou  CA,  eft  double  du  rayon 
droit  CB. 

Corollaire  I. 

l 

520.  Dans  le  quarré  , dans  le  pentagone,  dans 
l’exagone  , &c.  régulier , le  rayon  oblique  eft  moins 
que  double  du  rayon  droit.  En  général  plus  le  poly- 
gone aura  de  côcés  , plus  la  différence  enrre  le  rayon 
oblique  & le  rayon  droit  fera  pecite  : car  plus  le  po- 
lygone aura  de  côtés  , moins  la  circonférence  infer ire 
à ce  polygone  différera  de  la  circonfétence  circon- 
ferite  au  même  polygone  , & par  conféq  lent  la  diffé- 
rence de  leurs  rayons  fera  plus  petite  ; or  les  rayons 
de  ces  circonférences  font  le  rayon  oblique  & le  rayon 
droit  du  polygone  : donc,  &c. 

Corollaire  1 1. 

521.  Donc  dans  le  polygone  infinitaire  ou  dans 
le  cercle  , les  rayons  obliques  font  égaux  aux  rayons 
droits;  ou  ce  qui  eft  le  même,  tous  les  rayons  font 
égaux  : car  plus  le  nombre  des  côtés  du  polygone  eft 
grand  , plus  la  différence  entre  le  rayon  oblique  & le 
rayon  droit  fera  petite  , comme  nous  venons  de  le 
voir  : donc  le  nombre  des  côtés  dans  le  cercle  étant 
infini  , la  différence  entre  le  rayon  droit  & le  rayon 
oblique  fera  infiniment  petite  ou  nulle. 


PARAGRAPHE  IL 

De  l’AJfortiment  3 ou  AJfemblage  des  Figures, 

1°.  On  alïortit  les  lignes  en  les  joignant  par  leurs 
extrémités  ; on  afTortit  les  figures  en  les  joignant  par 
leurs  angles. 

11°.  Pour  affortir  les  figures,  il  eft  néceflaireque  les 
angles  des  figures  fe  réunifient , 8c  puiffenr  s’adapter 
de  façon  qu’ils  ne  laifTent  aucun  vuide  entre  eux,  ou 
qu’ils  rempliffent  exactement  l’efpace  qui  eft  autour 
du  point  où  on  veut  les  réunir. 

111°.  Les  angles  des  figures  s’appellent  Angles  plans. 
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parce  qu’ils  terminent  des  furfacesplanes  : or,  pour  que 
plulieurs  angles  plans  réunis  puilïent  remplir  exaéte- 
ment  l’efpace  qui  eft  autour  d’un  point  donné , il  faut 
que  leur  fomme  vaille  précifément  quatre  angles 
droits  ; comme  il  eft  évident  par  ce  qui  a été  dit  ail- 
leurs (447.) 

Théorème  I. 

jiz.  Il  n'y  a que  trois  fortes  de  Polygones  réguliers 
de  même  efpéce  , dont  les  angles  plans  puiffent  remplir 
exactement  l’efpace  qui  ejl  autour  d’un  point  donné  C ; 
f avoir  j fx  triangles  équilatéraux  ( fig.  79.  ) , quatre 
quarrés  (fig.  80.  ) 3 & trois  exagones  réguliers  ( fig.  81.) 

Démonst.  La  fomme  des  angles  qui  remplirent 
exactement  l’efpace  qui  eft  autour  d’un  point  donné 
C , doit  être  de  quatre  angles  droits , ou  de  3 60  de- 
grés : or 

1°.  Chaque  angle  du  triangle  équilatéral  eft  de  60 
degrés  (503.):  donc  fix  angles  de  triangles  équilaté- 
raux feront  6 X 60=  )6o  degrés  , ou  quatre  angles 
droits. 

IP.  Chaque  angle  du  quarré  eft  de  90  degrés  ; 
donc  quatre  angles  de  quarré  feront  4 x 90  = 36 o 
degrés. 

IIP.  Chaque  angle  de  l’exagone  régulier  eft  de  110 
degrés  : donc  trois  angles  d’exagone  régulier  feront 
3 x izo  = 360  degrés. 

Corollaire  I. 

513.  Au-deflous  de  l’exagone  régulier  il  n’y  a que 
le  pentagone  régulier  dont  les  angles  ne  puiflent  pas 
remplir  exa&ement  un  efpace  : la  raifon  eft  que  cha- 
queangle  du  pentagone  régulier  étant  de  108  degrés, 
trois  de  ces  angles  font  3 X 108  = 314  degrés  , ce 
qui  vaut  moins  que  3 60  degrés  5 & quatre  de  c es  an- 
gles font  4 x 108  = 431 , ce  qui  vaut  plus  que  3É0 
degrés , ou  quatre  angles  droits. 
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Corollaire  II.  ~ 

514.  Au-deflus  de  l'exagone  régulier,  il  n’eft  poinc 
de  polygones  réguliers  dont  les  angles  puilTent  exac- 
tement remplir  l’efpace  donné  autour  d’un  point  : car 
plus  les  polygones  ont  de  côtés,  plus  leurs  angles  font 

frands;  l’angle  de  l’exagone  régulier  eft  de  1 10:  donc 
angle  de  tout  polygone  régulier  , pris  au-defïus  de 
l’exagone,  fera  plus  grand  que  1 10  degrés  ,&  par  con* 
féquent  trois  de  ces  angles  feront  plus  de  360  degrés. 

C’eft  pour  cette  raifon  que,  pour  carreler  une  fale, 
une  chambre  , &c.  on  ne  peut  employer  que  trois 
fortes  de  carreaux  réguliers  de  même  efpéce,  favoir, 
les  triangulaires,  les  quarrés  & les  exagonaux.  Les  der- 
niers font  ceux  dont  on  fe  fert  plus  volontiers,  parce 
que  leurs  angles  étant  plus  grands  , ils  font  moins 
fujets  à fe  brifer. 

Théorème  II. 


j 1 5 . On  peut  encore  remplir  exactement  un  efpacc 
donné  autour  d’un  points  en  affortiffant  des  polygones 
réguliers  de  différente  efpéce  3 comme  on  va  le  voir. 

Demonst.  1°.  Chaque  angle  du  triangle  équilaté- 
ral étant  de  60  degrés,  & chaque  angle  du  dodécagone 
régulier  étant  de  150  degrés  , un  angle  de  triangle 
équilatéral  avec  deux  angles  de  dodécagone  régulier 
feront  60  ■+•  i^o-Kijo  = 360  degrés  , ou  quatre 
angles  droits. 

11°.  L’angle  du  quarré  eft  de  90  degrés , & l’angle 
de  Y octogone  régulier  eft  de  135  degrés  : donc  un  an- 
gle du  quarré  avec  deux  angles  d’oétogone  régulier 
feront  90  -+•  1 3 5 H-  1 3 J = 3 60  degrés. 

111°.  Chaque  angle  de  l’exagone  régulier  eft  de  110 
degrés  ; & chaque  angle  du  triangle  équilatéral  eft  de 
60  degrés  : donc  deux  angles  d’exagones  réguliers  avec 
deux  angles  de  triangles  équilatéraux  font  iio-f-izo 
-\-6  o -f-  60  = 3 60  degrés. 
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ARTICLE  III. 

Du  Rapport  des  Lignes.  . 

Les  portions  femblables  des  lignes  , les  divifions 
faites  femblablement  dans  les  lignes,  mettent entr’el- 
les  des  rapports , des  proportions,  des  proportionna- 
lités , dont  la  connoilïance  fait  découvrir  dans  les 
figures  plufieurs  propriétés.  Ces  lignes  s’appellenrpro- 
portionneùes les  figures,  à qui  eiles  appartiennent, 
s’appellent  Jtgures  femblables.  Nous  allons  parler , i°. 
<des  lignes  proportionnel  les  ; i°.des  figures  femblables. 

PARAGRAPHE  I. 

Des  Lignes  proportionnelles. 

DÉFINITIONS. 

1. 

516.  On  appelle  lignes  proportionnelles  des  lignes, 
par  ex  : A , B , a 3 b > qui  font  telles , que  la  première 
eft  à la  fécondé,  comme  la  troifiemeeftà  la  quatrième, 
ou  que  A : B a : b. 

I I. 

517.  Deux  lignes  font  dites  êtr z réciproquement 
proportionnelles  à deux  autres  , Iorfqu’elles  font  en- 
tr’elles  comme  les  deux  autres  prifes  dans  un  ordre 
renverfe  ; par  ex  : lorfqu’au  lieu  deAlBîIrz:^, 
Oli  a au  contraire  A : B y.  b : a. 

1 I I. 

518.  Deux  lignes  four  dites  être  réciproques  à deux 
autres  , lorfque  les  deux  premières  font  les  extrêmes 
d’une  proportion  , dont  les  deux  dernieres  font  les 
moyens  , ou  lorfqu’ona  A '.a  b : B. 

I V. 

<;  19.  Une  ligne  efl  dite  divifee  en  moyenne  & ex- 
trême rai! on  3 lorfqu’elle  eft  divifée  de  façon  que  la 
toute  A eft  à fa  grande  partie  B,  comme  la  grande  partie 
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B eft  à la  plus  petite  C ; ou,  ce  qui  cil  le  meme , lorfque 
la  plus  grande  partie  eft  mo/enae  proportionnelle 
entre  la  iigne  entière  A ik  la  plus  petite  partie  C,  ou 
qu’on  a À : 13  : : B : C , ou  • ~ A : i>  : C. 

V. 

530.  On  appelle  Médiane  ta  plus  grande  partie  B 
d’une  ligne  A divifée  en  moyenne  & extrême  raifon. 
On  l’appelie  médiane  3 parce  qu’elle  eft  moyenne  pro- 
portionnelle entre  la  ligue  entière  A ik  la  plus  petite 
partie  C. 

Théorème  I..\ 

531.  Si  deux  lignef  telles  que  AB  (S1  CD  ( fig.  82.) 
comprifes  entre  deux  parallèles  3font  coupées  par  une  3 
ou  plufieurs  parallèles  intermédiaires  3 les  portions  cor - 
refpondantes  dans  les  deux  lignes  feront  i°.  proportion- 
nelles aux  lignes  totales  3 i° . proportionnelles  entr’ elles. 

Démonst.  I.  Partie.  Les  portions  correfpondantes 
feront  proportionnelles  aux  lignes  totales , parce  qu’el- 
le^ontfemblablement  divifées  : car  fi  AE  eft  le  tiers, 
ouïe  quart  de  la  ligne  totale  AB  3 CF  fera  aufti  le  tiers, 
ou  le  quart  de  la  ligne  totale  CD  : donc  les  portions 
correfpondantes  feront  des  parties  femb'iaSles  des_ 
lignes  totales  : donc  elles  feront  entr’elles  comme  les 
lignes  totales  3 c’eft  pourquoi  l’on  aura  les  proportions, 

AE  : CF  ::  AB:  CD; 

EG  : FH  ::  AB  : CD. 

Démonstration.  U.  Partie  Les  parties  correfpon- 
dantes feront  proportionne  1 es  entr’elles  : car  puif- 
qu’elles  font  proportionnelles  aux  lignes  totales  , SC 
que  l’on  a AE  : CF  ::  AB  : CD  , 

EG  : FH  ::  AB  : CD  i 
il  s’enfuit  que  l’on  aura 

AE  :CF  ::  EG  : FH. 

car  deux  rapports,  qui  font  égaux  chacun  à un  meme 
troifiéme  rapport , fout  égaux  entr’eux. 

/ Q 3 
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Corollaire  I. 

5 j î.  Si  deux  lignes  eb  , fd 3 comprifes  entre  deux 
parallèles , font  autant  inclinées  que  deux  autres  lignes 
AB , CD , comprifes  aullî  entre  deux  parallèles  \fig. 
8i.  ),  les  deux  premières  feront  proportionnelles  aux 
deux  autres  : car  prenant  fur  la  ligne  AB  la  portion 
Al  = eb  , & menant  la  parallèle  OP , on  aura  CK  =s 
fd  j parce  que  CK  5c  fd  font  également  inclinées  dans 
des  efpaces  parallèles  égaux  , & font  par  conféquent 
( $9Z.  ) égales  : or  nous  venons  de  prouver  queues 
portions  A I , C K font  proportionnelles  aux  ligne* 
totales  AB , CD  , ou  que 

A : CK  ::  AB: CD; 

donc  à la  place  de  AI,  CK  , mettant  leurs  égales , ebs 
fdj  on  aura  eb  :fd  AB  : CD. 

Corollaire  1 1. 

jj  j.  Si  deux  lignes  fe  coupent  entre  deux  paral- 
lèles , les  parties  de  l’une  feront  proportionnelles 
aux  parties  de  l’autre  (fig.  8j.  ) : car  ayant  tiré  par  le 
point  d’inrerfeétion  E une  ligne  parallèle  aux  d^ux 
autres  AB  , CD  , les  portions  EC  , ED  font  aurant 
inclinées  dans  leur  efpace  parallèle  , que  les  portions 
EB  , EA  le  font  dans  le  leur  ; puilque  ce  font  les 
mêmes  lignes  continuées  : donc , &c. 

Théorème  IL 

J j 4.  Si  les  deux  côtés  d’un  Triangle  font  divifés  par 
une  j ou  plufeurs  lignes  parallèles  à la  bafe  3 ils  feront 
divifs  en  parties  proportionnelles  ( fig.  84.  ).  . 

Démonstration.  Faifar.t  palfer  par  le  fommet  de 
l’angle  A une  ligne  GH  , parallèle  aux  bifes  ed3  BC, 
les  deux  côtés  AB,  AC  du  triangle  doivent  être  alors 
regardés  comme  deux  lignes  comprifes  entre  deux 
parallèles  , & qui  font  coupées  par  une  ou  plufieurs 
parallèles  intermédiaires  en  parties  proportionnelles 
«ntr  elles  Sc  aux  lignes  totales. 
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ThÉOREME  III. 


5 $ 5.  «Si  deux  Triangles  l’un  plus  grand  & l’autre  plus 
petit  yf ont  cquiangleSi  tous  les  côtés  de  l’un feront  propor- 
, tionnels  aux  côtés  homologues  de  l’autre  (fig.  84  & 8 5 .). 

Dàmonstratioh.  En  effet  : 

1°.  Si  l’on  pofe  le  fommet  a du  petit  triangle  fur  le 
fommet  A du  grand  triangle , alors  les  côtés  da  petit 
triangle  feront  couchés  fur  les  côtés  du  grand  à caufe 
de  l’angle  a — A , & la  bafe  ed  du  petit  triangle  fera 
parallèle  à la  bafe  BC  du  grand  ( 490.  ) : or  dans  ce 
cas  fi  l’on  fait  pafler  par  le  fommet  commun  A une 
ligne  GH  parallèle  à la  bafe , les  côtés  AB  , AC  du 
grand  triangle  feront  divifés  aux  points  e3d3  par  une 
ligne  parallèle  à la  bafe  : donc  ( 534  ) ils  feront  di- 
vifés en  parties  proportionnelles  j c’eft-à-dire  , que 
l’on  aura  Ae  : Ad  AB  : AC,  dans  laquelle  propor- 
tion les  côtés  du  petit  triangle  fe  trouvent  propor- 
tionnels aux  côtés  homologues  du  grand  triangle. 

11°.  Si  l’on  pofe  le  point  d pris  comme  fommet  du 
petit  triangle  fur  le  fommet  C du  grand  triangle  , il 
eft  clair  , par  la  meme  raifon  que  ci-deflus  , que  les 
côtés  du  petit  triangle  feront  couchés  fur  les  côtés 
du  grand  , & que  la  bafe  ae  du  petit  triangle  fera 
parallèle  à la  bafe  du  grand , & par  conféquent  oa 
prouvera  , comme  ci-deflus , que  l’on  a 
da  : de  ::  CA  : CB  $ 

& par  conféquent  les  trois  côtés  du  petit  triangle  font 
proportionnels  aux  trois  côtés  homologues  du  grand* 

Corollaire  I. 

5 3 6 . Si  deux  cordes  AD , CB  fe  coupent  dans  on 
cercle  , les  parties  de  l’une  feront  réciproques  aux 
parties  de  l’autre  {fig.  8<>.  ).  En  effet  ayant  mené  les 
lignes  AB  , CD  on  aura  deux  triangles  AEB  , CED  , 
qui  feront  cquiangles  : car  les  angles  oppofésau  fom- 
met E font  égaux  ( 445  ) j de  plus  les  angles  aux 

Q 4 
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poinrs  D & B font  aullî  égaux  , parce  qu’ils  font  ap- 
puyés fur  le  même  arc  CÀ  ; par  la  même  raifon  les 
angles  aux  points  A & C fonr  égaux  : donc  les  deux 
triangles  CED,  AEb  font  équiangles  : donc  ( n j-) 
les  côtés  homologues  font  proportionnels  , & l’on 
aura  CE  ! AE  *1  ED  ! EB, 

-dans  laquelle  proportion  les  parties  CE  , EB  d’une 
corde  font  réciproques  aux  parties  AE , ED  de  l’autre. 

Corollaire  1 1. 

537.  Si  l’une  des  cordes  étoit  diamètre  , alors  les 
portions  , ou  fegmens  du  diamètre  feroient  récipro- 
ques aux  portions  , ou  fegmens  de  la  corde. 

Corollaire  III. 

538.  Si  la  corde  DE  ( fig . 87.  ) étoit  perpendicu- 
laire au  diamètre  AC,  alors  la  portion  DB  ou  BE  de 
la  corde  , feroit  moyenne  proportionnelle  entre 
les  deux  fegmens  du  diamètre  3 car  par  le  corollaire 
précédent  on  a AE  : BD  ” BE  : EC. 

or  la  corde  étant  perpendiculaire  au  diamètre  , on  a 
(411.)  BD  = EE  : donc  on  aura 

AB  : BD  ::  BD  : BC,  ou  AB  : BD  : BC. 

Corollaire  1 V. 


539.  Dans  un  cercle  une  ligne  quelconque  BD 
\fig.  92.)  tirée  d’un  point  de  la  circonférence  per- 
pendiculairement fur  le  diamètre,  eft  moyenne  pro- 
portionnelle entre  les  deux  fegmens  AD  , E^C  du 
diamètre  3 car  cette  perpendiculaire  eft  la  moitié 
d’une  corde  perpendiculaire  au  diamctre. 

Corollaire  V. 

540.  Si  deux  fécanres  extérieures  EB , EC  , {fig> 
83.  ) partant  d’un  même  point,  vont  fe  terminer  à 
la  circonférence  concave  du  cercle  3 les  parties  ex- 
térieures des  fécanres  feront  réciproquement  pro- 
portionnelles aux  fécanres  entières  3 c’eft-à-dire, 
que  l’on  aura  EB  : EC  î!  ED  : EA.  Car  ayant  mené 
les  cordes  AC , BD , les  triangles  EBD  , EAC  fe- 
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ronc  équiangles  5 ayant  l’angle  en  E commun  , & les 
angles  eu  B & C appuyés  fur  le  même  arc  AD  : donc 
(535.)  les  côtés  homologues  font  proportionnels  , & 
l’on  aura  EB  : EC  ED  : EA,  dans  laquelle  pro- 
portion les  parties  extérieures  EA , ED  font  réci- 
proquement proportionnelles  aux  fécantes  entières 

EB,  EC. 

Corollaire  VI. 

5 4 t.  Si  l’une  des  deux  fécantes  devenoit  tangente 
BD  [fig-9 o.  ) : alors  la  tangente  feroit  moyenne  pro- 
portionnelle entre  la  fécante  entière  & fa  partie  ex- 
térieure. Car  fuppofons  que  la  fécante  EB  (fig.  88.  ) 
demeurant  immobile  , on  en  éloigne  l’autre  fécante 

EC,  en  la  laifant  tourner  autour  du  point  E;  alors 
les  points  C &c  D s’approcheront  l’un  de  l’autre  , les 
rapports  du  corollaire  précédent  reliant  les  mêmes  : 
or  dès  que  la  ligne  EC  devient  tangente , les  points 
D & C fe  confondent  , &c  la  ligne  EC  devient  BD 
(fig.  90.  ) : donc  alors  la  proportion  de  la  figure  88 , 
favoir  , 

EB:EC::ED:EA, 

deviendra  pour  la  figure  90, 

bA:BD::BD:BE. 

On  peut  aulfi  prouver  la  même  chofe  par  le  moyen 
des  triangles  femblables  BAE,  EBD  (. fig . 89.) 

Corollaire  Vil. 

541.  Si  la  partie  intérieure  EA  de  la  fécante  BA 
{fig.  90.  ) ell  égale  à la  tangente  BD  , cette  fécante 
fera  divifée  en  moyenne  & extrême  raifon , au  point 
E j car  par  le  corollaire  précédent  on  a 
BA  : BD  ::  BD  :BE. 

or  par  l’hypothèfe  BD=EA:  donc  fubftituant  on  aura 
BA:EA::EA:3E. 

Corollaire  VIII. 

543.  Le  tout  étant  fuppofé,  comme  dans  le  co- 
rollaire précédent , fi  l’on  prend  dans  la  tangente 
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BD  la  portion  BG=BE,  la  tangente  fera  divifée  et» 
moyenne  & extrême  raifon  au  point  G } car  par  le 
corollaire  fixiéme  on  a 

BA:BD::BD:BE: 


donc  fubjlrahendo  , B A — BD:BD:îBD — BE:BE: 
or  BA- — BD=BE=BG  ; pareillement  BD — BE=s 
GD  : donc  fubftituant  on  aura 

BG:BD;:GD:BG, 

& ïnvertendo , BD:BG;;  BGlGD. 

C’eft  de-là  que. les  Géomètres  déduifent  la  métho- 
de de  divifer  une  ligne  cnmoyenne  & extrême  raifon t 
comme  nous  le  ferons  voir  dans  la  fuite. 

Théorème  V. 

544.  Dans  tout  Triangle  rectangle  3Ji  Ton  abbaijfe 
dufommct  de  l'angle  droit  une  perpendiculaire  fur  le  coté 
oppofé  ( que  l’on  appelle  Hypothénufe  ) , on  aura  trois 
lignes  moyennes  proportionnelles  ; ( fig.  91.) 

1°.  Legrand  côté  BC  entre  T hypothénufe  entière  AC, 
& le  fegment  adjacent  DC  j c êfi- à-dire  , que  Ton  aura 

~AC:BC:DC. 


11°.  Le  petit  côté  B A entre  T hypothénufe  entière  AC 
& le  fegment  adjacent  AD  • cef -à-dire  } que  Ton  aura 
AC:  AB:  AD. 

111°.  La  perpendiculaire  BD  entre  les  deux  fegmens 
AD  & DC;  c’ejt-à  dire  3 que  Ton  aura— AD  l BD  : DC. 

Démonst.  I.  Partie.  Le  petit  triangle  ABD  & le 
grand  triangle  ABC  font  équiangles  ; car  ils  ont  cha- 
cun un  angle  droit , & de  plus  l’angle  en  A eft  com- 
mun à l’un  & l’autre:  donc  le  troisième  angle  eft  auftx 
égal  de  part  & d’autre  , favoir , l’angle  o=r:  donc  les 
cotés  homologues  font  proportionnels  , & on  aura  la 
proportion  , l’hypothénufe  AC  du  grand  triangle  eft 
a l’hypothénufe  ÀB  du  petic  triangle,  comme  le  petit 
côté  AB  du  grand  triangle  eft  au  petit  côté  AD  du 
petit  triangle , ou 

AC:AB::AB:AD,ou-^-AC:AB:AD. 

Démonst.  II.  Partie.  Le  moyen  triangle  BDC 
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&Ie  grand  triangle  ABC  font  équiangles;  car  ils  ont 
chacun  un  angle  droit,  & de  plus  1 augle  en  C eft 
commun  à l’un  & à l’autre  : donc  le  troifiéme  angle 
eft  aufli  égal  de  part  & d’autre  , fa  voir , l’angle  e—m  : 
donc  les  côtés  homologues  font  proportionnels  : donc 
on  aura  la  proportion  , l’hypothénufe  AC  du  grand 
triangle  eft  à l’hypothénufe  BC  du  moyen  triangle  , 
comme  le  grand  côté  BC  du  grand  triangle  eft  au 
grand  côté  DC  du  moyen  triangle,  ou 

AC  : BC  : : BC  : DC , ou  -J-  AC  : BC  : DC. 

Dem.  III.  Partie.  Le  petit  triangle  ABD  & le 
moyen  triangle  BDC  font  équiangles  ; car  ils  ont  cha- 
cun un  angle  droit  ; de  plus  l’angle  o—r,  &c  l’angle 
e=mi  donc  les  côtés  homologues  font  proportion- 
nels : donc  le  petit  côté  AD  du  petit  triangle  eft  à 
fon  moyen  côté  BD,  comme  le  petit  côté  BD  du 
moyen  triangle  eft  à Ton  moyen  côté  DC,  ou 
AD  : BD  : : BD  : DC , ou -H- AD  : BD  : DC. 

Théorème  VI. 

545.  Si  dans  un  Triangle  ifocele  AC  B ( fig.  93.),' 
dont  on  fuppofe  chaque  angle  fur  la  bafe  double  de  celui  du 
fommet  3 on  mene  une  ligne  BD  qui  divife  l’un  des  an- 
gles de  la  bafe  en  deux  également  3 cette  ligne  coupera  le 
côté  oppofé  AC  en  moyenne  & extrême  raifon3  dont  la 
médiane  fera  CD  ; c’eft-à-dire  3 que  l’on  aura  la  pro- 
portion AC:CD::CD:AD , ou-^-  AC:CD:  AD. 

Démonst.  Les  deux  triangles  ACB , ABD  font 
équiangles  ; car  l’angle  en  A eft  commun  à l’un  & à 
l'autre  ; de  plus,  par  l’hypothèfe,  l’angle  o=C,  & par 
conféquent  (478.)  l’angle  m=B  : donc  les  côtés  homo- 
logues font  proportionnels  , & l’on  aura 

. AC:AB::AB:DA: 
or  AB=CD;  car 

1°.  AE=BD , parce  que  le  triangle  DBA  eft  ifo- 
cele , à caufe  de  l’angle  /n=B=A , comme  on  vient 
de  le  prouver. 
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11°.  Le  côte  BD=CD,  parce  que  le  triangle  BCD 
eft  ifocele  , à caufe  de  l’angle  C=n  par  l’hypothèfe  : 
donc  on  aura  AB=BD=CD:  donc  AB=CD:  donc 
en  fubftituant  on  aura 

AC  : CD  : : CD  : DA , ou'-ff-  AC  : CD  : DA. 

Corollaire. 

546.  Donc  le  côté  du  décagone  régulier  inferit 
dans  un  cercle  , eft  égal  à la  médiane  du  rayon  di- 
vifé  en  moyenne  & extrême  raifon.  Car  foit  AB  le 
côté  d’un  décagone  régulier  ( fig . 9;.),  aux  extré- 
mités duquel  tirez  les  rayons  CA , CB , pour  former 
le  triangle  ACB , dont  l’angle  C aura  pour  mefure 
la  dixiéme  partie  de  la  circonférence  , c’eft-à-dire  , 
fera  dî  ',6  degrés  : donc  les  deux  autres  angles  A & 
B pris  enfemble  valent  144  degrés;  or  ils  font 
égaux  , parce  que  le  triangle  ACB  eft  ifocele  : donc 
chacun  des  angles  A & B eft  de  7a  degrés:  donc  fi 
l’on  divife  l’angle  CEA  en  deux  également  par  la  li- 
gne BD,  cette  ligne  ED  divifera  (54^.)  le  rayon  AC 
eu  moyenne  & extrême  raifon;  or  le  côté  AL  eft 
égal , comme  on  vient  de  le  prouver  , à DC  , qui  eft 
la  médiane  du  rayon  divifé  en  moyenne  & extrême 
raifon  : donc , Scc. 

PARAGRAPHE  IL 

Des  Figures  femblables. 

1°.  L’égalité  des  figures  dépend  de  l’égalité  8c  des 
angles  refpe&ifs  & des  côtés  corrcfpondans  ; mais 
leur  fimilitude  dépend  de  l’cgaliré  des  angles  refpec- 
tifs  & de  la  proportionnalité  des  côtés  homologues  : 
on  appelle  donc  figures  femblables  celles  qui  ont 
tous  leurs  angles  refpeétifs  égaux  , 8c  tous  leurs  côtés 
homologues  proportionnels.  • 

II0.  Dans  les  figures  femblables  il  y a trois  chofes» 
égalité,  proportionnalité  & fimilitude:  Y égalité  tom- 
be fur  les  angles  ; la  proportionnalité  fur  les  côtés  ; la. 
fimilitude  fur  les  figures. 
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IIP.  La  fimilitude  des  figures  a des  fignes  qui  la 
font  reconnoître , & des  rapports  qui  en  réfultent. 
Nous  en  allons  parler. 

Nombre  I. 

Des  Signes  de  Similitude  dans  les  Figures. 

Deux  figures  font  femblables  routes  les  fois  que 

{>ar  le  moyen  de  rayons,  ou  de  diagonales,  ou  de 
ignés  quelconques  femblablement  tirées,  elles  peu- 
vent être  partagées  en  un  égal  nombre  de  triangles 
femblabLs  : car  deux  quantirés  qui  peuvent  être  di- 
vifées  en  un  même  nombre  de  paities  femblables , 
font  femblables  entr’elles.  Il  eft  donc  nécelïaire  ici 
de  bien  remarquer  quels  font  les  fignes  , ou  les  mar- 
ques qui  fonr  reconnoître  fi  deux  triangles  font  fem- 
blables , ou  non. 

Théorème  I. 

5 47.  Deux  triangles  équiangles  font  toujours  fem -' 
llables. 

Demonst.  Deux  triangles  équiangles  ont  tous 
leurs  angles  refpeét.fs  égaux,  comme  il  eft  évident, 
& tous  leurs  côtés  homologues  proportionnels , com- 
me nous  l’avons  prouvé  (53  5.)  : donc  ils  font  fem- 
blables. 

Corollaire. 

548.  Deux  triangles  qui  ont  deux  angles  égaux  de 
part  & d’autre  , font  dès  lors  femblables  : car  lorf- 
qu’ils  ont  deux  angles  égaux  de  part  & d’autre  , le 
troifiéme  angle  (478.)  eft  aufti  égal  de  part  & d’autre, 
& par  conféquent  les  triangles  font  équiangles,  & 
dès-lors  femblables. 

Théorème  II. 

549.  Deux  Triangles  abc,  ABC,  qui  ont  leurs  trois 
cotés  homologues  proportionnels  } font  dès-lors  fembla- 
i/w  (fig.94.). 
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Démonst.  Sur  le  côté  AB  du  grand  triangle,  pre- 
nez A d=ab , &c  menez  do  parallèle  i BC  , Sc  vous 
aurez  (49 1 .)  le  triangle  A do  équiangle , & par  confé- 
qaent  (547.)  femblable  au  triangle  ABC  : or  le  trian- 
gle abc=Ado.  Car  par  la  conftru&ion  on  a kd:AB\\ 
Ao:kC::do:BC  , Sc  par  rhypothèfe  on  a ab: AB:: 
ac\  AC:éc:BC;  mais  puifque  dans  ces  deux  propor- 
tionnalités les  conféquens  font  les  mêmes  de  part 
ôc  d'autre , il  eft  évident  que  Bon  pourra  conclure 
ab\  Ad ;;  ac\ Ko\\  bel  do 5 or  par  la  conftru&ion  ab=à 
A^ldonc  auilï  ac=Ao , &c  bc=.io\  donc  le  triangle 
abc=Ado , &c  eft  par  conféquent  femblable  au  trian- 
gle ABC. 

Théorème  III. 

550.  Deux  Triangles  qui  ont  deux  côtés  homologues 
proportionnels , & l’angle  intercepté  entre  ces  côtés3égal 
de  part  & d’autre,  font  dès-lors  femblables  ( fig.  94.  ). 

Démonst.  Soient  les  côtés  ab , ac  proportionnels 
aux  côtés  AB  , AC , & l’angle  a= A j fur  le  côté  AB 
du  grand  triangle  , prenez  A d—ab , & menez  do  pa- 
rallèle à BC,  Sc  vous  aurez  le  triangle  A do  équiangle 
(491.),  Sc  par  conféquent  femblable  (547.)  au  trian- 
gle ABC  : or  le  triahgle  abc=.kdo.  Car  par  la  conf- 
tru&ion  Ad:  Ao;:  AB:  AC  , & par  l’hypothèfe  ab : 
tfc::AB:AC  5 donc  ab:ac\\Ad:Ao  ; or  par  la  conf- 
trudtion  ab=Ad  : donc  aulfi  ac=Ao  : donc  les  deux 
triangles  abc , A do  ont  deux  côtés  homologues  égaux  ; 
d’ailleurs  les  angles  a.  A,  compris  entre  ces  côtés , font 
fuppofés  égaux:  donc  (497.)  le  triangle  abc=Ado. 

Théorème  IV. 

551.  Deux  Triangles  qui  ont  deux  côtés  homologues 
proportionnels  , & l’un  des  angles  oppofés  à ces  côtés  y 
égal  de  part  & d’autre  3font  femblables  ; pourvu  que  le 
fécond  angle  oppofé  aux  autres  côtés  proportionnels  folt 
de  meme  efpéce  ( fig.  94. 
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Démonst.  Dans  les  triangles  abc , ABC  , foient 
les  côtés  ab , ac  promotionnels  aux  côtés  AB  , AC, 
& l’angle  b= B \ fi  de  plus  les  angles  en  c , C , font 
de  même  efpéce  , je  dis  que  les  deux  triangles  abc  3 
ABC  font  femblables.  Car  ayant  pris  , comme  ci- 
defius  , Ad—ab , & mené  la  parallèle  do , on  aura 
le  triangle  A do  femblable  au  triangle  ABC:  or  abc 
e=A doj  car  on  a par  l’hypothèfe  a^Jc:;AB:AC  , 
& par  la  conftru&ion  Ad^Ao::  AB’.AC  : donc  abl 
ac'.'.Ad'.Ao : or  ab=Ad : donc  ac=Aoj  donc  dans 
les  triangles  abc , Ado  les  deux  côtés  , ab , ac  font 
égaux  aux  côtés  homologues  Ad , A o ; d’ailleurs 
l’angle  b=B=d , & de  plus  l’angle  c eft  de  même 
efpéce  que  l’angle  C=o  : donc  (498.)  le  triangle  abc 
s=Ado. 

‘T  H É O R.  Ê MC  E V. 


j 5 2.  Deux  Polygones  réguliers  de  meme  efpéce , ou 
d'un  même  nombre  de  côtés  , font  toujours  femblables 
(fig.  97.). 

Démonst.  Si  vous  divifez  les  deux  polygones  en 
triangles  par  des  rayons  tirés  du  centre  aux  angles 
de  la  circonférence  j i°.  il  y aura  un  même  nom- 
bre de  triangles  dans  l’un  & dans  l’autre  , fçavoir , 
aucant  que  de  côtés  $ 20.  tous  les  triangles  de  l’un 
feront  femblables  aux  triangles  correfpondans  de 
l’autre  5 par  ex  : le  triangle  CAB  fera  femblable  au 
triangle  cab.  Car  les  côtés  de  ces  triangles  partagent 
dans  chaque  polygone  Tangle  à la  circonférence 
en  deux  également  (508.):  or  les  polygones  étant 
réguliers  Sc  d’un  même  nombre  de  côtés  , tous 
les  angles  de  l’un  font  égaux  aux  angles  correfpon- 
dans  de  l’autre  (504.):  donc  leurs  moitiés  font 
aufli  égales  de  part  & d’autre  , & l’on  aura  l’an- 
gle O=o,  l’angle  N=/z  : donc  les  triangles  CAB, 
cab  font  équiangles  (478.) , & paç  conféquent  fem- 
blables. 
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• Corollaire  I. 

553.  Si  du  centre  d’un  polygone  on  mene  de* 
rayons  aux  angles  de  la  circonférence  ( fig.  96.  ) &c 
qu’on  joigne  ces  rayons  par  des  lignes  continueraient 
parallèles  aux  côtés  du  polygone,  on  aura  deux  poly- 
gones concentriques  , qiu  feront  femblables.  Car 
ces  deux  polygones  fe  trouveront  partagés  en  un 
é^al  nombre  de  triangles  correfpondans  8c  fembla- 
bles les  uns  aux  autres  3 par  ex  : le  triangle  CNM 
eft  femblable  au  triangle  CFE,  8c  ainfi  des  autres, 
comme  il  eft  évident. 

Corollaire  1 I. 

■ 554.  Si  vous  faites  le  polygone  AEDEFG  {fig.  97.) 

égal  8c  femblable  au  polygone  extérieur  de  la  figure 
96  , & le  polygone  abdejg  égal  8c  femblable  au  poly- 
gone intérieur , 8c  fi  vous  les  partagez  en  triangles 
par  des  rayons  menés  du  centre  3 il  eft  évident  qu’on 
peut  appliquer  aux  deux  polygones  de  la  figure  97, 
ce  que  nous  avons  dit  des  deux  polygones  concen- 
triques {fig.  96.  )i  8c  que  les  propriétés  qui  con- 
viennent aux  uns  , conviennent  aufli  aux  autres. 
D’où  il  faut  conclure  en  général  3 

1°.  Que  deux  polygones  femblables  peuvent  tou- 
jours être  fuppofés  concentriques. 

11°.  Que  deux  polygones  femblables  peuvent  tou- 
jours être  partagés  en  un  même  nombre  de  triangles 
femblables,  par  des  rayons  menés  du  centre  aux  angles 
de  la  circonférence. 

111°.  Que  deux  polygongs  femblables  peuvent  aufii 
être  femblablcment  divifés , ou  être  partagés  en  un 
nombre  égal  de  triangles  femblables  , par  des  dia- 
gonales {fig.  98.  ) femblablemenc  tirées  dans  les  po- 
lygones. 

N O M B R H " I I. 

' Des  Rapports  réfultans  de  la  Similitude  des  Figures. 

Les  rapports  qui  réfultent  de  la  fimilitude  des  fi- 
gures , font  certaines  proportions  qui  fe  trouvent 

entre 


Digitize 


dbyGc 


DE  GÉOMÉTRIE.  a57 
entre  les  périmètres  , les  côtés  , les  rayons , les  dia- 
mètres , les  lignes  femblablement  tirées  dans  les  fi- 
gures femblables. 

Théorème  I. 

555.  Dans  les  Triangles  femblables  les  côtes  homolo- 
gues font  proportionnels  aux  hauteurs  , c’efl-à-dire  ,aux 
lignes  tirées  du  fommet  perpendiculairement  fur  la  bafe 
(fig-9  5-) 

D É m o n s t.  Les  deux  triangles  re&angles  B AD , 
lad  j font  équiangles , parce  qu’ils  ont  chacun  un 
angle  droit  aux  points  D Sc  d , & l’angle  b = B par  g. 

l’hypothèfe  ; donc  ils  font  femblables  : donc  leurs 
côtés  homologues  font  proportionnels , ôc  l’on  aura 
AB:  ab  ::  AD  : ad  : 

mais  AD  ôc  ad  font  les  hauteurs  des  triangles  : donc , 

&c. 

Corollaire. 

j 56.  Dans  les  triangles  femblables  les  bafes  font 
proportionnelles  aux  hauteurs  j car  les  bafes  font  elles- 
mêmes  des  côtés  : or  les  côtés  font  proportionnels  aux 
hauteurs. 

Théorème  II. 

557.  Dans  les  Polygones  réguliers  femblables  3 les 
cotés  homologues  font  proportionnels  aux  rayons  obli- 

97*) 

D É m o n s t.  Les  triangles  ACB , acb  font  fembla- 
bles , comme  nous  l’avons  prouvé  (551.):  donc  leurs 
côtés  homologues  font  proportionnels  , ôc  l’on  aura 
AB  : AC  ::  ab  : ac  -y 

c’eft-i-dire  , que  les  côtés  AB , ab  des  polygones  font 
entr’eux  cofnme  les  rayons  obliques  AC  , ac. 

Théorème  III. 

558.  Dans  les  Polygones  réguliers  femblables  lcs 
côtés  homologues  font  proportionnels  aux  rayons  droits 

( %•  97-  ) 
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Demonst.  Les  triangles  FCM  , fcm  font  fembla- 
bles  , comme  il  eft  évident  : donc  leurs  côtés  homo- 
logues font  proportionnels , de  l’on  aura 
FM  : CM  ; ; fm  : cm  : 

or  FM  ,fm  font  les  moitiés  des  côtés  homologues  FE , 
fe  ( j 1 1 ) , & les  moitiés  font  entr 'elles  comme  les 
tours  : donc  on  aura  FE  \fe\\  CM  : cm. 

Corollaire. 

559.  Dans  les  polygones  femblables  , les  rayons 
obliques  font  proportionnels  aux  rayons  droits.  Car 
les  rayons  obliques  font  (557.)  proportionnels  aux 
côtés  homologues  j les  cotés  homologues  font  pro- 
portionnels aux  rayons  droits  y donc  les  rayons  obli- 
ques font,  &c. 

Théorème  IV. 

560.  Dans  les  Polygones  femblables  les  circonféren- 
ces , ou  périmètres  font  proportionnels  aux  côtés  homolo- 
gues (%.  97.) 

Démon 3T.  Défignons  les  côtés  du  grand  polygone 
par  A , B,  C,  D,  <Sc  les  côtés  du  petit  par  a3  b 3c  j 
d : les  deux  polygones  étant  femblables  , leurs  côtés 
homologues  font  tous  proportionnels  y donc  on  aura 
la  proportionnalité  A : ::  B : ::  C : c D : d: 

or  ( 1.  ) dans  toute  proportionnalité  la  fomme  des 

antécédens  eft  à celle  des  conféquens,  comme  un  feul 
antécédent  eft  à fon  confcquent  : donc  on  aura 
A— H B — p-  C — [-D  : a H-  b -4—  c —J—  d \\  A ' a. 

Or  la  fomme  des  antécédens  donne  la  fomme  des 
côtés  , ou  le  périmètre  du  grand  polygone  , & la 
fomme  des  conféquens  donne  la  fomme  des  côtés  , 
ou  le  périmètre  du  petit  polygone  : donc , &c. 

Corollaire. 

56 1.  Donc  dans  les  polygones  femblables  les  péri- 
mètres font  entr’eux , & comme  les  rayons  obliques  , 
& comme  les  rayons  droits. 
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Théorème  V. 
j 61.  En  générai  dans  les  Polygones  Semblables  3 les 
périmètres  font  entr’eux  3 comme  les  lignes  femblable- 
ment  tirées  dans  les  deux  polygones  ; ‘par  ex  : comme 
les  diagonales  AC , ac ; ou  AD  , ad  ( fig.  98.  ) 

Demonst.  Les  triangles  ABC  , abc  3 font  fembla- 
bles  (554):  donc  on  aura  AB  : ab  ; ; AC  : ac  : or  les 
périmètres  des  deux  polygones  femblables  font  eix- 
tr’eux  comme  les  côtés  À B , a b : donc  ils  font  aulïi 
entr’eux  comme  les  diagonales  AC,  ac. 

Théorème  VI. 

5 6 y Si  les  côtés  des  Polygones  femblables  font  fup- 
pofés  infiniment  petits  , & être  en  nombre  infini  ; ou  3 Oc 
qui  efi  le  meme  , fi  les  Polygones  femblables  font  fuppo- 
fes  être  des  cercles  3 les  circonférences  feront  entr’ elles 
comme  Us  rayons. 

Demonst.  Cela  fe  prouve  par  la  mêmeraifon  3 que, 
dans  les  polygones  finis  & femblables,  les  périmètres 
font  entr’eux  comme  les  rayons. 

Corollaire. 

564.  Donc  les  circonférences  des  cercles , i°.  font 
entr 'elles  comme  les  diamètres  5 20.  font  entr’elles 
cogime  les  arcs  femblables  , ou  comme  les  arcs  d’un 
même  nombre  de  degrés  : car  les  tous  font  comme 
les  parties  femblables. 

Théorème  VII. 

565.  Dans  les  Circonférences  de  cercles  les  Arcs  fem- 
blables font  entr’eux  comme  les  cordes  qui  les  foutiennent 

(%  ??•)  ' ■ 
Démonst.  Ayant  tiré  du  centre  commun  A des 
rayons  amt  extrémités  des  cordes  ED,  CB  , on  aura 
deux  triangles  femblables  ACB,  AED  , dans  lefquels 
les  côtés  AC  , AE , qui  font  rayons  , font  entr’eux 
comme  les  côtés  , ou  cordes  C B , E D : or  les  arcs 
femblables  font  entr’eux  comme  leurs  rayons  :donc, 
Hcc. 
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SECTION  IL 

Des  Surfaces . 1 

1°.  T A ligne  eft  une  étendue  qui  n’a  qu’une  dimen- 
I 1 lion  , que  l’on  appelle  Longueur  ; la  furface 
eft  une  étendue  qui  a deux  dimenfions  , que  l’on  ap- 
pelle Longueur  & Largeur. 

11°.  La  furface  eft  ou  plane  3 ou  courbe.  On  appelle 
furface  plane  3 celle  dont  tous  les  points  font  de  ni- 
veau , c’cft-à  - dire  , ne  font  ni  plus  élevés , ni  plus 
enfoncés  les  uns  que  les  autres  ; felle  eft  la  furface 
d’un  miroir-  On  appelle  furface  courbe  , celle  dont 
tous  les  points  font  inégalement  élevés , ou  enfoncés; 
telle  eft  la  furface  d’une  fphere.  Nous  ne  parlerons 
ici  que  des  furfaces  planes. 

111°.  La  furface  plane  peut  être  confidérée  , ou 
comme  figure  3 ou  comme  quantité 3 ou  comme  plan. 
La  furface , confidérée  comme  figure  3 eft  une  étendue 
terminée  par  des  angles  & des  côtés.  La  furface,  con- 
fidérée comme  quantité , eft  le  réfultat  de  deux  dirlten- 
fions  combinées  entr 'elles  , qui  rendent  la  furface 
plus  ou  moins  grande,  & par  conféquent  fufceptible 
d’évaluation  , de  mefure  & de  comparaifon.  La  fur- 
face  , confidérée  comme  plan  , eft  une  étendue  dont 
toutes  les  parties  font  femblablement  pofées  à côté 
les  uns  des  autres , & qui  eft  confidérée  fans  aucun 
égard  ni  à fa  figure  , ni  à fa  quantité. 

1V°.  Nous  avons  confidéré  ci-devant  les  furfaces 
comme  figures  : nous  allons  parler  maintenant  des 
furfaces  confidérées  ; i°.  comme  quantités;  a°.  comme 
plans. 
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CHAPITRE  I. 

Des  fur  faces  confidéries  comme  quantités* 

P.T'oute  furface  eonfidérée  comme  quantité  * 
X réfulte  de  deux  dimenfions  combinées  en- 
tr’elles  , & qui  font  représentées  par  deux  lignes  que 
l’on  appelle , ou  bien  la  hauteur  AB  , & la  bafe  AD 
(fig.  ioo.)  ; ou  bien  le  rayon  droit  CM  , & le  péri- 
mètre ABD  &c.  [fig.  97.)  La  hauteur  d’une  furface  fe 
détermine  par  une  ligne  perpendiculaire  menée  du 
fommet  d’un  des  angles  de  la  furface  fur  la  bafe  pro- 
longée, s’il  le  faut.  Le  rayon  droit  eft  une  perpendi- 
culaire menée  du  centre  de  la  furface  fur  l’un  de  fes 
côtés. 

11°.  La  furface , eonfidérée  comme  quantité , peut 
être  regardée  comme  compofée  d 'élémens  , dont  la. 
fomme  donne  la  quantité  plus  ou  moins  grande  de  la 
furface , que  l’on  appelle  aufli , par  cette  raifon , Aire 
ou  Superficie.  Les  élémens  , que  l’on  peut  confîdérer 
dans  la  furface,  font  des  lignes  femblablement  tirées 
& pofées  les  unes  fur  les  autres,  comme  on  voit  (fig* 
100  & 103.  ) , ou  des  lignes  menées  d’un  point  com- 
— mun  , 8c  pofées  à côté  les  unes  des  autres  > comme 
W on  voit  (fig.  97.) 

111°.  Les  Géomètres  ont  coutume  de  confidérer  les 
lignes  qui  fervent  d’ élémens  à la  furface  , comme 
ayant  une  largeur  infiniment  petite  , 8c  dans  ce  cas 
on  confidere  la  furface  comme  compofée  de  petites 
furfaces  élémentaires 3 qui  ont,  ou  une  hauteur  infini- 
ment petite  , lorfqu’elles  font  pofées  les  unes  fur  les 
autres j ou  une  largeur  infiniment  petite,  lorfqa’elles 
font  pofées  à côté  les  unes  des  autres. 
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1V°.  Les  furfaces  , confidcrées  comme  quantités  , 
font  fufceptibles  d’évaluation  , de  mefure  & de 
rapports  : nous  en  allons  parler. 

ARTICLE  I. 

De  l'Evaluation  des  Surfaces. 

Principe  I. 

566.  Une  furface  peut  être  conçue  décrite  par  le 
mouvement  de  fa  bafe  AD  ( fîg.  100.),  laquelle 
monte  parallèlement  à elle-mcme  le  long  de  la  hau- 
teur AB.  Car  en  Géométrie  on  conçoit  que  la  ligne 
eft  décrite  par  le  mouvement  d’un  point } la  furface  , 
par  le  mouvement  d’une  ligne  j Sc  le  folide  , par  le 
mouvement  d’une  furface. 

Principe  II. 

567.  Si  la  bafe  AD  , montant  parallèlement  à elle- 
même  le  long  de  la  ligne  AB , eft  fuppofée  laifter 
des  traces  par-tout  où  elle  pafle,  ces  traces  pourront 
être  regardées  comme  les  élémens  de  la  furface. 

Principe  III. 

568.  Une  furface  eft 'égale  à la  fomme  de  tous  fes 
élémens.  Or  i°.  fi  les  élémens  font  tous  égaux  , la 
furface  fera  un  Parallélogramme  : z°.  fi  les  élémens 
décroiftènt  uniformément,  c’eft-a-dire  , d’une  quan- 
tité toujours  égale , ou  félon  une  progreflion  arith- 
métique, jufqu’à  ce  qu’ils  deviennent  nuis  , ou  — o, 

la  furface  fera  un  Triangle  : 30.  fi  les  élémens  croif-  9 
fent , ou  décroiftènt  dans  un  autre  rapport , la  furface 
fera  une  figure  de  différente  efpéce  , fuivantla  diver- 
fitc  de  ce  rapport. 

T H E o R I M E I. 

5 69.  La  furface  d’un  Parallélogramme  ejl  égale  au 
produit  de  fa  bafe  par  fa  hauteur  ( hg.  1 00.  ) 

Demonst.  La  furface  du  parallélogramme  AB1D 
peut  être  conçue  formée  & décrite  par  le  mouve- 
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ment  de  la  bafe  AD , qui  monte  parallèlement  à elle- 
même  le  long  de  la  hauteur  AB  : donc  elle  eft  égale 
à la  fomme  des  traces  que  laide  la  baie  en  montant 
le  long  de  la  hauteur  : or  la  bafe  en  montant , laide 
autant  de  traces,  qu’il  y a de  points  dans  la  hauteur  : 
donc  la  furface  du  parallélogramme  eft  égale  à la  bafe 
prife  autant  de  fois  qu’il  y a de  points  dans  la  hau- 
teur ; c’eft- à-dire  , qu’elle  eft  égale  au  produit  de  la 
bafe  par  la  hauteur. 

Corollaire  I. 

j 70.  Les  traces  que  laide  la  bafe  , en  montant , 
repréfentent  les  élémens  du  parallélogramme  , les- 
quels font,  tous  égaux  ; ils  peuvent  donc  être  repré- 
sentés par  les  termes  d’une  progredion  uniforme  j 
par  ex  : -V-  8 • 8 • 8 • 8 • 8 • 8 • 8 • 8 • 8 • S , 

dont  le  dernier  terme  8 repréfente  la  bafey  & le  nom- 
bre io  des  termes  repréfente  la  hauteur  du  parallé- 
logramme : donc  , pour  évaluer  la  furface  du  parallé- 
logramme , il  n’y  a qu’à  trouver  la  fomme  de  tous 
les  termes  de  cette  progredion  , laquelle  eft  égalç 
au  produit  du  dernier  terme  8 par  le  nombre  1 o des 
termes  , ou  eft  s = 8 X 1 o , & c’eft  l’expredion  nu-, 
mérique  de  la  furface  du  parallélogramme.  * 

Colloraire  1 1. 

j 71.  Si  l’on  divife  la  hauteur  BA  ( fig . 100.)  en 
trois  parties  égales  Be,  ef,fA,  Sc  la  bafe  en  quatre 

Sarties  égales  Ab  3 bc  , cd3  dD  , & que  par  les  points 
e divifion  on  mene  des  lignes  telles  que  ep  3fu  , Scc. 
b g , ci  j Sec.  la  furface  du  parallélogramme  , fera  corn- 

f>oféë  de  petits  parallélogrammes  élémentaires  , dont 
e nombre  fera  $ X 4 = n;  c’eft  encore  une  ex- 

firedion  numérique  de  la  furface  du  parallélogramme , 
aquelle  ne  didere  de  la  précédente  , qu’en  ce  que  , 
dans  le  cas  précédent,  le  parallélogramme  eft  regardé 
comme  compofé  de  parallélogrammes  élémentai- 
res qui  n’ont  qu’une  hauteur  infiniment  petite  , oa 
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qui  font  de*  lignes;  au  lieu  que  dans  le  fécond  cas  le 
parallélogramme  eft  regardé  comme  compofé  de  pa- 
rallélogrammes qui  ont  tous  une  bafe  & une  hauteur 
finie. 

Corollaire  III. 

57  a.  Si  l’on  appelle  la  hauteur  a , la  bafe  é & le 
parallélogramme  p 3 l’évaluation  de  la  furface  du 
parallélogramme  fera  p = ab  , & c’eft  l’expreflion 
algébrique  de  fa  furface. 

Corollaire  I V. 

5 7$. La  hauteur  du  parallélogramme  étant  la  ligne 
AB , & la  bafe  étant  la  ligne  AD , l’évaluation  de  fa 
furface  fera  P = AB  X AD  = ABID  , qui  eft  une 
figure  ; & c’eft  l’exprellion  géométrique  du  parallélo- 
gramme. 

Theoreme  II. 

$74.  Un  parallélogramme  & un  rectangle  , de  même 
bafe  & de  même  hauteur , font  égaux  en  furjace  (fig.  1 o 1 .) 

Demonst.  En  effet  fî  l’on  travtrfe  le  parallélo- 
gramme & le  reéfcangle  par  une  infinité  de  parallè- 
les à la  bafe  ; les  feétions  que  laifferont  ces  paral- 
lèles dans  le  parallélogramme  & dans  le  reéfangle , 
'<  repréfenteront  les  traces  que  laiffeuoit  la  bafe  , en 
montant , foit  le  long  de  la  ligne  CA  pour  former 
le  re&angle  CABD  ; loit  le  long  de  la  ligne  CE , pour 
former  le  parallélogramme  CLFD.  Or  ces  fe&ions 
font  égales  de  part  & d’autre  en  nombre  & en  gran- 
deur : en  nombre  , parce  que  toutes  les  parallèles 
qui  traverfent  le  parallélogramme  , traverfent  auftï 
le  reétangle  : en  grandeur , parce  que  chacune  de 
ces  ferions  eft  égale  à la  bafe  CD  , qui  eft  égale 
dans  l’un  & dans  l’autre  : donc , 8cc. 

Corollaire. 

575.  D’où  il  fuit  en  général,  que  deux  parallélo- 
grammes quelconques  de  même  bafe  & de  même 
hauteur  font  égaux  en  furface  {fig.  1 02.) 
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'576-  La  furf ace  du  triangle  eft  la  moitié  de  celle  d'un 
parallélogramme  de  même  bafe  & de  même  hauteur  que 
103.). 

Démonst.  Car  les  elemens  du  triangle  peuvent 
être  repréfentés  par  les  termes  d’une  progreflion 
arithmétique  ' continuée  à l’infini , favoir  , — o • 1 • 
i • 3 • 4 • 5 • 6 • 7 • 8 • • 00  , dans  laquelle  le  premier  ter- 
me zéro  repréfente  le  fommet  du  triangle  , le  der- 
nier terme  00  repréfente  la  bafe  , 8c  le  nombre  n 
des  termes  repréfentera  la  hauteur  du  triangle  : donc 
la  fomme  de  tous  les  termes  de  cette  progrèfliçn 
donnera  l’évaluation  de  la  furface  triangulaire  > or 
cette  fomme  eft,  comme  nous  1 avons  dit  s=» 

OO  1 
2 

Pareillement  les  élémens  d’un  parallélogramme  de 
même  hauteur  8c  de  même  bafe  que  le  triangle  fe- 
ront repréfentés  par  les  termes  d’une  progrelîion 
umforme-ff-  00  • 00  • 00  • 00  • 00  • 00  • • • • 00  , dont 
chaque  terme  eft  égal  au  dernier  terme  de  la  pro- 
greflion arithmétique  : donc  l’expreflion  de  la  furface 
du  parallélogramme  fera  (570.)  s=*>  \ 

OO  1 

Or  la  fomme  s=  — eft  la  moitié  de*  s — 00  * r 
a * 

comme  il  eft  évident:  donc  la  furface  triangulaire  eft 
la  moitié  de  celle  d’un  parallélogramme  de  même  bafe 
8c  de  même  hauteur. 

Corollaire  I. 

5 77.  Donc  la  furface  du  triangle  eft  égale  à la 
moitié  du  produit  de  fa  bafe  par  fa  hauteur  , puif- 
qu’elle  eft  la  moitié  de  la  furface  d’un  parallélo- 
gramme de  même  bafe  8c  de  même  hauteur  que  lui; 
8c  par  conféquent  l’expreflïon  de  la  furface  du  pa- 
rallélogramme étant  s — ab , celle  du  triangle  de 
même  baie  & de  même  hauteur  fera  s=z{ab. 
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Corollaire  1 1. 

578.  Deux  triangles  de  meme  bafe  & de  meme 
hauteur  font  égaux  en  furface  : car  ils  font  les  moi- 
tiés de  parallélogrammes  de  même  bafe  & de  même 
hauteur  , lefquels  font  égaux  en  furface  , comme 
nous  l’avons  vu  (575.) 

Théorème  IV. 

579.  La  furface  du  Trapeze  ejl  égale  au  produit  de  fa 
hauteur  par  la  moitié  de  la  fomme  de  fes  bafes  fupérieure 
6’  inférieure  ( fig.  104  & 105.) 

Démonst.  Car  le  trapeze  peut  être  confidéré  com- 
me, un  triangle  BOD  tronqué,  ou  dont  on  a retran- 
ché le  petit  triangle  COA  : or  fi  les  élémens  du  trian- 
gle entier  BOD  (ont  repréfentées  par  les  termes  de  la 
progreflion  artihmétique 

— -o -i  • 1 • 3 • 4 • j • 6 • 7 • 8 ■9*103 
& fi  l’on  fuppofe  que  les  élémens  du  petit  triangle 
COA  font  repréfentés  par  o • 1 • i • 3 • 4 • 5 , il 
s’enfuit  qu’en  retranchant  le  petit  triangle  COA  du 
grand  BOD , les  élémens  du  trapçze  leront  repré- 
sentés par  le  refte  des  termes  6 • 7 • 8 • 9 ■ 1 o , dont  le 
% premier  6 repréfente  la  bafe  fupérieure  , le  dernier 
10  repréfente  la  bafe  inférieure  , & le  nombre  ex- 
prime la  hauteur  du  trapeze  : or  la  fomme  des  ter- 
mes de  cette  progreflîon  eft  égale  , comme  nous  l’a- 
vons vu  (117) , à la  fomme  des  extrêmes  multipliée 

(>ar  la  moitié  du  nombre  des  termes  3 ou  , ce  qui  eft 
e même , au  nombre  des  termes  multiplié  par  la 
moitié  de  la,  fomme  des  extrêmes  : donc , Qcc. 

Corollaire 

580.  La  fiirface  du  trapeze  eft  égale  au  produit 
,de  fa  hauteur  par  l’élément  EF  , qui  tient  le  milieu 
arithmétique  entre  les  bafes  fupérieure  & inférieure 
{fig.  ^06.)  Car  la  furface  du  trapeze  eft  égale  au 
produit  de  fa  hauteur  pat  la  moitié  de  la  fomme  de 


Digitized  by  Google 


D E G E O M E T R I E.  x67 

fes  bafes  fupérieure  Sc  inférieure  : or  l’élément  du 
milieu  eft  égal  à la  moitié  de  la  fomme  des  bafes  j 
car  les  élémens  du  rrapeze  , étant  repréfentés  par  les 
termes  de  la  progreflïon  6 • 7 • 8 • 9 • io  , la  iomme 
des  bafes  eft  6+10=1 6 , dont  la  moitié  8 repréfente 
l’élément  du  milieu. 

Théorème  V. 

581.  La  furface  du  Pentagone  3 de  l’Exagone  de 
l’Eptagone  3 &c.  en  général  d'un  Polygone  quelconque 
régulier  j ejl  égal  au  produit  du  rayon  droit  parla  moitié 
du  périmètre  du  Polygone  ( fig.  97.) 

Démonst.  La  furface  du  polygone  régulier  eft 
égale  à celle  de  tous  les  rriangles  que  l’on  peut  y 
former , en  tirant  des  rayons  du  centre  aux  angles 
du  polygone.  Or  tous  ces  triangles  ayant  même 
hauteur  Sc  même  bafe,  à caufe  de  la  régularité  du 
polygone , la  fomme  de  leurs  furfaces  eft  égale  à 
celle  d’un  triangle  unique  qui  auroit  pour  .hauteur 
la  hauteur  commune  de  tous  ces  triangles  , fçavoir , 
le  rayon  droit , Sc  pour  bafe  la  fomme  des  bafes  de 
tous  ces  triangles  , fçavoir , le  périmètre  du  polygone  j 
mais  la  furface  de  ce  triangle  unique  eft  égale  au 
produit  de  fa  hauteur  par  la  moitié  de  fa  bafe  : donc  , 
&c. 

. Corollaire  /. 

581.  Donc  deux  polygones  réguliers  de  même  ef- 
péce  , qui  ont  des  périmètres  Sc  des  rayons  droits 
égaux , font  égaux  en  furface. 

Corollaire  II. 

585.  Mais  fi  les  polygones  réguliers  ont  un  égal 
périmètre  Sc  un  nombre  inégal  de  côtés  , celui  qui 
aura  moins  de  côtés , aura  moins  de  furface.  Caf 
la  furface  de  chacun  de  ces  polygones  eft  égale  au 
, .produit  du  rayon  droit  par  la  moitié  du  périmètre 
i {581.):  donc  le  périmètre  étant  fuppofé  égal  dans 
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les  polygones , la  furface  fera  d’autant  plus  petite  ÿ 
que  le  rayon  droit  fera  plus  petit.  Or,  moins  le  poly- 
gone aura  de  côtés,' plus  fon  rayon  droit  fera  petit  J 
par  ex  : le  rayon  droit  du  triangle  fera  plus  petit  que 
celui  du  quarte  d’un  périmètre  égal.  Car  s’il  lui  étoit 
égal , on  pourroit  circonfcrire  (514.)  ce  triangle  & ce 
quarré  à un  même  cercle  , •&  alors  le  périmètre  du 
quarré,  approchant  plus  de  la  circonférence  du  cercle, 
feroit  plus  petit  (515.)  que  celui  du  triangle  ; ce  qui 
eft  contre  la  fuppofition. 

Ces  figures  qui  ont  un  égal  périmètre  font  appellées 
Ifopérimctres. 

Corollaire  III. 

584.  Si  les  figures  ifopérimétres  ont  un  même  nom- 
bre de  côtés;  celles  dont  les  côtés  feront  égaux,  ou 
approcheront  plus  de  l’égalité,  auront  plus  de  furface. 
En  effet,  le  périmètre  étant  le  même  , fuppofons  que 
la  furface  de  chaque  figure  foit  le  produit  de  deux 
côtés  , dont  la  fomme  foit  6 : fi  l’on  divife  la  fom- 
me  6 , 

1°.  En  parties  égales  3 & 3 , on  aura  pour  la  fur- 
face,  le  produit  3X1  = 9. 

11°.  Si  l’on  divife  6 en  1 &c  4,  on  aura  pour  la  fur- 
face,  le  produit  1 X 4 = 8,  plus  petit  que  9. 

111°.  Si  l’on  divife  6 en  1 &c  3 , on  aura  le  produit 
1 X 5 = 5 plus  petit  que  8. 

Donc  plus  les  racines  , ou  les  côtés'  approcheront 
de  l’égalité , plils  le  produit  fera  grand. 

Corollaire  I V. 

585.  C’efl:  pourquoi  le  triangle  équilatéral  a plus 
de  furface  que  le  triangle  ifocele  ifopérimétre;  & le 
triangle  ifocele  plus  que  le  triangle  fcalenz  ifopérimé- 
tre.  Pareillement  le  quarré  a plus  de  furface  que  le 
rectangle  ifopérimétre  ; & le  reétag^e  plus  que  le  pa- 
rallélogramme ifopérimétre.  il  faut  dire  la  même  chofe 
des  autres  figures. 
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Théorème  VI. 

5 86.  La  furface  du  Cercle  ejl  égal  au  produit  de  fon 
rayon  par  fa  demi-circonférence. 

Démonst.  Le  cercle  n’étant  qu’un  polygone  ré- 
gulier d’une  infinité  de  côtés,  fa  furface  elt  égale  à 
celle  d’une  infinité  de  triangles , dont  les  fommets 
feroient  réunis  au  centre  du  cercle  , & les  bafes 
appuyées  fur  les  côtés  infiniment  petits  du  cercle, 
ou  du  polygone  infinitaire.  La  furface  de  tous  ces 
triangles  eft  égale  à la  furface  d’un  triangle  unique , 
qui  auroit  pour  hauteur  le  rayon  du  cercle , & pour 
bafe  ui0  ligne  égale  à la  circonférence  du  cercle  : 
or  la  furface  de  ce  triangle  unique  eft  égale  au  pro- 
duit de  fa  hauteur  par  la  moitié  de  fa  bafe  : donc , 

&c. 

C’eft  pourquoi  appellant  la  circonférence  c , & le 

rayon  r , l’expreflion  de  la  furface  circulaire  fera  j= 

, « 

- rcy  oiu  = - 

Re marque  J. 

587.  Pour  évaluer  une  furface  plane  , il  faut  donc 
multiplier  l’un  par  l’autre  deux  élémens , ou  deux 
lignes.  Cette  opération  s’appelle  multiplication  géo- 
métrique , parce  que  les  racines  d’où  réfultent  le  pro- 
duit, font  des  lignes;  de  même  que  dans  la  multi- 
plication algébrique  les  racines  font  des  lettres,  5 C 
dans  la  multiplication  numérique  les  racines  font  des 
chijfres , ou  nombres. 

Remarque  II. 

588.  Lorfqu’on  multiplie  deux  racines  géométri- 
ques , ou  deux  lignes  l’une  par  l’autre  , pour  avoir  ^ 
une  furface  : 

1°.  Si  les  deux  lignes  font  inégales  a,  b,  le  pro- 
duit qui  en  réfulte , eft  un  produit  plan , & donné 
un  rectangle  AB1D,  {fig.  100.) , ou  s~ab. 
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II0.  Si  les  deux  lignes  que  l’on  multiplie,  font 
égales  a , a ; ou , ce  qui  eft  le  même  , li  on  multiplie 
une  ligne  a par  elle-même , le  produit  qui  en  réfulte , 
eft  une  puijfance , & donne  un  quarré  GACI  [Jig. 
107.  ) & l’on  a s = aa  — aL, 

Remarque  III. 

589.  Suppofons  que  la  ligne  que  l’on  multiplie 
par  elle-même  , ou  que  l’on  éleve  au  quarré  , foie 
compofée  de  deux  parties , auquel  cas  la  ligne  fera 
conudérée  comme  un  binôme  géométrique  : alors  le 
quarré  de  cette  ligne  renfermera  les  mêmes  portions 
que  nous  avons  remarquées  dans  le  binôme  numéri- 
que , & dans  le  binôme  algébrique  : il  en  f^fe  remar  • 
quer  &c  le  nombre  & la  qualité. 

1°.  Si  la  ligne  AC  (fig.  107.)  eft  compofée  de 
deux  parties  ÀC  & BC , ou  eft  regardée  comme 
étant  un  binôme  géométrique,  alors  le  quarré  GACI 
de  la  ligne  AB-f-BC  , renfermera  ; 1 °.  le  quarré  de 
la  première  partie  AB,  favoir  , ABEDj  20.  le  quarré 
de  la  fécondé  partie  BC , ou  de  fon égale  EF,  fçavoir, 
HEFI;  3°.  le  double  reébyigle  de  l’une  des  parties  par 
l’autre , fçavoir  , GDEH  & BEFC. 

11°.  Si  on  repréfente  fous  les  expreflîons  algébri- 
ques a & b les  deux  parties  de  la  ligne  AB-+-BC  , la 
ligne  fera  a -f-  b , ce  qui  donne  un  binôme  algébri- 
que j 8c  fon  quarré  fera  aa  -+-  iab  -+-  bb  , lequel  ren- 
ferme auflî  toutes  les  parties  dont  nous  venons  de  par- 
ler ci-delfus. 

111°.  Si  l’on  repréfente  fous  les  expreflîons  numé- 
riques 3 & 4 les  deux  portions  de  la  même  ligne  AB 
-4-BC,  la  ligne  fera  j -+-4=7  , ce  qui  donne  un 
binôme  numérique,  & fon  quarré  fera  49 , lequel  ren- 
ferme aufli  toutes  les  mêmes  parties  que  ci-deflus. 

1V°.  On  voit  par-là , que  les  puiflinces  confer- 
vent  dans  les  parties  qui  les  compofent , les  mêmes 
analogies  dans  le  numérique , dans  Y algébrique  , 8c 
dans  le  géométrique. 
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DE  GEOMETRIE. 
ARTICLE  II. 

De  la  Mefure  des  Surfaces. 

Théorème  I. 

590.  Un  Polygone , d’un  nombre  quelconque  de  côtés , 
peut  être  réduit  en  un  Polygone  de  même  furface  3 & qui 
ait  un  côté  de  moins  ( fig.  108.) 

Dém.  Dans  l’exagone  ABCEFG , tirez  la  ligne 
BE , qui  retranche  le  triangle  BCE , & menez  la  li- 
gne DC  parallèle  à BE  ; cela  pofé , fi  vous  menez 
la  ligne  BD  , vous  aurez  le  pentagone  AGFDB  , qui 
fera  égal  en  furface  à l’exagone.  Car  la  furface 
AGFEB  eft  commune  au  pentagone  & à l’exagone. 
Refte  donc  à prornœr  que  le  triangle  EBD  , refte 
du  pentagone , eft  égal  au  triangle  BCE , refte  de 
l’exagone  : or  ces  deux  triangles  font  égaux  , parce 
qu’ils  ont  même  bafe  BE , 3c  qu’ils  ont  même  hau- 
teur , puifqu’ils  font  compris  entre  mêmes  parallè- 
les BE , CD  : donc , &c. 

Théorème  II. 

j 9 1 . Un  Polygone  quelconque  peut  être  réduit  en  un 
triangle  qui  lui  Joit  égal  en  furjace. 

Demonst.  Par  le  théorème  précédent  un  poly- 
gone quelconque  peut  être  réduit  en  un  polygone 
de  même  furface , & qui  ait  un  côté  de  moins:  donc 
un  fexagone  peut  être  réduit  en  un  pentagone  de 
même  furface  j un  pentagone,  en  un  quadrilatère  j 3c 
un  quadrilatère,  en  un  triangle  de  rapine  furface  : 
donc , &c. 

Théorème  fl  I. 

592.  Un  triangle  peut  toujours  être  réduit  en  un  pa- 
rallélogramme de  même  furface  que  lui  ( fig.  109.  ) 

Démonst.  Le  triangle  BCE  étant  donné  , l’on 
peut  faire  le  parallélogramme  BADE  fur  la  même 
oafe , ôc  dont  la  hauteur  foie  la  moitié  de  celle  du 
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triangle:  or  le  triangle  (576.)  eft  la  moitié  d’un 
parallélogramme  de  même  bafe  & de  même  hau- 
teur , & par  conféquent  eft  égal  en  furface  à un  pa- 
rallélogramme de  même  bafe  8c  d’une  hauteur  fous- 
double:  donc,  8cc. 

Théorème  IV. 

593.  Un  Parallélogramme  quelconque  peut  être  ré- 
duit en  un  rectangle  de  même  furfàce  que  lui  (fig.  1 1 o.  ) 

Démonst.  Le  parallélogramme  BADE  étant  don- 
né , h des  deux  angles  en  A & en  B on  abbaifte 
les  perpendiculaires  AF  , DG  fur  la  bafe  prolongée  , 
s’il  le  faut , on  aura  un  reétangle  FADG  de  même 
bafe  8c  de  même  hauteur  que  le  parallélogramme, 
& par  conféquent  égal  (574.)  en  furface  au  parallé- 
lograrrtme. 

Théorème  V. 

594. *I/n  rectangle  quelconque  peut  être  réduit  en  un 
quarré  de  même  furface  que  lui  ( fig.  1 1 1 . ) 

Demonst.  Le  reétangle  GDAF  étant  donné , fi 
l’on  prend  une  ligne  moyenne  proportionnelle  entre 
la  hauteur  DG  & la  bafe  GF  du  reétangle  , fçavoir, 
la  ligne  FE  , 8c  qu’on  l’éleve  au  quarré;  le  quarré  de 
cette  moyenne  proportionnelle  fera  égal  en  furface 
au  parallélogramme.  Car  appellanr  a la  hauteur,  b la 
baie  du  parallélogramme , & x la  moyenne  propor- 
tionnelle , on  aura  a \ x ou b : 

donc  xx  = ab. 

Corollaire  I. 

595.  Donc  route  furface  reétiligne  eft  réduétible 
en  un  quarré  : mais  le  quarré  ne  peut  pas  lui-même 
être  réduit  en  une  figure  plus  fimple.  C’eft  pour- 
quoi le  quarré  eft  la  mefure  la  plus  fimple  qu’ayent 
trouvé  les  Géomètres  pour  évaluer  les  furfaces , 
& c’eft  pour  cette  raifon  qu’on  évalue  les  furfaces 
planes  en  toifes  , ou  pieds , ou  pouces  quarrés  ; par 

ex: 


Digitized  by  Googl 


DE  GEOMETRIE.  i75 

ex  ; fî  l’on  multiplie  une  hauteur  de  3 pouces  par  une 
bafe  de  4 pouces,  la  furface  du  parallélogramme  qui 
en  réfultera,  eft  dite  avoir  3 x 4—  1 2 pouces  quarrés, 
c’elt-à-dire , qu’elle  contiendra  1 1 parties  égales,  donc 
chacune  aura  un  pouce  de  hauteur  & un  pouce  de 
largeur  ; d’où  vient  que  mefurer  & quarrer , mefure  Sc 
quadrature  font  la  même  chofe. 


Corollaire  1 1. 

596.  CJ’eft  pourquoi  toute  furface  reéfciligne  peut 
être'  mefurée  géométriquement , parce  que  toute  fi- 
gure re&iligne  eft  réductible  en  un  quarré  de  même 
furface.  Mais  on  ne  peut  pas  mefurer  géométrique- 
ment le  cercle  j parce  que  le  cercle  ne  peut  pas  être 
réduit  en  un  quarré  de  même  furface  que  lui. 

Remarque. 

5 97.  On  auroit  la  mefure , ou  la  quadrature  du 
cercle , fi  on  pouvoir  mefurer  géométriquement  la 
circonférence  au  cercle  , ou  trouver  une  ligne  droite 
égale  à la  circonférence  du  cercle.  Car  alors  on  pour- 
roit  réduire  le  cercle  ^1  un  triangle  qui  aurait  pour 
hauteur  le  rayon,  & pour  bafe  une  ligne  égale  à la 
circonférence  du  cercle  [fig.  1 ijl.  ) j ce  triangle  pour- 
roitêtre  réduit  en  un  parallélogramme  , & ce  parallélo- 
gramme en  un  quarré. 

Oji  auroit  trouvé  la  méthode  de  mefurer  géomé- 
triquement la  circonférence  du. cercle,  fi  l’on  con- 
noifloit  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  j 

f>arce  que  le  diamètre  étant  une  ligne  droite  que 
'on  peut  par  conféquent  mefurer  , la  circonférence 
qui  auroit  un  rapport  connu  avec  le  diamètre,  au- 
roit  dès-lors  une  mefure  commune  avec  lui , & fe- 
roit  par  conféquent  mefurable  : mais  le  rapport  en- 
tre la  circonférence  & le  diamètre  du  cercle  eft  in- 
connu. Archimède  a prouvé  que  ce  rapport  éroit 
plus  grand  que  celui  de  21  : 7 , ôt  qu’il  étoit  plu* 


'i 
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petit  que  celui  de  ai  : 7.  Depuis  Archimède  , Mé- 
tius  a prouvé  que  ce  rapport  étoit  un  peu  plus  petit 
que  celui  de  3 5 5 : 1 1 3 \ & ce  rapport  eft  un  des  plus 
exa&s  que  l’on  puifle  employer  dans  la  pratique.  Pour 
plus  grande  commodité  nous  nous  fervirons  du  rap- 
port d«  il  à 7 , lequel  eft  fuffifant  dans  l’ufage  & la 
pratique , qui  n’exige  point  une  fi  grande  précifion. 

ARTICLE  III. 

Du  Rapport  des  Surfaces. 

P.  Les  furfaces , de  même  que  les  lignes , ont  un 
rapport  entr’elles  j il  y a cette  différence , que  le  rap- 
port , ou  la  raifon  qui  eft  entre  les  lignes  , eft  fimple, 

{>arce  qu’elles  n’ont  qu’une  dimenfion  j au  lieu  que 
e rapport  des  furfaces  eft  compofé  , parce  qu’elles 
réfultent  du  produit  de  deux  dimenfions. 

11°.  Le  rapport  des  furfaces  eft  , ou  un  rapport 
fimplement  compofé,  ou  un  rapport  doublé  y il  eft 
fimplement  compofé  , lorfque  les  furfaces  ne  font 

Î>oint  femblables  ; il  eft  rapport  doublé  , lorfqu’elles 
ont  femblables.  Nous  allons  parler  , 1 °.  du  rapport 
des  furfaces  \ i°.  des  conféquences  qui  réfultent  du 
rapport  des  furfaces.  * 

P A R A G R A P H E I. 

Du  Rapport  des  Surfaces.  • 
Théorème  I. 

598.  Les  P arallélogrammes  font  entreux  en  raifon 
compofée  de  la  raifon  de  leurs  bafes  & de  celle  de  leurs 
hauteurs. 

•_  Démonst.  Chaque  parallélogramme  eft  égal  au  • 
produit  de  fa  bafe  par  fa  hauteur  (5^9.):  donc  les  pa- 
rallélogrammes font  entr’eux  comme  les  produits  de 
leurs  bafes  par  leurs  hauteurs  j or  les  produits  (106.) 
font  en  raifon  compofée  des  raifons  de  leurs  racines  , 
qui  font  ici  la  bafe  & la  hauteur  de  chaque  parallélo- 
gramme : donc  , &c. 
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Si  l’on  appelle  les  parallélogrammes  P , p , les 

hauteurs  A , a , les  baies  , B , b , on  aura , comme 

nous  l’avons  prouvé  (569.),  P=AB,  & p — ab: 

donc  P : p : : AB  : ab , oü  , ce  qui  revient  au  même  * 

P AB  , - , 

: or  on  aura  évidemment 

P AB  AxB  AB 

, -=-r  = - — 7=-X  7»  * 

p ab  a y.  b a b 

AB  1 

où  l’on  voit  que  la  raifon  qui  eft  celle  des  pa. 

tallélogrammes  P , p -,  eft  compofée  des  raifons  - ^ 

B . a 

& - , qui  font  celles  de  leurs  hauteurs  & de  leurs 
b 

bafes. 

, , Corollaire  I. 

599.  Les  triangles  font  en  raifon  çotnpofée  de 
celles  de  leurs  bafes  & de  leurs  hauteurs  ; car  ils 
Font  les  moitiés  (576.)  de  parallélogrammes  de 
même  bafe  & de  même  hauteur  qu’eux  ; or  les  moi- 
tiés font  en  même  raifon  que  les  tçus  : donc  , &c. 

Corollaire  1 1. 

600.  Les  polygones  réguliers  font  entr’eux  eil 
raifon  compofée  de  celle  de  leurs  rayons  droits , Sc 
de  celle  de  leurs  périmètres  ; car  chaque  polygone 
régulier  eft  égal  au-  produit  de  Ion  rayon  droit  par 
fon  demi-pénmétre  (581.)  : donc  deux  polygones 
réguliers  font  entr’eux  comme  les  produits  de  leurs 
rayons  droits  par  leufs  périmètres  ; ôr  les  produits 
font  en  raifon  compofée  de  celles  de  leurs  racines  i 
donc , &c> 

• Corollaire  III. 

601.  Deux  cercles  font  en  raifon  compofée  dô 
leurs  rayons  &c  de  leurs  circonférences  , ce  qui  fe 
prouve  de  la  même  maniéré  que  pour  les  parallélo- 
grammes , les  triangles,  & les  polygones. 

S x 
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Corollaire  I V. 

601.  En  général  deux  furfaces  font  toujours  en- 
tr’elles  en  raifon  compofée  de  celles  de  leurs  di- 
menfions , de  la  multiplication  defquelles  elles  rc- 
fultent. 

Ces  dimenfions , de  la  multiplication  defquelles 
aéfultent  les  furfaces  , s’appellent  racines  j produifans , 
dimenfons  homologues  des  furfaces. 

Corollaire  V. 

60$.  Sj  les  furfaces  ont  une  racine  commune  , ou 
une  dimenjlon  qui  foit  égale  de  part  & d’autre  , elles 
feront  entr’elles  comme  leurs  dimenfions  inégales , 
c’eft-à-dire , 

• 1°.  Si  deux  parallélogrammes  ont  même  hauteur  , 
ils  feront  entr’eux  comme  leurs  bafes  ; car  on  a P: 
p : : AB  : ah  ; or  par  l’hypothèfe  A = a , donc  en  fub- 
ftituant  l’unité  à la  place  de  A &c  a , on  aura  P : 
P ::  B : b. 

II0.  S’ils  ont  même  bafe  , ils  font  entr’eux  comme 
leurs  hauteurs  ; cat  P l p II  AB  : ah  ; or,  paj  l’hypo- 
thèfe,  B =±h:  donc  on  aura  P Ipll  A : a. 

Corollaire  V I. 

604.  Si  les  dimenfions  d’une  furfacc  font  réci- 
proques aux  dimenfions  homologues  d’une  autre 
furface , les  deux  furfaces  feront  égales  ; par  ex  : 
fi  la  hauteur  &c  la  bafe  d’un  parallélogramme  lonc 
réciproques  à la  hauteur  & à fa  bafe  d’un  autre  pa- 
rallélogramme , les  deux  patallélogrammes  feront 
égaux  ; car  par  l’hypothèfe  Al  al’,  b l B:  donc  on 
aura  A Q = ab-i  or  P l p AB  : ah  : donc  on  aura 
P —p.  • 

. Théorème  II. 

60  5 . Deux  P arallélogr animes  femblahles  font  en  rai- 
fon doublée  delà  raifon  de  leurs  bafes  & de  celle  de  leurs 
hauteurs. 
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DÉmokst.  Les  parallélogrammes  font  en  raifon 
compofée  de  celles  de  leurs  bafes  & de  leurs  hau- 
teurs : donc  fi  la  raifon  des  bafes  eft  égale  à celle 
des  haureurs  , cette  raifon  compofée  deviendra  dou- 
blée j or  quand  les  parallélogrammes  font  fembla- 
bles  , la  raifon  des  bafes  eft  égale  à celle  des  hau- 
teurs j car  , dans  les  parallélogrammes  femblables  , 
les  bafes  font  proportionnelles  aux  hauteurs , ou  A : 
a y,  B : bi  donc  ,&c. 

Corollaire  l. 

606.  Les  parallélogrammes  femblables  font  en- 
tr’eux  comme  les  quarrés  cfe  leurs  hauteurs  , ou  com- 
me les  quarrés  de  leurs  bafes  , ou  en  général  com- 
me les  quarrés  de  leurs  côtés  homologues , c’eft-à- 
dire  , que  l’on  aura  P : p \ I AA  : aa , ou  bien  P : p 
BB  : bb.  Car  ils  font  entr’eux  en  raifon  doublée  de  la. 
raifon  de  leurs  bafes  & de  celle  de  leurs  hauteurs  : 
or  une  raifon  doublée  eft  égale  (106.)  à celle  qu’ont 
entr’eux  les  quarrés  des  termes  de  l’une  ou  de  l’autre 
raifon  compofante  : donc  , &c. 

* C’eft  pourquoi , lorfque  les  parallélogrammes  fonc 
femblables,  on  a toujours  la  proportionnalité 
P : p ::  AB  : ab  ::  AA  r aa  ::  BB  : b . 

Corollaire  1 1. 

6oj.  Les  triangles  femblables  font  en  raifon  dou- 
blée de  celles  de  leurs  bafes  & de  leurs  hauteurs  r 
ils  font  aufii  entr’eux  comme  les  quarrés  de  leurs 
bafes , ou  comme  les  quarrés  de  leurs  hauteurs  j ou 
en  général  comme  les  quarrés  de  leurs  côtés  homo- 
logues. Car  les  triangles  femblables  font  les  moi- 
tiés de  parallélogrammes  femblables  : or  les  moitiés,. 
& en  general  les  parties  femblables.,  font  entr’elles 
comme  les  tous  : donc , &c. 

Théorème  III. 

608.  Les  Polygones  réguliers  femblables  font  entre 
eux  en  raifon  doublée  de  celle  de  leurs  périmètres , ou  cir- 
conférences j & de  celle  de  leurs  rayons  droits. 

S > 
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.Démomst.  Les  polygones  réguliers  font  entre 
eux  (<îoo.)  en  raifon  compofée  de  leurs  périmètres 
& de  leurs  rayons  droits  ; or , quand  les  polygones 
réguliers  font  femblables  , cette  raifon  compofée 
devient  doublée;  car,  dans  les  figures  femblables,  les 
dimenfions  homologues  font  proportionnelles  ; donc, 
&c. 

Corollaire  I. 

609.  Les  polygones  réguliers  femblables,  (i°.  font 
entr’eux  comme  les  quarrés  de  leurs  périmètres  , ou 
comme  les  quarrés  de  leuçs  rayons  droits , ou  comme 
les  quarrés  de  leurs  rayons  obliques;  20.  font  en- 
tr’eux comme  les  quarrés  de  leurs  côtés  homologues  ; 
30.  én  général  les  polygones  réguliers  femblables  font 
entr’eux  comme  les  quarrés  des  lignes  femblablement 
tirées  dans  les  polygones. 

‘ ' Corollaire  1 1. 

6 10.  Les  furfaces  des  cercles  font  entr’elles  com- 
me les  quarrés  de  leurs  diamètres , ou  comme  les 
quarrés  de  leurs  rayons  : car  les  cercles  font  des  po- 
lygones infinitaires  femblables  , auxquels  convient 
tout  ce  que  nous  venons  de  dire  des  polygones  finis. 

Corollaire  III. 

61 1.  En  général  toutes  les  furfaces  femblables 
font  entr’elles  , non-feulement  comme  les  quarrés 
faits  fur  les  côtés  homologues , mais  aulli  comme 
les  figures  quelconques  femblables  conftruires  fur 
les  côtés  homologues , ou  fur  des  lignes  quelcon- 
ques femblablement  tirées  dans  les  furfaces  fembla- 
bles : car  les  figures  femblables  quelconques  , conf- 
inâtes fiir  les  côtés  homologues  , font  entt’elles 
comme  les  quarrés  faits  fur  ces  mêmes  côtés  homo- 
logues. 

Corollaire  I Tr. 

6ti.  Réciproquement  les  quarrés  des  côtés  ho- 
mologues , ou  en  général  les  figures  quelconques 

• f ' ' 


Digitized  by  Google 


DE  GEOMETRIE.*  i7* 

Semblables , conftruites  fur  les  côtés  homologues  , 
font  entr’elles  comme  les  furfaces  femblables  aux- 
quelles appartiennent  ces  côtés  homologues.  Car 
c’eft  une  même  chofe  de  dire  que  les  furfaces  fem- 
blables font  comme  les  quarrés  des  côtés  homolo- 
gues , ou  que  les  quarrés  des  côtés  homologues  font 
entr’eux  , comme  les  furfaces  femblables  elles^ 
mêmes. 

PARAGRAPHE  II* 

Des  Conféquences  qui  réfultent  du  Rapport 
des  Surfaces. 

Théorème  I. 

<3 1 3 . Le  Triangle  équilatéral  circonfcrit  au  cercle  eji 
quadruple  du  Triangle  équilatéral  infcrit  au  même  cer - 
c/e(fig.  ïïj.) 

Démonst.  Les  furfaces  de  ces  triangles  font  (609.^ 
entr’elles  comme  les  quarrés  de  leurs  rayons  droits  l 
or  les  rayons  droits  de  ces’  triangles  font  comme  1 6t 
1 , parce  que  CA  ou  fon  égal  CE  eft  double  de  CB  i 
donc  les  furfaces  font  comme  1 & 4. 

Théorème  IL 

6 1 4.  Dans  un  Triangle  rectangle  le  Quarré  fait  fur 
Thypothénufe  ejl  égal  à la  fomme  des  Quarrés  faits  fur 
les  deux  autres  côtés  ( fig.  114.) 

Démonst.  Ayant  abbaifle  la  perpendiculaire  GO 
du  fommet  de  l’angle  droit , on  a trois  triangles 
AGB,  AGO  , OGB,  rectangles  & femblables  , 
comme  nous  l’avons  prouvé  (544.) , & qui  ont  pour 
hypothénufes  les  trois  côtés  du  grand  triangle.  Ot 
les  quarrés  faits  fur  les  rrois  hypothénufes  font 
entr’eux  comme  les  trois  triangles  femblables  (fi  1.)^ 
mais  le  grand  triangle  AGB  eft  égal  à la  fomme 
des  deux  autres  AGO  OGB  : donc  le  quarré  fait 
fur  Thypothénufe  AB  du  grand  triangle  eft  égal  à 
, • S 4 
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la  fomme  des  quarrés  faits  fur  les  deux  autres  hy3 
pothénufes  AG  & GB , lefquelles  font  côtés  du  trian- 
gle reétangle  AGB  : donc  , &c. 

. Corollaire  I. 

615.  Si  l’on  noqjme  a l’hypothénufe  AB , b le 
côté  AG  , c le  côté  GB,  l’exprefïion  du  quarré  fait 
fur  l’hypothénufe  fera  aa=*bb-\-cc : celle  de  l’hy- 
pothénufp  AB  fera  a = ÿbb^\-cc'>  celle  du  côté  GB 
fera  c — ^aa—bb,  & celle  du  côté  AG  fera  b =* 

V aa — cc‘- 

Corollaire  1 I. 

616.  Lorfque  dans  les  expreflions  a = \^bb-\-cct 
c = \^â^—Lb , b=  \/aa — cc  , la  fomme  ou  la  diffé- 
rence des  quarrés , qui  eft  fous  le  figne  radical , fera 
un  quarré  parfait;  on  pourra  toujours,  dans  un  trian- 
gle re&angle  dont  on  connoît  déjà  deux  côtés  , con- 
noître  le  troifiéme  , par  ex  : fuppofant  que  les  deux 
Cotés  connus  font  $ & 4 , leurs  quarrés  feront  9 &c 
J 6 , dont  la  fomme  z 5 fera  le  quarré  de  l’hypothé- 
nufe , & la  racine  5 fera  l’hypotnénufe  elle-même. 

Corollaire  I II. 

61 7.  Mais  lorfque  dans  les  expreflions  a =» 
\lbb+cc.  Sec.  la  fomme  ou  la  différence  des  quar- 
rés qui  eft  fous  le  figne  radical , n’eft  pas  un  quarré 
parfait;  alors,  connoiflant  deux  côtés  dans  le  triangle 
reétangle , on  ne  pourra  pas  pour  cela  connoître  le 
troifiéme;  par  ex  : fuppofant  que  les  deux  côtés  con- 
nus font  1 & j , en  ajouant  leurs  quarrés  4 & 9 , 
on  aura  1 $ pour  le  quarré  de  l’hypothénufe  : or  le 
nombre  1 3 n’étant  un  point  quarré  parfait , n’a  point 
de  racine  quarrée  ; l’hypothénufe  ne  peut  donc  être 
exprimée  numériquement.,  ou  par  un  nombre;  mais 
feulement  par  \ZT^. 

Corollaire  I V. 

6 18.  Ces  expreflions  \/i$ , y/i,  } , Sc  autres 
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Semblables  , font  ce  qu’on  appelle  quantités  incom - 
mcnfurables  quantités  irrationnelles , racines  four des , 
parce  qu’elles  ne  peuvent  être  exprimées  par  aucun 
• nombre  poilïble  : ces  quantités  \Z7}  , yf.  Sec. 
expriment  donc  toujours  en  Géométrie  le  côté  d’un 
triangle  reétangle , qui  eft  incommenfurable  âvec 
les  deux  autres. 

Corollaire  V. 

619.  Si  dans  un  cercle  on  mena  aux  extrémités 
du  diamètre  deux  cordes  qui  faflent  avec  le  diamè- 
tre un  triangle  reétangle  (fig.  1 18. ) , connoiflant  le 
diamètre  & une  des  cordes  , il  fera  aifé , par  l’appli- 
cation du  théorème  précédent , de  déterminer  la  valeur 
précife  de  l’autre  corde  , lorfqu’elle  fera  commenfu-’ 
rable  avec  le  diamètre  j ou  fa  valeur  approchée  , 
lorfqu’elle  fera  incommenfurable  avec  le  diamètre. 
C’eft  par  ce  moyen  que  les  Géomètres  déterminent 
la  valeur  de  toutes  les  cordes  du  cercle  , depuis  celle 
qui  Soutient  l’arc  d’un  degré  , jufqu’à  celle  qui  Sou- 
tient l’arc  de  90  degrés. 

Corollaire  V I. 

610.  La  diagonale  du  quajré  eft  incommenfura- 
ble  avec  le  côté.  Car  la  diagonale  du  quarré  eft  tou- 
jours l’hypothénufe.  d’un  triangle  re&angle  CAD 
( figures  1x5.):  donc  on  a AD1  = AC1  -1-  CD1  ; mais 
le  triangle  CAD  étant  ifocele , on  a CD  = AC  ,,  & 
par  conlequent  CD1  = AC1  : donc  on  aura  AD1  =* 
CD1  CD1  = iCDT  : or  la  quantité  2 CD1  n’eft  pas 
un  quarré  parfait  : s’il  l’étoit , on  pourroit  trouver  la 
valeur  de  ÿlcD1  , ce  qui  eft  impoflîble  , à caufe  du 
nombre  1 qui  n’a  point  de  racine  quarrée  $ car  \/i 
n’eft  pas  commenfurable  : donc  la  diagonale  , &c. 

Corollaire  VII. 

6zi.  La  diagonale  & le  côté  du  quarré  font  in- 
commenfurablfes  dans  leur  première  puiftànce } mais 
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leurs  quarrés  font  commenfurables  : leurs  cubés  ou 
troifiémes  puiflànces  font  incommenfurables  j mais 
leurs  quarrés  quarrés , ou  quatrièmes  puiflànces , font 
commenfurables.  Car  la  diagonale  étant  exprimée 
par  » f°n  q“arré  \ZiX\/z=ieft  commen- 
furable  j fa  troiliéme  puiflance  2 \é  1 eft  incommen- 
furable  ; fa  quatrième  puiflance  2 X 2 ==  4 eft  com- 
menfurable  ; fa  cinquième  puiflance  4 X V'  2 eft 
incommenfurable. 

De  forte  qu’on  peut  dire  en  général  qu’une  ra- 
cine quarrée  étant  incommenfurable  , toutes  fes  puif- 
fances  paires  font  commenfurables  ; mais  que  fes 
puiflànces  impaires  font  toutes  incommenfurables. 

Théorème  III. 

6 22.  Une  Figure  quelconque  3 faite  fur  l'hypothénufei 
cjt  égale  à la  fournie  des  Figures  femblables  confruites 
fur  les  côtés. 

Demonst.  Cela  fuit  évidemment  du  théorème 
précédent  ÿ car  ces  figures  étant  femblables  , font 
entr’elles  ( du.)  comme  les  quarrés  faits  fur  leurs 
côtés  homologues  , lefquels  côtés  homologues  font 
les  côtés  du  triangle  reétangle  : or  le  quarré  , conftruit 
fur  lhypothénufe  eft  égal  à la  fomme  des  quarréi 
conftruits  fur  les  autres  côtés  : donc  , &c. 

f Corollaire  I. 

61$.  Si  l’on  conftruit  fur  les  côtés  d’un  triangle 
reûangle  des  demi-cercles  , qui  ayent  pour  diamè- 
tres les  côtés  du  triangle  reétangle  , le  demi-cercle 
fait  fur  l’hypothénufe , fera  égal  aux  deux  autres  demi- 
çercles  conftruits  fur  les  côtés  {fig.  11 6.)  Car  ces 
demi -cercles  font  entr’eux  comme  les  quarrés  de 
leurs  diamètres  ( £10.)  , & par  conféquent  comme 
les  quarrés  faits  fur  les  côtés  du  triangle  redtangle  : 
or  le  quarré  fait  fur  l hypothénufe  ( 6 1 4.  ) eft  égal  , 
&c.  donc.  Sec.  : : - 1 -- 
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Corollaire  1 1. 

624-Si  furies  côtés  d’un  triangle  reébangle  & ifo- 
cele  on  confirait  des  demi-cercles , comme  on  voit 
{figure  117.)»  & que  du  fommet  de  l’angle  droit 
on  abaifïe  une  perpendiculaire  , les  deux  lunules 
AODGA , AEBFA  terminées  par  les  demi-circonfé- 
rences , feront  chacune  égales  aux  triangles  corref- 
pondans  CAD  , CAB. 

Car  le  demi-cercle  BEAOD  conftruit  fur  i’hy- 
pothénufe  BD  eft  égal  i la  fomrrte  des  demi-cercles 
conftruits  fur  les  côtés  AB  , AD  : or  ces  deux  demi- 
cercles  , conftruits  fur  les  côtés  ,-font  égaux  entr’eux  , 
parce  que  leurs  diamètres  AB  , AD  font  fuppofés 
égaux  : donc  chacun  de  ces  petits  demi  - cercles  eft 
égal  à la  moitié  du  grand  demi-cercle  BEAOD  : donc 
on  aura  DAGD  = CAOD  , & retranchant  la  por- 
tion commune  DÀOD , on  aura  la  lunule  DOAGD 
= GAD  , triangle  correfpondant  à la  lunule. 

Ces  lunules  s’appellent  les  Lunules  d’Hypocrate  3 
parce  que  c’eft  lui  qui  le  premier  air  évalué  la  fut- 
face  de  ces  lunules , en  découvrant  qu’elles  étoient 
égales  chacune  à un  triangle. 

Théorème  IV. 

625.  Deux  Surfaces  femblables , dont  les  dimenfions 
homologues  font  commenfurables  3 pourront  toujours  être 
repréfentées  par  des  nombres  quarrés. 

Démonst.  Les  furfaces  femblables  font  entr’elles 
comme  les  quarrés  de  leurs  dimenfions  homologues  : 
or  ces  dimenfions  homologues  étant  fuppofées  com- 
menfurables  , leurs  quarrés  font  toujours  repréfentés 
par  des  nombres  quarrés.  Car  fi  les  dimenfions  ho- 
mologues font  comme  1 Sc  2 , les  quarrés  de  ces 
dimenfions  feront  comme  1 & 4 j fi  les  dimenfions 
homologues  font  comme  1 & 3 , les  quarrés  feront 
comme  1 & 9 : donc  , &cc. 

Et  par  conféquent  les  dimenfions  homologues  des 
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furfaces  femblables  font  toujours  entr’elles  côBimé 
les  racines  de  deux  quarrés. 

Théorème  V. 

6x6.  Une  Racine  quarrée  ejl  toujours  moyenne  pro- 
portionnelle entre  l’unité  & le  quarré. 

Df.monst.  Le  quarré  eft  en  raifon  doublée  de  fa 
racine  ( io6.  ) : donc  il  eft  toujours  repréfenté  par  le 
troifiéme  terme  d’une  progreflion  géométrique  quel- 
conque -£■  i • 2 • 4 • 8,ou-^-  i • }•  9 . 17 , ou , &c. 
Car  nous  avons  prouvé  ( 242  ) que  dans  une  progref- 
fion  géométrique , le  premier  & le  troifiéme  terme 
font  en  raifon  doublée  des  deux  premiers  : or  , dans 
toute  progreflion  géométrique,  le  premier  terme  étant 
l’unité  , le  fécond  eft  la  racine  , & le  troifiéme  eft 
le  quarré  j mais  de  plus  le  fécond  terme  eft  moyen 
proportionnel  entre  le  premier  & le  troifiéme  : donc, 
êcc . 

Corollaire . 

62.7.  Par  conféquent  lorfqu’un  quarré  eft  donné , 
pour  en  trouver  la  racine  , il  n’y  a qu’à  chercher 
une  moyenne  proportionnelle  entre  l’unité  & le 
quarré  donné. 

Théorème  VI. 

6 18.  Un  Quarré  double  d’un  autre  Quarré  donné  ejl 
une  quantité  impojffible  arithmétiquement. 

Démons t.  Suppofons  que  le  quarré  donné  foit  a*: 
le  quarré  qui  en  feroit  double  fera  la1  j donc  pour 
conftruire  le  quarré  xa1  , il  faudroit  trouver  une 
moyenne  proportionnelle  entre  1 & 2 a1  , ou  , çe 
qui  revient  au  meme , il  faudroit  trouver  la  racine 
quarrée  de  2 a2  : or  cette  racine  ne  peut  être  autre 
que  la  quantité  , ou  a\é  x , laquelle  n’eft  pas 

commenfurable  , comme  il  eft  évident  : donc  , &c. 

^D’eft  pourquoi , û l’on  propofoit  de  faire  un  quarré 
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double  d’un  autre  quarré  donné , le  problème  fera 
irréfoluble  arithmétiquement. 

Théorème  VII. 

629.  Un  Quarré  double  d'un  autre  Quarré  donné  ejl 
pojjible  géométriquement. 

Démonst.  1°.  Faifantun  triangle  reétangle  ifocele, 
dont  un  côté  foit  le  côté  du  quarré  donné , il  arrivera 
que  le  quarré  conftruit  fur  l’hypothénufe  de  ce  trian- 
gle, fera  double  du  quarré  donné. 

11°.  Faifant  la  ligne  AB  [fig.  87.)  de  deux  pieds, 
ou  de  deux  pouces  , ou  de , &c. , &c  le  prolonge- 
ment BC  pied  , ou  d’un  pouce  ; la  ligne  BD 
élevée  perpendiculairement  du  point  B de  réunion  , 
jufqu’à  la  rencontre  de  la  circonférence  qui  pafteroit 
par  les  extrémités  A,  C,  fera  moyenne  proportion- 
nelle entre  AB  & BC,  & le  quarré  conftruit  fur  cette 
moyenne  proportionnelle , fera  le  quarré  double  cher- 
ché. 

III0.  Si  l’on  infcrit  le  quarré  donné  dans  un  cer- 
cle, & qu’à  ce  cercle  on  circonfcrive  un  autre  quarré , 
le  quarré  circonfcrit  fera  double  du  quarré  infcrit 
(fig.  1 19.  ).  Car  le  quarré  fait  fur  la  diagonale,  ou 
l’hypothénufe  OE  , eft  double  du  quarré  fait  fur  le 
côté  OF  , puifque  le  triangle  OEF  eft  reéfangle  & 
ifocele  : ôr  le  quarré  circonfcrit  eft  égal  au  quarré 
fait  fur  la  diagonale  OE,  puifque  BD  = 1M  = QE, 
& le  quarré  infcrit  eft  le  même  que  le  quarré  con- 
ftruit lur  le  côté  OF  : donc  , &c. 

11  fuit  donc  , qu’une  racine  quarrée  qui  eft  in- 
commenfurable  arithmétiquement  , ou  qui  ne  peut 
erre  repréfentée  par  aucun  nombre  poflible  , eft 
Toujours  commenfurable  géométriquement  , c’eft- 
à-dire  , peut  être  repréfentée  par  une  li^ne.  Ainfi 
le  problème  de  la  duplication  du  quatre  , qui  eft 
irrefoluble  arithmétiquement,  peut  toujours  être 
réfolu  géométriquement,  8c  même  par  la  feule  Géo- 
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métrie  fimple  ; fçavoir  , en  ne  fe  fervant  que  de  la 
réglé  & du  compas. 

Corollaire. 

.,  6$ o.  Un  nombre  triple,  quintuple,  fextuple,  &c. 
d’un  nombre  quarré,  n’eft  pas  un  quarré  parfait;  mais 
un  nombre  quadruple  d’un  nombre  quarré  eft  un 
quarrc  parfait.  En  un  mot , un  nombre  quarré , mul- 
tiplié par  un  nombre  non  quarré , n’eft  pas  un*quarré 
parfait  : mais  un  nombre  quarré  , multiplié  par  un 
nombre  quarré  , eft  toujours  un  quarré  parfait. 


CHAPITRE  II. 

i » 

.1 

* * . . • s 

Des  Surfaces  confidérces  comme  Plans. 

■t  ' ■ 

1°.  T A furface  confidérée  comnie  plan  , eft  celle 
I j dont  tous  les  points  fonr  femblablement  pofés 
entre  fes  extrêmirés,  c’eft- à-dire,  qui  ne  font  pas  plu* 
élevés  les  uns  que  les  autres.  Ainfi  l’on  dit  que  deux 
> figures  font  dans  un  même  plan  , lorfqu’elles  font 
femblablement  pofées , ou  que  le  plan  fur  lequel  une 
figure  eft  couchée  , eft  le  même  que  celui  fur  lequel 
l’autre  figure  eft  pofée.  . 

11°.  On  peut  aufti  définir  le  plan  , une  furface  telle 
qu’une  ligne  droite  qui  lui  eft  appliquée  en  tout  fens» 
convienne  avec  elle. 

111°.  La  formation  , les  pofitions  refpeébives  & 
les  aflortimens  que  nous  avons  démontrés  pôur  les 
lignes  droites , ont  aulli  lieu  pour  les  plans.  La  for- 
mation des  plans  détermine  leur  nature  & leur  difTé-*- 
rence  avec  les  lignes  droites , ce  qui  donne  leur  no- 
tion.  La  pofition  ref^gétive  des  plans  donne  la  ma- 
niéré d’être  d’un  plan  par  rapport  à un  autre  plan  , 
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d’où  naît  leur  feclion.  L’aflortiment  des  plans  confifte 
dans  la  rencontre , & dans  la  réunion  de  plufieurs' 
plans  par  leurs  angles  , d’où  réfulcent  les  angles  que 
l’on  appelle  folides.  Nous  parlerons  , i°.  de  la  notion 
des  plans  ; z°.  de  la  feétion  des  plans}  30.  de  l’aflor- 
timent  des  plans. 

ARTICLE  I. 

Notion  des  Plans. 

Axiome  I. 

6$i.  On  peut  concevoir  un  plan  prolongé  de  tout 
doté,  autant  que  l’on  voudra  , mais  toujours  dans  la 
même  pofîtion. 

1 Axiome  1 1. 

63  z.  Un  plan  eft  la  plus  petite  furface  que  l’on 
puifle  concevoir  entre  les  extrémités  : ainfi  la  fur- 
face  plane  eft  plus  petite  que  la  furface  courbe  , 
comprife  entre  les  mêmes  extrémités. 

Axiome  III. 

633.  La  rencontre,  ou  commune  feétion  d’une 
ligne  avec  un  plan  eft  un  point  ; celle  d’un  plan  avec 
un  plan  eft  une  ligne  ; celle  d’un  plan  avec  un  folide 
eft  une  furface. 

Axiome  I V. 

634.  Si  deux  points  d’une  droite  font  fur  un  plan  » 
la  droite  y eft  toute  entière  : car  fi  elle  n’y  étoic 
pas  toute  entière  , elle  ne  conviendroit  point  avec 
ce  plan  , & par  conféquent  ce  plan  ne  feroit  plus  un 
plan. 

H Y P O T H E S E. 

635.  Si  vous  concevez  que  le  triangle  reétangle 
ACB  (j%.  izo.  ) tourne  autour  du  côté  AC  , pris 
comme  axe  , la  bafe  CB  dans  la  révolution  décrira 
un  plan  GFEBK  , &c.  auquel  fera  perpendiculaire 
la  ligne  AC. 
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Théorème  I. 

656.  Pour  déterminer  la  pojîtion  d’un  Plan,  il  faut 
trois  points  qui  ne  f oient  pas  en  ligne  droite . 

Démonst.  Pour  déterminer  la  pofition  d’un  plan 
décrit  par  la  bafe  CB  du  triangle  ACB , il  faut  que 
cette  bafe  CB  ait  commencé  à fe  mouvoir , & que  ton 
extrémité  B ait  paüé  au  point  K ; ce  qui  ne  peut  fe 
faire  fans  que  vous  ayez  trois  points  C , B , K,  lel- 
quels  ne  font  point  en  ligne  droite. 

Corollaire  I. 

6yj.  Un  triangle  détermine  toujours  la  pofition 
d’un  plan  : car  cette  pofition  eft  toujours  déterminée 
par  trois  points  , lefquels  étant  joints  par  trois  droites 
donnent  un  triangle. 

Corollaire  II. 

G 38.  Deux  plans  qui  ont  trois  points  communs  & 
non  pofés  en  iigne»droite  , conviennent  parfaite- 
ment: parce  qu’ils  ont  la  même  pofition , laquelle 
ne  dépend  que  de  trois  points. 

Théorème  IL 

G 39.  Une  Ligne  AC  perpendiculaire  à un  Plan,  eft 
attfft  perpendiculaire  à toutes  les  droites  menées  fur  ce 
plan  , & qui  pajfent  par  le  point,  ou  le  pied  C de  la  per- 
pendiculaire ( fig.  120.) 

Démonst.  Les  lignes  CK  , CI , CH,  &c.  menées 
fur  le  plan  par  le  pied  C de  de  la  perpendiculaire  , ne 
font  autre  chofe  que  les  traces  que  laifie  la  ligne  CB , 
lorfque  dans  la  révolution  du  triangle  reétangle  ACB 
elle  décrit  le  plan  : or  cette  ligne  CB  pendant  la  révo- 
lution refte  toujours  perpendiculaire  à la  ligne  CA  : 
donc,&c.  *'  # • 

Corollaire  I. 

. 640.  Tous  les  points  de  la  perpendiculaire  AC 
{fie-  120.)  font  également  éloignés  chacun  de  tous 

les 
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les  points  de  la  circonférence  BKIH , &c.  décrite  par 
l’extrémité  B de  la  ligne  CB,  comme  il  eft  évidenri 
Donc  fi  du  point  C , qui  eft  celui  où  la  ligne  AC 
tombe  lut  le  plan  , oji  décrit  ( fig . 12t.)  une  circon- 
férence de  cercle , il  arrivera  ; 

1°.  Qu’une  ligne  AC  fera  perpendiculaire  fur  le 
plan , routes  les  fois  que  fon  extrémité  A fera  égale- 
ment éloignée  de  tous  les  points  de  la  circonférence 
décrite.  , . . , . v 

IP.  Qu’une  ligne  CM  fera  oblique  fur  le  plan  j 
lorfque  fon  extrémité  M ne  fera  pas  également 
éloignée  de  tous  les  points  de  la  circonférence 
décrite.  . 

HI°.  Qu’une  ligne  CM  oblique  fur  un  plan , pour- 
ra cependant  être  perpendiculaire  fur  une  ligne  telle 
que  FI , menée  fur  le  plan  par  le  point  C,  pourvu  que 
don  extrémité  M foit  également  éloignée  des  deux 
extrémités  F & L 

• Corollaire  II. 

641.  Lorfqu’une  ligne  CM  (fig.  1 21.)  eft  oblique 
ïur  un  plan,  fon  obliquité  eft  eftiniée  par  la  plus  grande 
inclinaifon  qu’elle  puiiïe  avoir  fur  l’un  des  rayons  du 
cercle  décrit  du  point  C comme  centra.  Or 

1°.  Cette  obliquité  fe  trouve  , en  menant  du  point 
M une  perpendiculaire  MB  fur  le  plan,  & en  me- 
nant le  rayon  CB  qui  joigne  les  points  C & B j<car 

ce  rayon  fera  là  ligné  fur  laquelle  MC  aura  le  plus 
d’inclinaifon. 

11°.  Lorfqu’une  ligne  eft  oblique  par  rapport  à une 
autre  ligné  , cette  ligne  CB  s’appelle  éloignement  de 
perpendicule  ; mais  lorfqué  l’on  confidere  l’obliquité 
d’une  ligne  par  rapport  à un  plan  t cette  ligne  CB 
s’appelle  projection  de  l’oblique. 

Théorème  II  L 

642.  D’un  même  point  C pris  dans  un  Plan 3 on  lie 
peut  élever  qu’une  feule  perpendiculaire , & d’un  même 
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point  A pris  hors  'du  plan  , on  ne  peut  abbaiffer  qu’une 

feule  perpendiculaire  fur  le  plan  ( fig.  1 1 1 . ) 

Demonst.  I.  Partie.  Du  point  C donné , élevez 
la  perpendiculaire  CA,  &c  décrivez  la  circonférence 
BK1,  &c.  l’extrémité  A fera,  comme  nous  l’avons  vu 
(640.)  , également  diftante  de  tous  les  points  de  la 
circonférence  décrire.  Or  fi  du  même  point  C on 
pouvoir  élever  une  fécondé  perpendiculaire  , telle , 
par  ex  : que  la  ligne  CM , ion  extrémité  M feroic 
également  éloignée  (640.)  de  tous  les  points  de  la 
circonférence  BKI  , & c.  Donc  le  point  M fe  confon- 
droit  avec  le  point  A , & les  deux  lignes  CM , CA  ne 
feroient  plus  qu’une  feule  8c  même  ligne. 

Dem.  II.  Partie.  D’un  point  A donné  , abbailïez 
une  perpendiculaire  AC  fur  le  plan  , & du  point  C 
pris  comme  centre  , décrivez  la  circonférence  BKI , 
&cc.  [fig.  t z o.  ) les  extrémités  A & C de  la  perpendi- 
culaire feront  également  éloignées  (640.)  chacune  de 
tous  les  points  de  la  circonférence  décrire.  Or  fi  du 
point  A on  pouvoir  abbailfer  fur  le  plan  une  fécondé 
perpendiculaire  telle  que  AB  ,1e  point  B feroit  (<>40.) 
également  éloigné  de  tous  les  points  de  la  circonféren- 
ce BKI , &c.  Donc  le  point  B fe  confondroit  avec  le 
point  C,  & les  deux  lignes  AC , AB  ne  feroient  plus 
qu’une  feule  & même  ligne. 

Théorème  IV. 

* 64$.  Deux  droites  perpendiculaires  à un  meme  Plan, 

font  parallèles  entr’ elles. 

Demonst.  Si  vous  menez  fur  le  plan  une  ligne 
droite  qui  joigne  les  deux  perpendiculaires  , vous 
aurez  deux  lignes  qui  feront  perpendiculaires  à une 
rroifiéme,  & par  conféquent  parallèles  entr’eiles. 

A R T*I  C L E II. 

De  la  Section  des  Plans. 

-*I°.  Un  plan  élevé  fur  un  plan,  eft  dit  être perpen -* 
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diculaire  fur  ce  plan , lorfqu’il  ne  penche  pas  plus  d’un 
côté  que  de  l’autre. 

11°.  Un  plan  eft  oblique  par  rapport  à un  2utre 
plan  , lorfqu’il  penche  plus  d’un  côté  que  de  l’autre. 

111°.  Deux  plans  font  parallèles , lorfque  dans  tous 
leurs  points  correfpondans  ils  font  à égale  diftance 
l’un  de  l’autre  5 ou , lorfqu’étant  fuppofés  prolongés  à 
l’infini , ils  ne  fe  rencontreroient  jamais. 

Théorème  I. 

644.  Si  un  Plan  coupe  un  autre  Plan , leur  commune 
feclion  fera  une  ligne  droite,  (fig.  m.) 

Demonst.  Soient  les  deux  plans  AD , BC  qui  fe 
coupent  j les  extrémités  de  leur  feétion  , foient  les 
points  E & F j entre  ces  deux  extrémités  menez  une 
ligne  droite  fur  le  plan  AD,  & une  ligne  droite  fur 
le  plan  BC , je  dis  que  ces  deux  lignes  ne  feront 
qu’une  feule  & même  ligne  droite  EF,  commune  aux 
deux  plans:  car  d’un  point  à un  autre  point  on  ne  peut 
mener  qu’une  feule  droite  (335.) 

Théorème  II. 

645.  Lorf qu’un  Plan  ejl  perpendiculaire  à un  autre 
Plan  , la  perpendiculaire  abbaijfée  d’un  point  quelcon- 
que C du  premier  plan  fur  le  fécond  , tombera  toujours 
fur  la  commune  feclion  AB  des  deux  Plans.  ( fig.  113.) 

Démonst.  Si  cette  perpendiculaire  tomboit  fuf  le 
point  F hors  de  la  feétion  AB , du  point  C abbailTez 
CD  perpendiculairement  à la  feétion  ( ce  qui  eft  tou- 
jours poflïble  , puifque  le  premier  plan  eft  perpendi- 
culaire au  fécond  ) : il  y auroit  donc  deux  perpendi- 
culaires abbaiflees  d’un  même  point  fur  un  même 
plan  , ce  qui  eft  impoflîble  (641.) 

Corollaire. 

64 6.  Réciproquement  fi  d'un  point  pris  dans  la 
feétion  on  éleve  une  perpendiculaire , cette  perpen- 

T a 
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diculaire  fera  dans  le  plan  coupant.  Car  fi  elle  étoic 
hors  du  plan  coupant , de  ce  même  point  de  la  fec- 
tion  on  pourroit  donc  élever  deux  perpendiculaires, 
l’une  hors  du  plan  coupant  par  l’hypothèfe , & une 
autre  dans  le  plan  coupant  ; ( celle-ci  étant  toujours 
poflible  , à caufe  de  la  perpendicularité  du  plan  cou- 
pant ) &:  il  y auroit  par  conféquent  deux  perpendi- 
culaires élevées  d’un  même  point  pris  dans  un  plan  , 
ce  qui  eft  impoflïble  (641.) 

Théorème  III. 

647.  Si  le  premier  Plan  ejl  incliné  fur  le  fécond , la 
perpendiculaire  abbaijjée  d’un  point  quelconque,  du  pre- 
mier plan  fur  le  fécond  j tombera  hors  de  la  commune 
feclion. 

Démonst.  Si  cette  perpendiculaire  tomboit  fur 
un  point  de  la  feétion;  par  cette  feétion  faifons  paf- 
fer  un  plan  perpendiculaire  , & de  ce  point  élevons 
une  perpendiculaire  dans  le  plan  perpendiculaire  : 
il  y auroit  donc  deux  perpendiculaires  élevées  d’un 
même  point  pris  dans  un  même  plan  , ce  qui  eft  im- 
poflible  (C41.) 

Corollaire  I. 

648  Si  un  plan  eft  incliné  fur  un  autre  plan,  l’an- 
gle qu’ils  forment  par  leur  inclinaifon,  eft  mefuré 
par  l’arc  de  cercle  qui  feroit  décrit  entre  les  deux 
plfns , d’un  point  de  la  feétion  pris  comme  centre , 

<^>nt  les  rayons  feroient  perpendiculaires  à la  fec- 
tion  commune. 

Corollaire  1 1. 

649.  Deux  plans  inclinés  l’un  fur  l’autre  forme- 
ront des  angles  , auront  des  pofitions , en  un  mot  au- 
ront les  mêmes  propriétés  que  deux  lignes  droites 
inclinées  l’une  fur  l’autre  ; c’eft-à-dire  , i°,  les 
deux  angles  formés  de  part  & d’autre  vaudront  deux 
angles  droits  j z°.  les  angles  oppofés  au  fommet  , 
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©u  plutôt  A la  fe&ion,  feront  égaux  ; j°.  fi  plufieurs 
plans  s’entrecoupent  & ont  une  même  feûion  , tous 
lef  angles  formés  autour  de  la  feéfcion  commune , 
vaudront  quatre  angles  droits. 

Corollaire  III. 

G 50.  Si  deux  plans  parallèles  font  coupés  par  un 
troifiéme  plan  , foit  perpendiculaire  , foit  oblique  , 
i°.  les  angles  correfpondans  feront  égaux  ; i°.  les 
angles  alternes  internes  feront  égaux;  j°.  les  angles 
alternes  externes  feront  égaux;  40.  les  angles  adja- 
cens  équivaudront  A deux  angles  droits.  * 

Théorème  IV. 

651.  La  Seclion  çommune  AB  de  deux  plans perpenr 
diculaires  Jur  un  troifiéme  plan3  ejl  perpendiculaire  à ce 
plan  ( fig.  114.) 

Démonst.  Si  du  point  B où  les  trois  plans  fe  ren- 
contrent , on  éleve  une  perpendiculaire  , cette  per- 
pendiculaire fera  dans  le  plan  EF  (646.),  parce  qu’il 
eft  perpendiculaire  fur  le  troifiéme  plan  ; elle  fera 
aufli  dans  le  plan  GH  , parce  que  ce  plan  eft  pareille- 
ment perpendiculaire  au  troifiéme  plan  : donc  cette 
perpendiculaire  fera  dans  les  deux  plans;  mais  elle  ne 
peut  appartenir  aux  deux  plans,  fans* être  dans  leur 
commune  feéfion  B A : donc,  &c. 

Théorème  V. 

G 52.  Lorfque  deux  Plans  font  parallèles  > la  ligne 
qui  ejl  perpendiculaire  à l’un  des  plans  3 ejl  aujfi  perpen- 
diculaire à l’autre. 

Démonst.  Si  elle  n’étoit  pas  perpendiculaire  au 
fécond  plan , ce  fécond  plan  feroit  incliné  fur  cette 
perpendiculaire  , & par  conféquent  pencheroit  fur  le 
premier  plan  , & ne  lui  feroit  pas  parallèle. 

Théorème  VI. 

Gc  3 . Les  Sections  AB , CD  de  deux  plans  parallèles. 

T j 
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coupés  par  un  troiféme  plan  3font  parallèles  entr’else 
( fig.  125.  ) 

• Démonst.  Si  elles  n’étoient  point  parallèles  en- 
tr’elles,  étant  prolongées  elles  fe  rencontreroient,  & 
par  conféquent  les  deux  plans  où  elles  font,  fe  ren- 
çontreroient  aufli,  ce  qui  eft  impolîible  , puisqu’ils, 
font  parallèles. 

* • 
Théorème  VII. 

<354.  Deux  Lignes  droites  AF , BG , coupées  par  des 
Plans  parallèles  , font  coupées  proportionnellement 
(fig.  116.) 

Démonst.  Menez  la  droite  FB , & joignez  les  in- 
terférions , en  menant  les  droites  AB  , CD,  FG. 

1°.  Le  plan  du  triangle  ABF  coupe  les  trois  plans 
parallèles  : donc  les  ferions  AB , CE  font  parallèles 
(6 5 j.),  & les  parties  AC  , CF  feront  proportionnel- 
les aux  parties  BE , EF  (5  3 4.) , & l’on  aura 
AC  : CF  ::  BE  ;EF. 

11°.  Le  plan  du  triangle  GBF , foit  qu’il  foit  le 
même , foit  qu’il  foit  autre  que  le  plan  du  triangle 
ABF , coupe  les  trois  plans  parallèles  , & par  confé- 
quent les  feétions  ED,  FG  feront  parallèles  : donc  les 
parties  BD  , DG  feront  proportionnelles  à BE  , EF  , 
ou  BE  t EF  : : BD , DG. 

111°.  Par  conféquent  on  aura  la  proportionnalité 

AC  : CF  ::  BE  : EF  ::  BD  : DG  : 
donc  on  aura  AC  : CF  ::  BD  : DG. 

Théorème  VIII. 

655.  Si  un  Vlan  coupe  un  Solide  y la  Section  faite 
d(ans  ce  Solide  fera  elle- même  un  pian. 

Démonst.  Cette  ferion  fera  une  furface  (<353.) 
çr  cette  furface  Ce ra  la  plus  petite  qui  puilTe  être 
comprife  entre  les  extrémités  de  la  ferion  : donc 
elle  fera  une  furface  plane  , ou  un  plan.  . - 
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Corollaire  I. 

<>5 G.  Cette  feétion  repréfentera  différentes  figures 
planes,  félon  que  le  foliae  qui  fera  coupé  par  le  plan, 
fera  de  différente  efpéce  } ou  que  la  feétion  aura  été 
faite  dans  différente  direétion. 

f • Corollaire  I I. 

6 57.  Si  deux  , ou  plufieurs  plans  coupent  un 
même  folide  , ils  donneront  des  feéHons  qui  feront 
autant  de  plans,  auxquels  conviendra  tout  ce  que 
nous  avons  démontré  ci-defTus  par  rapport  à la  fec- 
tion  des  plans.  Ces  différentes  feéHons  ont  des  pro- 
priétés remarquables  , & qui  fervent  de  principes  à 
beaucoup  de  vérités  concernant  la  coupe  des  pierres  , 
la  Gnomonique  , le  traité  de  la  Sphere , l’Àftrono- 
mie,  &c. 

ARTICLE  III. 

De  V Affortiment  des  Plans  jrour  former 
les  Angles  folides. 

1°.  Lorfque  les  plans  fe  rencontrent , foit  perpen- 
diculairement , foit  obliquement*,  ils  font  u affection  : 
lorfqu’ils  fe  joignent  par  leurs  angles  , Sc  que  la  fom- 
me  de  ces  angles  eft  de  quatre  angles  droits  , ils  for- 
ment un  plan  continu  : lorfqu’ils  fe  joignent  par  leurs 
angles , & que  la  fomme  de  ces  angles  eft  moin- 
dre  que  quatre  angles  droits , alors  ils  forment  un 
angle  folide.  . 

11°.  On  appelle  angle  folide  un  efpace  terminé  par 
plufieurs  angles  plans , qui  ont  un  fommet  commun  ; 
telle  eft  la  pointe  d’une  pyramide.  L’angle  folide  eft 
put  rapport  au  folide,  ce  que  l’angle  plan  eft  par  rap- 
port à I3.  furface:  il  y a cette  différence  que  pour 
former  un  angle  plan , deux  lignes  fuffifent  ; mais 
pour  former  un  angle  folide  , il  faut  au  moins  trois- 
angles  plans  qui  ayent  un  fommet  commun  ; car  deux 
plans  ne  peuvent  renfermer  un  efpace. 

T 4 
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Théorème  I. 

658.  Lorfquun  Angle  folide  A ( fig.  $27.  ) eji  for- 
tjié  par  trois  Angles  plans  DAC  , DÀB , BAC  , deux 
de  ces  Angles,  quels  qu’ils  f oient  3 font  plus  grands  que 
le  troifiéme. 

Démonst.  L’angle  plan  BAC  eft  plus  petit  que  la 
fomme  des  angles  plans  B AD  -4-  DAC  ; car  entte  les 
extrémités  AB  , AC,  aucune  furface  n’eft  plus  petite 
que  le  plan  BA(!  (632.)  : donc  le  plan  BAC  eft  plus 
petit  que  le  plan  anguleux  B AD -H  DAC;  de  meme 
qu’une  ligne  droite  eft  plus  courte  que  la  ligne  angu- 
leufe  comprife  entre  les  mêmes  points. 

Théorème  IL 

65  9.  Tous  les  Angles  plans , qui peuvent  former  un 
Angle  folide  , pris  enfemble  3 font, plus  petits  que  quatre 
angles  droits  ( fig.  118.  ) 

Démonst.  Soit  une  pyramide  pentagonale  dont 
la  bafe  BFEDC  foit  divifée  en  cinq  triangles  , dont 
les  fommets  fe  réunifient  au  point  G.  Cela  pofé , la 
furface  convexe  de  la  pyramide  eft  compofée  de 
cinq  triangles  , dans  chacun  defquels  la  fomme  des 
angles  vaut  i8q  degrés:  pareillement  la  bafe  de  la 
pyramide  eft  compofée  de  cinq  triangles  , dans 
éhacun  defquels  la  fomme  des  angles  vaut  180  de- 
grés 5 donc  la  fomme  des  angles  des  cinq  premiers 
triangles  eft  égal  à la  fomme  des  angles  des  cinq 
derniers  triangles.  Mais  les  angles  fur  les  bafes  des 
cinq  premiers  triangles,  qui  font  les  faces  triangu- 
laires , font,  plus  grands  que  les  angles  fur  la  bafe 
des  cinq  autres  triangles;  ou  que  les  angles  à la  tir- 
conférence  du  pentagone:.  Car  par  la  proportion 
précédente  , à caufe  de  l’angle  folide , par  èx:  C , 
on  aura  les  angles  ACB-+-ACD  plus  grands  que 
BCD  : donc  les  angles  an  fomme t A de  la  pyramide 
font  moindres  que  les  angles  fortifiés  autour  du  point 
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(j  du  pentagone  ; or  les  angles  autour  du  point  G 
valent  quatre  angles  droits  : donc  la  fomine  des  an- 
gles formés  autour  du  fommet  A , vaut  moins  que 
quatre  angles  droits. 

On  peut  s’affurer  d’une  autre  maniéré  de  la  vérité 
de  ce  théorème  , en  concevant  que  les  côtés  de  la 
bafe  pentagonale  reliant  les  mêmes  , le  point  G s’é- 
lève au-dellus  du  plan  du  pentagone , ce  qui  ne  le 
peut  faire  fans  que  les  lignes  BG , CG  , 8c8.  ne  s’al- 
longent 8c  ne  s’inclinent  les  unes  fur  les  autres  : or 
les  lignes  BG,  CG,  &c.  ne  peuvent  s’allonger  8c 
s’inclineç  les  unes  fur  les  autres  , les  côtés  BC , CD  , 
&c.  reliant  lés  mêmes , fans  que  les  angles  autour 
du  point  G ne  diminuent  : donc  leur  fomme  devien- 
dra moindre  que  quatre  angles  droits. 

Corollaire  I. 

660.  Trois  angles  de  triangles  équilatéraux  peu- 
vent former  un  angle  folide.  Car  chaque  angle  du 
triangle  équilatéral,  étant  de  60  degrés,  trois  de  ces 
angles  font  3 x 60  = 180  degrés  , ce  qui  cil  moin- 
dre que  quatre  angles  droits. 

Par  la  même  râifon,  quatre,  cinq  de  ces  mêmes 
angles  peuvent  former  un  angle  folide. 

Mais  fix  angles  de  triangles  équilatéraux  ne  peu- 
vent plus  former  un  angle  folide  , car  6 x 60  = 360 
degrés,  ou  quatre  angles  droits. 

Corollaire  II. 

661.  Chaque  angle  du  quarré  étant  de  90  degrés  ; 
trois  angles  de  quarré  font  3 x 90  = 270  degrés , 
moindres  que  quatre  angles  droits  : donc  ils  peuvent 
former  un  angle  folide. 

Mais  quatre  angles  de  quarré  font  4 X 9©  — 360 
degrés , ou  quatre  angles  droits  : donc  ils  ne  peu-, 
vent  pas  former  un  angle  folide. 

Corollaire  III. 

661.  Chaque  angle  du  pentagone  régulier  étant 
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de  108  degrés,  trois  de  ces  angles  feront  3 x 108  =*= 
314  degrés , ce  qui  eft  moindre  que  quatre  angles 
droits  : donc  trois  angles  de  pentagone  régulier  peu- 
vent former  un  angle  folide. 

Mais  quatre  angles  de  pentagone  régulier  fai- 
fant  4 x 108  =432  > 560  degrés,  ne  peuvent  pas 
par  conféquent  faire  un  angle  folide. 

Corollaire  I V . 

663.  Chaque  angle  d’exagone  régulier  étant  de 
izo  degrés  , trois  de  ces  angles  font  3 x 110=360 
degrés  , ou  quatre  angles  droits  : donc  ils  ne  peuvent 
former  un  angle  folide. 

A plus  forte  raifon  on  ne  peut  pas  former  d’an- 
gles folides  avec  trois  angles  de  polygone  régulier 
qui  feroit  au-deffus  de  l’exagone  3 car  plus  les  poly- 
gones ont  de  cotés , plus  les  angles  formés  par  ces 
côtés  font  grands. 

SECTION  III. 

Des  Solides. 

1°.  T T N point  qui  fe  meut,  décrit  une  ligne  : une 
\J  ligne  en  fe  mouvant  décrit  une  furjace  : une 
furface  qui  fe  meut  décrit  un  folide. 

II0.  Lorfqu’une  furface  plane , ou*un  plan  fe  meut 
pour  décrire  un  folide,  les  lignes  qui  terminent  le 

{>lan  , décrivent  la  furface  du  folide  , & l’intérieur  ou 
a furface  du  plan  donne  la  folidité. 

III0.  Une  furface  peut  être  confîdérée  de  deux 
maniérés , ou  comme  figure  , ou  comme  quantité  : 
comme  figure j lorfqu’on  la  confidere  par  rapport  à 
fes  angles  & à fes  côtés  3 comme  quantité,  lorf- 
qu’on l’envifage  comme  une  étendue  plus  ou  moins 
grande , fufceptible  d’évaluation , de  mefure  & de 
cotr^paraifon.  De  même  le  folide  peut  aufïi  être  con.- 
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fîdéré  fous  deux  points  de  vue  différens  , ou  comme 
corps  figuré  y ou  comme  corps  fiolide.  On  le  regarde 
comme  corps  figuré  , lorfqu’on  l’envifage  par  rapport 
aux  furfaces  planes  &c  aux  angles  folides  qui  terminent 
fon  volume  : on  le  confidere  comme  corps  folide  y 
lorfqu’on  le  regarde  comme  un  volume  réfultant  de 
trois  dimenfions  , lequel  eft  fufceptible  d évaluation , 
de  mefure  & de  comparaifon.  Nous  allons  envifager 
les  folides  fous  ces  deux  points  de  vue  différens. 


.CHAPITRE  I. 

Des  Solides  confidérés  comme  Corps  figurés. 

1°.  N appelle  corps  figurés,  des  corps  ou  folides 
V>/  terminés  par  des  angles  folides  &c  des  furfa- 
ces planes.  Les  corps  figurés  font  dans  la  clafTe  des  foli- 
des, ce  que  les  polygones  fontdansla  clalfe  des  figures. 

11°.  On  diftingue  deux  fortes  de  corps  figurés , com- 
me on  diftingue  deux  fortes  de  polygones  } fçavoir  , 
des  réguliers  & des  irréguliers.  Les  corps  réguliers  font 
ceux  dont  toutes  les  faces  planes  font  égales  entr’elles 
êc  tous  les  angles  folides  font  égaux  entr’eux.  On  ap- 
pelle au  contraire  corps  irréguliers,  ceux  dont  , ou 
toutes  les  faces  ne  font  point  égales , ou  tous  les  an- 
gles folides  ne  font  point  égaux.  Nous  allons  parler 
\°.  des  corps  figues  en  général , 20.  des  corps  réguliers. 

ARTICLE  I. 

Des  Corps  figurés  en  général. 

On  peut  former  un  .polygone  de  deux  maniérés , 
ou  en  joignant  des  lignes  par  leurs  extrémités  pour 
former  des  angles  plans  ; ou  en  faifant  mouvoir  une 
ligne  parallèlement  à elle-même.  De  même  on  con- 
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çoit  que  les  corps  fe  peuvent  former  de  deux  manié- 
rés: ou  en  joignant  des  furfaces  planes  par  leurs  an- 
gles pour  en  former  des  angles  lolides  ; ou  en  faifant 
mouvoir  une  furface.  La  première  fe  fa'it  par  l’aftbr- 
riment  des  plans  j la  fécondé  par  le  mouvement  dun 
plan. 

HYPOTHESE  /. 

664.  Concevez  que  le  plan  EFGH  [fig.  131.) 
monte  parallèlement  à lui-même  le  long  de  la  ligne 
EA  , en  forte  que  le  point  E parcoure  fuccellivemept 
tous  les  points  de  la  ligne  EA  , ôc  que  ce  plan  laiffe 
des  traces  par  tout  où  il  pâlie  : il  eft  évident  qu’il  en 
réfnlrera  le  corps  AG,  que  l’on  appelle  en  général 
Prifme. 

DÉFINITIONS , 

I. 

66  5.  Un  prifme  eft  un  corps  qui  dans  toute  fa  lon- 
gueur à une  égale  grolïeur,  qui  eft  entouré  de  faces 
qui  fp.nt  des  parallélogrammes  , & eft  compris  fous 
deux  bafes,  l’une  fupéneure  ABCD  , & l’autre  infé- 
rieure EFGH,  qui  font  des  figures  parallèles,  fem- 
blables  & égales. 

IL 

666.  Si  le  plan  générateur  eft  un  parallélogramme, 
alors  le  prifme  eft  appellé  P arallélipipede.  Si  le  plan 
générateur  eft  un  parallélogramme  reélangle , & fi  la 
ligne  AE  eft  perpendiculaire  à la  bafe,  alors  le  pa^ 
rallélipipede  s’appelle  P arallèlipigfde  reétangle.  Si 
le  plan  générateur  eft  un  quar'ré,  & qu’il  s’élève  à une 
hauteur  égale  au  côté  du  quarré , alors  il  s’appelle 
Cube  ou  Exaedre; 

1 I I. 

6 6 j.  Le  prifme  s’appelle  triangulaire  , quadrangu- 
laire , pentagonal , exagonal , &c.  félon  que  le  plan 
générateur  eft  un  Triangle , un  Rectangle  , un  Penta- 
gone , un  Exagone , &c. 
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! V. 

66S.  Une  ligne  tirée  du  centre  de  la  bafe  fupérieu- 
re  au  centre  de  la  bafe  inférieure , s’appelle  Y Axe  du 
prifme.  Une  ligne  tirée  d’un  des  angles  du  prifme 
perpendiculairement  fur  la  bafe  ( prolongée,  s’il  le 
faut  ) s’appelle  la  Hauteur  du  prifme. 

V* 

669.  Un  prifme  eft  appelle  droit , lorfque  fon  axe 
eft  perpendiculaire  aux  bafes , & alors  l'axe  n’eft  pas 
diftingué  de  la  hauteur  j il  eft  appellé  oblique , lorfque 
l’axe  n’eft  pas  perpendiculaire  aux  bafes,  & alors  l’axe 
eft  diftingué  ae  la  hauteur. 

V I. 

670.  Si  le  plan  générateur  eft  un  polygone  d’un 
nombre  infini  de  côtés  , ou  eft  un  cercle  , alors  le 
prifme  deviendra  un  prifme  infinitaire , ou  un  cylindre. 
Le  cylindre  peut  donc  être  regardé  comme  un  prifme 
entouré  de  faces  qui  font  des  parallélogrammes  d’une 
largeur  infiniment  petite. 

Corollaire  I. 

6 71.  L’efpece  du  prifme  dépend  de  la  qualité  de 
fa  bafe , laquelle  eft  une  figure  qui  peut  varier  depuis 
le  triangle  jufqu’au  cercle.  Or  comme  la  plus  fimple 
de  toutes  les  figures  eft  le  triangle,  &c  la  plus  compofée 
eft  le  cercle  j de  même  le  plus  limple  de  tous  lesprif- 
mes  , eft  le  prifme  triangulaire , & le  plus  compofe  eft 
le  prifme  infinitaire , ou  le  cylindre.  Le  prifme  trian- 
gulaire 8c  le  cylindre  font  donc  les  extrêmes  , ou  les 
termes  entre  lefquels  fe  trouvent  compris  toutes  les 
efpeces  deprifmes  poilibles;  de  même  que  le  triangle 
& le  cercle  font  les  extrêmes  ou  les  termes  entre  lef- 
quels toutes  les  figures  reélilignes  polfibles  font  com- 
prifes. 

Corollaire  1 1. 

' • U ; ' 

6 72.  Dans  l’hypothèfe  que  nous  venons  de  faire," 

on  peut  regarder  les  traces  que  laifle  le  plan  généra- 
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teur , en  montant  parallèlement  à lui-même  pour  for- 
mer le  prifme  , comme  étant  elles-mêmes  autant  de 
petits  prifmes  élémentaires  d’une  hauteur  infiniment 
petite:  c’eft  pourquoi 

1°.  On  peut  regarder  le  prifme  comme  un  com- 
pofé  d’une  infinité  de  prifmes  qui  n’ont  qu’une  hau- 
teur infiniment  petite  , qui  font  pofés  les  uns  fur 
les  autres.  Les  prifmes  élémentaires  peuvent  aufii 
ctre  regardés  comme  des  tranches,  ou  comme  des 
plans  femblables  & égaux  d’une  épaifieur  infiniment 
petite. 

11°.  On  peut  dire  la  même  chofe  du  parallélipi- 
pede. 

111°.  Le  cylindre  peut  être  regardé  comme  réful- 
tant  de  la  fomme  d’une  infinité  de  petits  cylindres 
d’une  hauteur  infiniment  petite  & pofés  les  uns  fur 
les  autres.  Ces  petits  cylindres  élémentaires  peuvent 
aufli  être  regardés  comme  des  cercles , ou  des  plans 
circulaires  égaux  , & d’une  épaifieur  infiniment 
petite. 

Corollaire  1 1 J. 


67  j.  Comme  toute  figure  régulière  peut  être  inf- 
crite  ou  circonfcrite  à un  cercle  , de  même  tout  prif- 
me ( dont  les  bafes  feront  fuppofées  régulières  ) peut 
être  infcrit  ou  circonfcrit  à un  cylindre  : or 

1°.  De  deux  ou  plufieurs  prifmes  circonfcrits  à Un 
même  cylindre  , celui  dont  la  bafe  aura  plus  de  cô- 
tés, fera  plus  petit  : car  plus  la  bafe  du  prifme  aura 
de  côtés,  plus  elle  approchera  du  cercle  (5 15.)  qui 
eft  la  bafe  du  cylindre , & par  conféquent  plus  aufli 
le  prifme  approchera  du  cylindre  qui  eft  toujours  plus 
petit  qu’aucun  des  prifmes  circonfcrits. 

11°.  De  deux  ou  plufieurs  prifmes  infcrits  à un 
. même  cylindre , celui  dont  la  bafe  aura  plus  de  cô- 
tés , fera  le  plus  grand.  La  preuve  en  eft  évidente 
après  ce  que  nous  venons  de  dire*  • 
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HYPOTHESE  IL 

■ G74.  Si  le  plan  générateur  , qui  monte  parallèle- 
ment à lui-même , eft  un  polygone  fini , dont  cha- 
que côté  pendant  le  mouvement  décroifte  toujours 
uniformément , jufqu  a ce  qu’il  devienne  nul  ou 
= o 3 alors  le  folide  fe  terminera  en  pointe  , & s’ap- 
pelle Pyramide. 

DÉFINITIONS. 

t 

675.  La  pyramide  eft  donc  un  folide  terminé 
d’une  part  par  une  Bafe , & de  l’autre  par  un  Point , 
& environné  de  faces  qui  font  des  triangles  dont  les 
fommets  fe  réunifient  tous  en  un  même  point , que 
l’on  appelle  Sommet  de  la  pyramide. 

I I. 

676.  La  pyramide  s’appelle  tronquée , lorfqu’on 
en  a retranché  le  fotnmet  ; ou  lorfque  faifant  paf- 
fer  par  une  des  faces  de  la  pyramide  un  plan  pa- 
rallèlement à la  bafe,  on -en  a retranché  une  petite 
pyramide. 

III. 

677.  La  pyramide  «appelle  triangulaire  , quadran- 
gulaire  pentagonale  , &c.  félon  que  le  plan  généra- 
teur eft  un  Triangle  , un  Quatre , un  Pentagone , ôcc. 
Dans  chacune  de  ces  pyramides , la  ligne  tirée  du 
fommet  au  centre  de  la  bafe  , ( que  nous  fuppofons 
être  un  polygone  régulier , ) s’appelle  Y Axe  de  la 
pyramide. 

I V. 

• 

<>78.  La  pyramide  eft  appellée  droite , lorfque  fon 
.axe  eft  perpendiculaire  fyr  la  bafe  ; & elle  eft  appel- 
lee  oblique , lorfque  cet  axe  eft  oblique  fur  la  bafe. 
Elle  eft  appellée  régulière , lorfqu’elle  eft  droite , ÔC 
que  la  baie  eft  un  polygone  régulier. 
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V. 

<>79.  Une  ligne  tirée  du  fommet  de  la  pyramide 
perpendiculairement  fur  la  bafe , (prolongée,  s’il  le 
faut , ) s’appelle  la  Hauteur  de  la  pyramide.  Si  la 
pyramide  eft  droite , & li  la  bafe  eft  un  polygone 
régulier , une  ligne  tirée  du  fommet  de  la  pyrami- 
de perpendiculairement  fur  un  dés  côtés  de  la  bafe  > 
s’appelle  Y Apothème  de  la  pyramide. 

. V I. 

6 80.  Si  le  plan  générateur  eft  un  cercle  dont  la 
circonférence  décroifte  uniformément , à mefure 
qu’elle  monte  parallèlement  à elle-même  ; alors  la 
pyramide  devient  une  pyramide  infinitaire  , ou  un 
Cône  : le  cône  peut  donc  être  regardé  comme  une 
pyramide  entourée  de  faces  qui  font  des  triangles 
d’une  bafe  infiniment  petite. 

V I I. 

68 1.  Le  cône,  de  même  que  la  pyramide»  a fa 
Hauteur , fon  Axe , foh  Apothème  : il  eft  appellé 
droit , lorfque  fon  axe  eft  perpendiculaire  fur  la  bafe; 
il  eft  appellé  oblique , lorfque  cet  axe  eft  oblique  fur 
la  bafe  ; & il  eft  appellé  tronqué , lorfqu’on  en  a re- 
tranché le  fommet. 

Corollaire  Ji 

62  a.  La  plus  fimple  de  toutes  les  pyramides  , eft 
la  pyramide  triangulaire  , & la  plus  coi^jpofée  eft  la 
pyramide  infinitaire  ou  le  cône.  La  pyramide  Trian- 
gulaire & le  cône  font  donc  les  extrêmes  ou  les  ter- 
mes entre  lefquels  toutes  les  efpeces  de  pyramides 
poftibles  fe  trouvent  comprifes  j de  même  que  le 
prifme  triangulaire  & le  cylindre  font  les  extrêmes 
ou  les  termes  qui  comprennent  tous  fes  prifmes 
poftibles.  • . 

Corollaire  IL 

6 83.  Dans  l’hypothèfe  que  nous  venons  de  faire  , 
on  peut  regarder  les  traces  que  laifle  le  plan  géné- 
rateur , 
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rateur  , comme  autant  de  plans  polygones  qui  ont 
une  épai fleur  infiniment  petite , &c  qui  font  pofés  les 
uns  fur  les  autres:  c’eft  pourquoi 

1°.  La  pyramide  peut  être  regardée  comme  corn- 
pofée  d’élémens  oui  foient  des  plans  polygones  d’une 
épaifleur  infiniment  petite,  & dont  les  côtés  décroif- 
fcnt  uniformément  depuis  la  bafe  jufqu’au  fommec 
de  la  pyramide  , ou  ils  deviennent  nuis  ou  = o. 

11°.  Le  cône  peut  être  regardé  comme  compofé  de 
pîufieurs  cercles  pofcs  les  uns  fur  les  autres  , & donc 
les  circonférences  décroiflent  uniformément  depuis  la 
bafe  jufqu’au  fommet  du  cône  , ou  elles  deviennent 
milles , ou  = o. 

Corollaire  lit. 

684.  Comme  tour  prifme , dont  les  bafes  font 
fuppofces  régulières  , peut  être  infcrit  ou  circonferit 
à un  cylindre  de  même  hauteur  que  lui  ; de  même 
toute  pyramide  dont  la  bafe  fera  une  figure  régulière , 
pourra  être  infcrite  ou  circonfcrite  à un  cône  de  mê- 
me hauteur  qu’elle  : or 

1°.  De  deux  ou  pîufieurs  pyramides  circonferites  à 
un  même  cône,  celle-là  approchera  plus  du  cône  & 
fera  plus  petite , dont  la  bafe  aura  plus  de  côtés  3 ce 
qui  efi:  évident  après  ce  que  nous  avons  dit  du  prifme 
circonferit  au  cylindre. 

11°.  Pareillement  de  deux  ou  pîufieurs  pyrami- 
des infcriteS'à  un  même  cône  ; celle-là  approchera 
plus  du  cône  &:  fera  plus  grande,  dont  la  bafe  aura 
plus  de  côtés. 

HYPOTHESE  III. 

62  $.  Concevez  qu’un  polygone  : par  ex  3 LÀBIF  , 
Scc.  {fig.  141.)  tourne  autour  d’un  diamètre  IL, 
ou  d’une  diagonale  quelconqee  mênée  d’un  des  an- 
gles du  polygone  à l'angle  oppofé  ; ce  polygone 
dans  fa  révolution  formera  un  (olide  , que  l’on  ap- 
pelle en  général  Sphéroïde  , lequel  reçoit  différens 
noms  félon  l’efpece  du  plan  ou  polygone  générateur. 
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DÉFINITIONS. 

\ 

I. 

68 6.  Si  le  plan  générateur  eft  un  quarré,  ou  un 
lozange  qui  tourne  autour  d’une  de  fes  diagonales 
prife  comme  axe  du  mpuvement , le  fphéroïde  qui 
fera  formé  par  cette  révolution , s’appelle  fufeau. 

I I. 

687.  Si  le  plan  générateur  eft  un  pentagone  régu- 
lier , qui  foit  fuppofé  tourner  autour  d’un  diamètre 
mené  d’un  des  angles  du  polygone  perpendiculai- 
rement fur  le  côté  oppofé  , le  folide  formé  par  cette 
révolution , s’appelle  fphéroïde  pentagonal. 

I I I. 

688.  En  général  le  fphéroïde  s'appellera  pentago- 
nal y exagonal , décagonal , Sec.  félon  que  le  plan  géné- 
rateur fera  un  pentagone  3 un  exagone  , un  décagone  , 
Sec.  régulier. 

ï V. 

689.  Si  le  plan  générareur  eft  un  polygone  d’un 
nombre  infini  de  côtés , ou  eft  un  cercle  (fg.  «45.) 
que  l’on  fuppofe  tourner  autour  d’un  de  fes  diamè- 
tres IS , alors  le  fphéroïde  décrit  fera  un  fphéroïde 
injinitaire  , ou  une  fphere. 

■ Corollaire  I. 

690.  Le  plus  fimple  des  fphéroïdes  eft  1 z fufeau-, 
le  plus  compofé  eft  la  fphere.  Le  fufeau  &c  la  fphere 
font  donc  les  extrêmes  ou  les  termes  entre  lefquels 
fe  trouvent  compris  tous  les  fphéroïdes  pollibles  ; 
Je  même  que  tous  les  prifmes  fe  trouvent  compris 
entre  le  pr'ifme  triangulaire  & le  cylindre  9 & toutes 
les  pyramides  entre  la  pyramide  triangulaire  , & le 
cône. 

Corollaire  II. 

. 

69 1.  On  peut  regarderie  fphéroïde  comme  com- 
pofé de  pluueurs  tranches  pofées  les  unes  fur  les  au- 
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rres , lefquelles  font  ou  des  cylindres , ou  des  cônes 
tronqués  , ou  des  cônes. 

Corollaire  III. 

6)i.  Comme  tout  prifme  dont  les  bafes  font  fup>- 
poiées  régulières  , peut  être  infcrit  ou  circonfcrit  à 
un  cylindre  ; comme  toute  pyramide  dont  la  bafe  eft 
fuppofée  régulière  , peut  être  infcrire  ou  circonfcrite 
à un  cône  j de  même  tout  fpéroïde  dont  le  plan  géné- 
rateur fera  un  polygone  régulier  pourra  être  infcrit 
ou  circonfcrit  à une  fphere  : or 

1°.  De  deux  ou  plulieurs  fphéroïdes  circonfcrics  à 
une  même  fphere  , celui  dont  le  polygone  généra- 
teur aura  plus  de  côtés , fera  le  plus  petit  : car  Ci 
Ion  conçoit  plulieurs  polygbnes  circonfcrits  à un 
même  cercle , & qu’on  les  rafle  tourner  autour  d’un 
diamètre  commun  pour  former  la  fphere  3c  les  fphé- 
roïdes, il  eft  évident  que  le  polygone  qui  aura  le 
plus  de  côtés  approchera  le  plus  du  cercle , 3c  fera  le 
plus  petit  (5 1 5.)  ; par  conféquent  le  Sphéroïde  décrit 
par  le  polygone  d’un  plus  grand  nombre  de  côtés  ap- 
prochera le  plus  de  la  fphere , & fera  le  plus  petit  ; 
puifque  la  fphere  eft  plus  petite  qu’aucun  des  Sphé- 
roïdes circonfcrits. 

II0.  Par  une  raifon  contraire  de  tous  les  fphéroï- 
des infcrits  à une  même  fphere,  ceiui  dont  le  polygo- 
ne générateur  aura  plus  de  côtés,  fera  le  plus  grand  , 
parce  qu’il  approchera  le  plus  de  la  fphere  , laquelle 
eft  plus  grande  qu’aucun  des  fphéroïdes  qui  lui  font 
infcrits.  * 

. . Remarque.  ' * 

693.  Le  mouvement  de  révolution  dont  nous  ve- 
nons de  faire  ufago  dans  cette  hypothéfe.  Sert  en  gé- 
néral à faire  concevoir  la  formation  de  tous  les  corps 
circulaires j en  effet, 

1°.  Si  le  plan  générateur  eft  un  triangle  reétangle 
ABC  ( fis.  140.  ) le  folide  décrit  par  la  révolution 

V 1 
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de  ce  triangle , fera  un  cône  CAF , ou  EAF , {fig.  139.) 

11°.  Si  le  plan  générateur  eft  un  trapeze  CAoB 
(fig.  I41.)  qui  foit  fuppofé  tourner  autour  du  côté 
oB , le  folide  décrit  fera  un  cône  tronqué  CADF. 

111°.  Si  le  plan  générateur  eft  un  reétangle  CABI 
(fig'  1 38*  ) qui  fuppofé  tourner  autour  du  côté 
AB  , le  folide  décrit  par  ce  mouvement , fera  un  cy- 
lindre CDFI. 

1V°.  Si  le  plan  générateur  eft  un  polygone  d’un 
nombre  fini  de  côtés  {fig.  142.  ) qui  foit  fuppofé  tour- 
ner autour  de  l’axe  IL,  alors  le  folide  décrit  fera  un 
fiphéroide. 

V°.  Si  le  plan  générateur  eft  un  polygone  d’un 
nombre  infini  de  cotés  , ou  eft  un  cercle  {fig.  143.  ) 
que  l’on  fuppofé  tourner  autour  d’un  de  fes  diamètres 
1S  , alors  le  folide  décrit  fera  une  fphere. 

HYPOTHESE  IF. 

6*> 4.  Si  l’on  joint  enfemble  des  furfaces  planes 
par  leurs  angles  pour  former  des  angles  folides  3 & fi 
l’on  renferme  un  efpace  ou  un  volume  fous  ces  fur- 
faces  , on  repréfentera  des  folides  que  l’on  appelle 
polyèdres , lefquels  prennent  différens  noms  fuivant 
le  nombre  & l’efpéce  des  futfaces  que  l’on  aura  fait 
concourir. 

Il  eft  à propos  de  former  foi-même  ces  différens 
polyèdres  avec  du  carton. 

DÉFINITIONS. 

• ' I. 

695.  Si  vous  aflortifTez  quatre  triangles  égaux  & 
équilatéraux  par  leurs  angles  , vous  renfermerez 
par  cet  afTorument  un  efpace  ou  un  volume  , & 
vous  aurez  un  polyèdre , que  l’on  appelle  tétraèdre 
(fig-  1*9-) 

I I. 

696.  Si  vous  joignez  de  la  même  maniéré  huit 
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triangles  égaux  8c  équilatéraux , cet  afiortifiement 
repréfentera  un  polyèdre  , que  l’on  appelle  octaèdre 
.130.) 

I I I. 


(397.  Si  vous  réunifiez  enfembte  vingt  triangles 
égaux  8c  équilatéraux , il  en  réfultera  un  polyèdre  , 
que  l’on  appelle  Icofaedre  ( fig . 131.) 

1 y* 

698.  Si,  au  lieu  de  triangles,  vous  prenez  des 
quarrés , &c  fi  vous  afiortifi'ez  enfemble,  8c  de  la  ma- 
niéré ci-defiiis  , fix  quarrés  égaux , vous  aurez  un 
polyèdre  que  l’on  appelle  Exaedre  ou  Cube  > [fig. 


699.  Si , au  lieu  de  quarrés , vous  prenez  des 
reétangles  , 8c  fi  vous  entourez  un  efpace  avec  ces 
reéfcangles , de  façon  que  ceux  qui  feront  oppofés  , 
foient  égaux  : fi  de  .plus  vous  donnez  à cette  enve- 
loppe des  bafes  qui  loient  des  polygones  parallèles  x 
femblables  8c  égaux  ; il  en  résultera  un  polyèdre  , 
. que  l’on  appelle  en  général  prifmc , {fig.  136,  137 
èf  148.  ) 


y 1. 


700.  Si , au  lieu  des  reétangles  , vous  prenez  des 
pentagones , & fi  vous  afiortifièz  enfemble  douze 
pentagones  réguliers  & égaux , de  maniéré  à former 
aes  angles  folides , vous  aurez  un  polyèdre  que  Tou 
appelle  Dodécaèdre  [fig.  134.) 

Nous  verrons  bientôt  qu’en  prenant  des  exâgo- 
nes , 8c  en  général  des  polygones  au-defiiis  de  l’exa- 
gone , on  ne  peut  plus  former  aucune  efpece  de  po- 
lyèdres par  l’aiïortiment  des  plans* 

Corollaire  I. 

701.  Le  plus  fimple  de  tous  les  polyèdres  efi:  le 
tétraèdre , qui  eft  compris  fous  quatre  faces  8c  fous 
quatre  angles  folides  : car  pour  renfermer  un  vo- 
lume , il  faut  au  moins  quatre  furfaces  planes  8c 

V < 
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quatre  angles  folides  : de  même  que  , pour  avoir  un 
polygone  , il  faut  au  moins  trois  côtés  & trois  angles. 
Au  contraire  le  plus  compofé  de  tous  les  polyèdres  eft 
, la  fphere  \ parce  que  , fi  l’on  augmente  à l’infini  le 
nombre  des  faces  du  polyèdre  ( en  le  luppofant  régu- 
lier), auquel  cas  ces  faces  deviennent  infiniment 
petites  , alors  le  polyèdre  devient  infinuairc , ou  de- 
vient une  fphere. 

Le  tétraèdre  &c  la  fphere  font  donc  les  extrêmes  ou 
les  termes,  entre  lelquels  fe  trouvent  compris  tous 
les  polyèdres  poilibles  3 de  même  que  le  triangle  & le 
cercle  font  les  extrêmes  de  toutes  les  figures  poilibles  \ 
de  même  que  le  prifme  triangulaire  & le  cylindre 
font  les  extrêmes  de  tous  les  prifmes  poflibles  ; de 
même  auffi  que  la  pyramide  triangulaire  & le  cône 
font  , ôcc. 

Corollaire  1 1. 

701.  Si,  du  fommet  de  chaqué  angle  du  polyèdre, 
on  fuppofe  des  lignes  menées  dans  l’intérieur  du  po- 
lyèdre , de  façon  qu’elles  fe  rencontrent  toutes  en  un 
même  point  3 ces  lignes  partageront  le  polyèdre  en 
plufienrs  pyramides  , dont  les  fommets  le  réuniront 
en  un  point  commun  , que  l’on  appelle  le  centre  du 
polyèdre  : d’où  il  fuit 

1°.  Que  le  polyèdre  peut  être  regardé  comme 
compofé  de  pyramides  , dont  les  fommets  fe  réunif- 
fent  au  centre  du  polyèdre  , &c  dont  les  bafes  font 
appuyées  fur  les  faces  du  polyèdre. 

11°.  Que  la  fphere  peut  être  regardée  comme  un 
polyèdre  régulier  compofé  d’une  infinité  de  py- 
ramides toutes  égales , dont  les  fommets  fe  réunif- 
fent  au  centre  de  la  fphere , & dont  les  bafes  font 
appuyées  fur  les  faces  infiniment  petites  du  polyè- 
dre înfinitaire  , ou  de  la  fphere. 

. Corollaire  III. 

703.  Comme  toute  figure  régulière  peut  être  inf- 
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crice  ou  circonfcrite  à un  cercle  , de  même  tout  po- 
lyèdre régulier  pourra  être  infcrit  on  circonfcrità  une 
fphere'  de  même  diamètre  : or 

1°.  De  deux  ou  plufieurs  polyèdres  infcrirs  à une 
même  fphere  , le  plus  grand  fera  celui  qui  aura  un 
plus  grand  nombre  de  faces  ; parce  qu’il  approchera 
plus  de  la  fphere  , laquelle  eft  plus  grande  qu’aucun 
des  polyèdres  infcrirs. 

11°.  Au  contraire , de  tous  les  polyèdres  circonf- 
crits  à une  même  fphere  , le  plus  petit  fera  celui  qui 
aura  un  plus  grand  nombre  de  faces  ; parce  que  plus 
le  polyèdre  aura  de  faces , plus  il  approchera  de  la 
fphere  , laquelle  eft' plus  petite  qu’aucun  des  polyè- 
dres circonfcrits. 

Corollaire  général. 

704.  11  eft  aifé  de  voir  après  tout  ce  que  nous  ve- 
nons de  dire  : 

1°.  Que  les  folides  pris  en  général  peuvent  être  di- 
vifés  en  quatre  efpeces,  ou  diftribués  en  quatre  claf- 
fes , qui  feront  celles  des  prifmes  , celle  des  pyrami- 
des , celle  des  fphéroides  , & celle  des  polyèdres. 

11°.  Que  dans  chaque  clafle  il  y a deux  termes  ou 
extrêmes,  entre  lefquels  fe  trouvent  compris  tous  les 
folides  de  cette  clafle  : fçavoir  le  prifme  triangulaire 
ôc  le  cylindre  , dans  la  clafle  des  prifmes;  la  pyramide 
triangulaire  & le  cône , dans  la  clafle  des  pyramides  ; 
le  fuj’eau  & la  fphere  , dans  la  clafle  des  lphéroïdes  ; 
le  tétraèdre  & la fphere  , dans  la  clafle  des  polyèdres. 

III0 . Que  dans  chaque  clafle,  les  folides  peuvent 
être  confidérés  comme  compofés  d’élémens  analo- 
gues à leur  clafle  ; lefquels  feront  ou  pourront  être 
regardés , ou  comme  des  plans  d’une  épaifleur  infini- 
ment petite , couchés  les  uns  fur  les  autres , ou  même 
comme  des  folides  d’une  hauteur  infiniment  petite  » 
pofés  les  uns  furies  autres:  ou  comme  des  folides  finis , 
pofés  à côté  les  uns  des  autres  , 8c  réunis  en  un 
même  point  commun  ou  centre  : on  comme  des  foli- 

V 4 
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des  d’une  bafe  infiniment  petite,  & aSoutiftàns  aufil 
à un  même  centre. 

ARTICLE  IL 

Des  Corps  réguliers. 

I9.  Nous  entendons  par  corps  réguliers,  ceux-là 
feulement  dont  la  régularité  eft  parfaite,  c’eft-à-dire  , 
dont  tous  les  angles  folides  font  égaux  entr’eux  , & 
toutes  les  faces  font  égales  encr’clles. 

II0.  La  maniéré  la  plus  fimple  de  concevoir  que 
les  corps  réguliers  font  formes,  eft  en  aflortiflant  des 
plans  de  même  efpéce  , & égaux  pour  former  des  an- 
gles folides  ; de  meme  que  pour  former  un  polygone 
régulier  , la  maniéré  la  plus  fimple  eft  de  joindre  des 
lignes  égales  par  leurs  extrémités  , de  façon  qu’elles 
faifent  entr’elles  par-tout  des  angles  égaux. 

111°.  *En  aflortiflant  des  lignes  égales  par  leurs 
extrémités,  vous  pouvez  toujours  former  des  polygo- 
nes réguliers;  ainfi  tous  les  polygones  depuis  le  pius 
fimple  , qui  eft  le  triangle , jufqu’au  pluscompofé , qui 
eft  le  cercle , peuvent  être  réguliers:  mais  il  n’en  eft 
pas  de  même  des  corps  figurés,  & nous  allons  voir 
qu’entre  tous  les  corps  figurés  , depuis  le'plus  fimple, 
qui  eft  le  tétraèdre , jufqu’au  plus  compolé,  qui  eft  la 
fphere , il  ne  peut  y avoir  que  cinq  fortes  de  corps 
réguliers , fçavoir  , le  Tétraèdre , compris  fous  quatre 
triangles  égaux  & équilatéraux  ( fig . 129.  ) ; l’Oclae- 
dre  compris  fous  huit  triangles  égaux  & équilatéraux 
{Jlg.  1 3°.  ) ; Ylcofaedre , compris  fous  vingt  triangles 
égaux  & équilatéraux  {fig.  132.);  YExaedre  ou  le 
Çube  compris  fous  fix  quarrés  égaux  {fig.  1 3 1.) ; & le 
Dodécaèdre  compris  fous  douze  pentagones  réguliers 
égaux  {fig.  134.) 

Théorème  I. 

705,  Il  n’y  a que  cinq  cfpeces  de  corps  réguliers  qui 
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puijfent  être  formés  par  V ajjortimcnt  des  furfaces  planes 
de  même  efpece  ;J f avoir  j le  Tétraèdre,  /’Oâaedre, 
/’lcofaedre  , /’Exaedre  , & le  Dodécaèdre. 

Démonst.  Pour  former  un  polyèdre  en  joignant 
des  furfaces  planes  , il  eft  néceftaire  que  ces  furfaces 
réunies  par  leurs  angles  puiffent  formër  un  angle  fo- 
lide,  qui  eft  moindre  que  360  degrés. Or 

1°.  Trois  angles  de  triangles  égaux  Sc  équilatéraux 
peuvent  former  un  angle  folide  ( 660.  ) : Trois  de  ces 
triangles  joints  enfemble  peuvent  donc  faire  un  angle 
folide  , tel  que  font  ceux  du  Tétraèdre. 

11°.  Quatre  angles  de  cçs  triangles  peuvent  encore 
former  un  angle  folide  ( 66 o.  ) : or  l’angle  folide  de 
YOclaedre  eft  formé  par  les  angles  de  quatre  triangles 
égaux  & équilatéraux. 

111°.  Cinq  angles  de  çes  mêmes  triangles  peuvent 
encore  faire  (66 o.  ) un  angle  folide:  or  l’angle  de 
Y Icofaedre  eft  formé  par  cinq  de  ces  triangles. 

Mais  tîx  angles  de  triangles  équilatéraux  ne  peu- 
vent pas  former  un  angle  folide  ( 660.)  3 c’eft  pourquoi 
il  ne  peut  y avoir  que  trois  efpeces  de  pedyeares  régu- 
liers formés  par  des  triangles  équilatéraux. 

1V°.  Trois  angles  de  quarré  peuvent  faire  un  an- 
gle folide  ( 661 . ) : or  l’angle  du  Cube  ou  de  YExaedre 
eft  compofé  de  trois  angles  de  quarré.  Mais  quatre 
angles  de  quarré  11e  peuvent  pas  taire  un  angle  folide 
( 66 1.  ) ; c'eft  pourquoi  on  ne  peut  former  avec  des 
quarrés  d’autre  folide  que  le  cube. 

V°.  Trois  angles  de  pentagones  réguliers  peuvent 
former  un  angle  folide  (66i.)  : or  chaque  angle  du 
Dodécaèdre  eft  formé  par  trois  angles  de  pentagones 
réguliers.  Mais  quatre  angles  de  pentagones  réguliers 
ne  peuvent  pas  former  d’angle  folide  ; c’eft  pourquoi 
on  ne  peut  former  avec  des  pentagones  réguliers  d’au- 
tre folide  que  le  dodécaèdre. 

Vl°.  Trois  angles  d’exagones  réguliers  ne  peuvent 
pas  former  un  angle  folide  (66 y)  3 ainfi  on  11e  peut 
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point  former  de  polyèdres  réguliers  avec  des  exa- 

gones. 

Remarque. 

706.  Ces  furfaces  planes  qui , jointes  par  leurs 
angles  , & repliées  les  unes  fur  les  autres  , repré- 
fentent  le  folide,  donnent  exactement  la  furface  du 
folide.  Or  , li  l’on  conçoit  que  ces  furfaces  foient 
développées  , ou  pofées  fur  un  meme  plan  à côté 
les  unes  des  autres  , elles  s’appellent  le  Développe- 
ment de  la  furface  du  folide  j & fi  l’on  replie  & que 
l’on  enveloppe  les  furfaces  qui  donnent  le  dévelop- 
pement, on  renfermera  fous  ces  furfaces  un  efpace  , 
une  capacité  précifément  égale  au  volume  du  po- 
lyèdre. 

Théorème  II. 

707.  Chaque  corps  régulier  a pour  développement 
une  furface  compofee  d'un  certain  nombre  de  polygones 
égaux  réguliers  & de  même  efpéce  3 que  l'on  peut  tracer 
6*  évaluer. 

Démonst,  1°.  Si  vous  faites  le  triangle  équilaté- 
ral BAC  (fig.  x 19.  ) \ &c  fi  vous  divifez  également  les 
rrois  côtés  aux  points  D,  E , F,  en  tirant  les  lignes. 
DE  , DF  , EF , vous  aurez  le  développement  du  Té- 
traèdre y qui  fera  compofé  de  quatre  triangles  plans 
égaux  & équilatéraux,  lefquels  repliés  pour  fe  réunir, 
reprëfenteront  le  Tétraèdre . ♦ 

11°.  Si  vous  joignez  enfemble  deux  développemens 
de  tétraèdre,  en  leur  donnant  le  côté  commun  AB 
(fig.  1 $0.  ) vous  aurez  le  développement  de  VOclae- 
dre , lequel  eft  compofé  de  huit  triangles  égaux  & 
équilatéraux. 

111°.  Si  entre  deux  parallèles  AB,  CD  (fig.  1 ji.  ) 
vous  tracez  dix  triangles  égaux  & équilatéraux  ; & fi 
fur  les  bafes  de  ces  triangles  vous  tracez  encore  de 
part  & d’autre  des  triangles  égaux  & équilatéraux , 
vous  aurez  le  développement  de  Ylcofacdre  , lequel 
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fcft  compofé  de  vingt  triangles  égaux  & équilatéraux. 

1V°.  Si  vous  faites  le  quarré  ABCD  (fig.  13  1.)  3 
& fi  fur  chaque  côté  de  ce  quarré  vous  faites  encore 
des  quarrés  égaux  8c  femblables  au  premier  , 8c  fi 
vous  ajoute*  le  quarré  EGHF,  conftruit  fur  le  côté 
EF,  vous  aurez  le  développement  du  Cube  , ou  de 
l'Exaedre  , qui  eft  compofé  de  fix  quarrés  égaux. 

V°.  Si  vous  faites  deux  pentagones  réguliers  8c 
égaux  A & B (fig.  1 3 4.  ) , 8c  fi  fur  chaque  côté  de  cha- 
cun des  pentagones  vous  conftruifez  pareillement  des 
pentagones  égaux,  rendez  le  côté  DC  commun , 8c 
vous  aurez  le  développement  du  Dodécaèdre , compo- 
fé de  douze  pentagones  réguliers  8c  égaux. 

Théorème  III. 

708.  Tout  folide  en  général  a pour  développement 
une  furface  que  l’on  peut  tracer  & évaluer. 

Démonst.  1°.  Si  vous  prenez  un  parallélogramme 
reétangle amne  ( fig . 1 3 6. ) 8c  fi  vous  divifez les  bafes 
fupérieure  8c  inférieure  en  quatre  parties  alternative- 
ment égales  8c  inégales , ces  parallélogrammes  repliés 
les  uns  fur  les  autres , repréfenteront  le  contour  ou  la 
furface  latérale  d’un  folide 3 8c  dépliés,  en  feront  le 
développement:  ce  folide  s’appelle  P arallélipipede, 
11°.  Si  vous  divifez  un  parallélogramme  reébangle 
en  trois,  en  quatre  , en  cinq  , fix  , fept , huit,  8cc. 
parallélogrammes  égaux , ces  parallélogrammes  repliés 
repréfenteront  encore  la  furface  latérale  d’un  folide  ; 
8c  dépliés , en  feront  le  développement  : ce  folide 
s’appelle  Prifme  [fig.  1*7.  ) 

111°.  Si  vous  le  divifez  en  une  infinité  de  parallélo- 
grammes qui  n’aient  chacun  qu’une  bafe  infiniment 
petite , ces  parallélogrammes  repliés  repréfenteront 
une  furface  convexe  , dont  le  parallélogramme  lui— 
meme  fera  le  développement , 8c  le  folide  auquel  ap- 
partient ce  développement , s’appelle  Cylindre  (fig. 
138.) 
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IV°.  Si  vous  prenez  un  nombre  quelconque  de 
triangles  ifoceles  & égaux , & fi  vous  leur  don- 
niez le  fomrnet  commun  A {fig.  135.)  vous  aurez 
le  développement  d’un  folide  , que  l’on  appelle  Py- 
ramide. 

V°.  Si  vous  prenez  un  feéfceur  de  cercle  {fig.  135.) 
vous  aurez  le  développement  de  la  furface  convexe 
d’un  folide  , que  l’on  appelle  Cône. 

Vl°.  Chacun  de  ces  folides  a des  bafes  qui  font 
deux  reétangles  pour  le  Parallélipipede  j deux  poly- 
gones pour  le  Prifme  ; deux  cercles  pour  le  Cylindre  ; 
un  polygone  pour  la  Pyramide  j & un  cercle  pour  le 
Cône.  Or  fi,  au  développement  de  la  furface  latérale, 
vous  ajoutez  les  figures  qui  fervent  de  bafes  à ces  fo- 
lides , vous  aurez  le  dévejoppement  de  la  furface 
totale  , & ce  développement  replié  repréfentera  le 
folide  tout  entier. 

Corollaire  I. 

709.  Des  cinq  corps  réguliers  dont  nous  venons 
de  parler,  on  peut  dériver  & faire  naître  d’autres 
corps  , qui  feront  des  polyèdres  : fçavoir , en  tron- 
quant les  angles  du  corps  régulier  , ce  qui  augmen- 
tera le  nombre  des  angles  folides,  & celui  des  faces 
du  polyèdre. 

Corollaire  1 1. 

710.  Si  l’on  tronquoit  les  angles  d’un  polyèdre 
régulier  à l’infini , les  angles  deviendraient  nuis  , & 
les  faces  feraient  infiniment  petites  , & alors  le  po- 
lyèdre régulier  deviendrait  une  fphere. 

Corollaire  III. 

71 1.  Tout  polygone  régulier  a , -comme  nous 
l’avons  dit,  un  centre  qui  eft  également  éloigné  de 
tous  les  fommets  des  angles  & de  tous  les  côtés  : de 
même  aufli  tout  corps  régulier  a un  centre  qui  eft  éga- 

/ 
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îement  diftant  de  tous  les  fommets  des  angles  folides  , • 
& de  toutes  les  faces  du  corps  régulier. 

Or  dans  le  corps  régulier , comme  dans  le  poly- 
gone régulier,  une  ligne  tirée  du  centre  perpendicu- 
lairement fur  une  des  faces  3 s’appelle  rayon  droit , 

8c  une  ligne  tirée  du  centre  au  fommet  d’un  des  an- 
gles folides,  s’appelle  rayon  oblique , lequel  n’eft  pas 
diftingué  du  rayon  de  la  fphere  circonfcrite. 

Corollaire  I V. 

712.  Comme  dans  un  polygone  régulier  infcrit  à 
un  cercle  , on  peut  déterminer  la  valeur  jufte  ou  ap- 
prochée du  côté  du  polygone,  en  déterminant  le  rap- 
port que  ce  côté  aura  avec  le  rayon  du  cercle  circonf- 
crit  y de  même  dans  un  corps  régulier  infcrit  à une 
fphere,  on  peut  déterminer  la  valeur , foit  jufte , foit 
approchée  du  côté  du  corps  régulier  , en  le  comparant 
avec  le  rayon  de  la  fphere  avec  lequel  il  a un  rapport 
quelquefois  connu  , mais  le  plus  fouvent  inconnu. 


CHAPITRE  II. 

Des  Solides  confidérés  en  tant  que  Corps  folides. 

NOus  y confidérerons  deux  chofes  , leur  furface 
& leur  folidité.  La  furface  du  corps  folide  eft 
cette  étendue  qui  termine  le  volume  du  folide  \ la 
folidité  eft  la  capacité  ou  le  volume  qui  eft  compris 
fous  cette  furface. 

ARTICLE  I. 

De  la  Surface  des  Solides. 

Nous  avons  déji  parlé  de  la  furface  des  folides 
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confidcrée  comme  développement , où  comme  furface 
formée  par  le  concours  ou  raifortiment  de  plufieurs 
figures  planes  de  même,  ou  de  differente  efpéce; 
nous  allons  maintenant  confidérer  leur  furface  com- 
me produit , ou  comme  étendue  réfulrante  de  la  com- 
binaifon  de  deux  dimenfions  multipliées  l’une  par 
l’autre. 

HYPOTHESE  I. 

713.  Si  une  ligne  AB  [fig.  118.  ) immobile  au 
point  A,  parcourt  par  fon  extrémité  B les  cotés, 
d’une  figure  quelconque  BCDEF  , cette  ligne  décrira 
la  furface  convexe  ou  latérale  d’une  pyramide  , dont 
le  fommet  eft  le  point  A ik  dont  la  bafe  eft  la  figute 
décrite  par  l’extrémité  B de  la  ligne.  Or 

1°.  Si  la  figure  décrite  par  l’extrémité  B eft  un 
Triangle , cette  ligne  décrira  la  furface  d’une  pyrami- 
de triangulaire. 

11°.  Si  la  figure  décrite  eft  un  Quarré , un  Penta- 
gone , &c.  cette  ligne  décrira  la  furface  d’une  pyra- 
mide quadrangulaire  , pentagonale , &c. 

111°.  Si  la  figure  décrite  par  le  point  B eft  un  Cercle, 
cette  ligne  décrira  la  furface  d’un  Cône. 

HYPOTHESE  II. 

714.  Si  le  fommet  de  la  ligne  qui  décrit  la  furface 
d’un  folide,  11’eft  pas  immobile  , Sc  fi  dans  le  tems 
que  l’extrémité  F d’une  ligne  CF  (fig.  1 3 1.  ) décrit  le 
contour  d’une  figure  FGHE,  fon  fommet  C décrit 
une  figure  CDBÂ,  parallèle,  égale  & femblable  à la 
première  3 alors  cette  ligne  décrira  la  furface  convexe 
ou  latérale  d’un  Prifme.  Or 

1°.  Si  la  bafe  eft  un  Triangle  , la  furface  décrite 
fera  celle  d’un  prifme  triangulaire. 

11°.  Si  la  bafe  eft  un  Quarré , un  Pentagone  , &c  , 
la  furface  décrite  fera  celle  d’un  prifme  quadrangu- 
laire y pentagonal , &c. 
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ni°.  Si  la  bafe  eft  un  Cercle , la  furface  décrite  fera 
celle  d’un  Cylindre. 

Théorème  I. 

715.  La  furface  convexe  ou  latérale  du  Prifme  droit 
ejl  égale  au  produit  du  côté  du  Prifme  par  le  contour  de 
fa  bafe  ( fig.  1 3 1 . ) 

Démonst.  Car  elle  eft  égale  à la  furface  que  dé- 
crit la  ligne  , ou  le  côté  CF , lorfque  par  fes  extrémi- 
tés C & F elle  parcourt  les  côtés  de  deux  figures  égales 
& parallèles  FEHG,  CABD.  Or  tandis  que  les  extré- 
mités C & F de  la  ligne  CF  décrivent  les  côtés  des 
figures  FEHG,  CABD,  tous  les  autres  points  de  la 
ligne  CF  décrivent  aulïi  les  côtés  de  figures  fem- 
blables  , égales  & parallèles,  comme  il  eft  évident. 
Donc  pour  avoir  la  f urface  décrite  par  la  ligne  CF  , 
il  n’y  a qu’à  prendre  le  contour  d’une  de  ces  figures  j 
par  ex  : de  la  bafe  autant  de  fois  qu’il  y a de  points 
dans  le  côté  CF.  Or  prendre  le  contour  de  la  bafe 
autant  de  fois  qu’il  y a de  points  dans  le  côté  CF  , 
c’eft  multiplier  le  contour  de  la  bafe  par  le  côté  : 
donc , &c. 

Corollaire. 

-j\6.  Il  s’enfuit  : 

I".  Que  la  furface  convexe  ou  latérale  du  prifme 
droit  eft  égale  au  produit  de  fa  hauteur  par  le  contour 
de  fa  bafe.  Car  lorfque  le  prifme  eft  droit , fa  hau- 
teur n’eft  pas  diftinguée  de  fon  côté. 

11°.  Que  la  furface  convexe  ou  latérale , foit  du 
parallélipipede  reéfcangle  , foit  du  cube  , eft  égale  au 
produit  d’un  des  côtés  du  folide  par  le  contour  de  la 
bafe. 

Théorème  If. 

717.  La  furface  convexe  du  Cylindre  droit  ejl  égale 
au  produit  de  la  circonférence  de  la  bafe  par  la  hauteur 
du  Cylindre  (fig.  158.) 
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Démonst.  Car  elle  eft  égale  à la  fomme  3e  toutes 
les  circonférences  que  décrivent  les  points  de  la  ligne 
CI  , lorfque  par  fes  extrémités  C & I elle  décrit  les 
circonférences  égales  & parallèles  des  bafes  fupérieu- 
re  & inférieure.  Or  toutes  ces  circonférences  font  éga- 
les & uniformes  : donc  leur  fomme  eft  égale  à l’une 
d’entr’elles  j par  ex  : à la  circonférence  de  la  bafe 
multipliée  par  le  nombre  de  ces  circonférences.  Mais 
le  nombre  de  ces  circonférences  eft  mefuré  par  la  hau- 
, teur  CI , ou  AB  du  cylindre  : donc , &c. 

Corollaire  I. 

718.  La  furface  convexe  du  cylindre  eft  égale  à un 
reûangle  qui  auroit  pour  bafe  une  ligne  égale  à la 
circonféfence  de  la  bafe  du  cylindre  , Sc  une  hauteur 
égale  à celle  du  cylindre. 

' Il  eft  aifé  par  conféquent  de  mefurer  la  furface 
totale  du  cylindre.  Car  pour  l’évaluer , il  ne  s’agit 
que  d'ajouter  à la  furface  convexe  les  deux  bafes,  qui 
font  des  cercles  que  l’on  fçait  (586.)  évaluer. 

Corollaire  LI. 

y 

719.  La  furface  convexe  du  cylindre  qui  a- pour 
hauteur  le  rayon  du  cercle  de  la  bafe  , eft  double  de 
ce  cercle.  Car  la  furface  de  ce  cercle  eft  égale  au  pro- 
duit de  fon  rayon  par  fa  demi-circonférence  (586.) 
Or  la  furface  convexe  du  cylindre  eft  égale  au  pro- 
duit de  fa  hauteur  ,(qui  eft  le  rayon  du  cercle  de 
la  bafe  , ) par-  la  circonférence  entière  de,cetta  bafe  : 
donc,  &c. 

Corollaire  III. 

• / 

720.  Donc  la  furface  convexe  du  cylindre  qui  au- 
roit pour  hauteur  le  diamètre  du  cercle  de  bafe  , 
eft  quadruple  de  la  furface  de  ce  cercle } comme  il  eft 
évident. 

*. 

ThéorIm* 
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•.  Théorème  III. 

71 X.  La furface  convexe  ou  latérale  de  la  Pyramide 
droite  & régulière  j efi  égale  au  produit  \u  contour  de 
fa  bafe  par  la  moitié  de  V Apothème  de  la  Pyramide. 

Démonst.  Elle  eft  égale  à la  fomme  de  tous  les 
triangles  qui  font  décrits  par  la  ligne  AB , lorfqu'im- 
mobile  au  point  A 3 elle  décrit  par  fon  extrémité  B 
les  côtés  de  la  figure  , ou  du  polygone  BFEDC.  Or 
tous  ces  triangles  ayant  même  hauteur , leur  furface 
eft  égale  à celle  d’un  triangle  unique  ,»’qui  auroit 
ppur  bafe  une  ligne  égale  à la  fomme  des  bafes  de 
tous  ces  triangles  , ( laquelle  fomme  eft  le  contour 
de  la  bafe  de  la  pyramide,)  8c  pour  hauteur,  la 
' hauteur  commune  de  tous  les  triangles,  ( laquelle 
eft  l’apothême  de  la  pyramide.)  Or  ce  triangle  uni- 
que eft  égal  au  produit  de  fa  bafe  par  la  moitié  de 
fa  hauteur  : donc  , &c. 

Corollaire. 

711.  D’où  il  fuit  que  la  furface  de  la  pyramide 
droite  & régulière  eft  égale  à celle  d’un  triangle  qui 
auroit  pour  hauteur  l’apothême  de  la  pyramide  , 8c 
pour  bafe  une  ligne  égale  à ia  circonférence  de  la  bafe 
de  la  pyramide. 

Théorème  IV. 

715.  Là  furface  convexe  du  Cône  droit  eft  égale  au 
produit  de  V Apothème  par  la  moitié  de  la  circonférence 
de  la  bafe^  (fig.  139.  ). 

Démonst.  La  lurface  convexe  du  cône  eft  é^ale 
À la  forrime  de  toutes  les  circonférences  que  décri- 
vent les  points  de  la  ligne  AE,  lorfqu’immobile  au 
point  A , elle  décrit  par  fon  extrémité  E la  circon- 
férence du  cercle  EFE ,.  qui  fert  de  bafe  au  cône. 
Or  toutes  ces  circonférences  décroilfent  uniformé- 
ment depuis  la  bafe  jufqu’au  fommet , & par  con- 
féquent  font  repréfentées  par  les  termes  d’une  pro- 
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greflîon  arithmétique, par  ex.  o • i • a • 3 • 4 • 5 . 6 1 
dont  le  premier  terme  o repréfente  le  fommet,  le 
dernier  6 repréfente  la  circonférence  de  la  bafe  , & 
le  nombre  des  termes  repréfente  l’apothême  ; (car  il 
y a autant  de  termes  dans  la  progreflion , qu’il  y a dans 
l’apothême  de  points  qui  décrivent  ces  circonféren- 
ces. ) Or  la  fomme  de  tous  les  termes  d’une  progref- 
lion  arithmétique  eft  égale  , comme  nous  l’avons  dit 
(117.),  au  nombre  des  termes  multiplié  par  la  moitié 
de  la  fomme  des  extrêmes  : donc  dans  la  progreflion 
o*i*i*j,4,5*<î>le  premier  extrême  étant  o , la 
fomme  de  tous  les  termes  fera  égale  au  nombre  d^s 
' termes  multiplié  par  la  moitié  du  dernier  extrême  ; 
8c  par  conféquent  la  furface  convexe  du  cône  fera 
égale  au  produit  de  l’apothême par  la  moitié  de  la  cir- 
conférence de  la  bafe. 

Corollaire  I. 

724.  Donc  la  furface  convexe  du  cône  droit  eft 
égale  à celle  d’un  triangle  redangle  ABC  {fig.  139.), 
dont  la  bafe  feroit  égale  à fa  circonférence  de  la  bafe 
du  cône , 8c  dont  la  hauteur  feroit  égale  à l’apothème 
du  cône. 

Corollaire  11. 

725.  La  furface  convexe  du  cône  eft  égale  au 

{>roduit  de  l’apothême  par  la  circonférence  de  l’é- 
ément  qui  tient  le  milieu  entre  le  fommet  & la  cir- 
conférence de  la  bafe.  Car  elle  eft  égale  (72.3.)  au 
produit  de  l’apothême  par  la  moitié  de  la  circonfé- 
rence de  la  bafe  : or  la  circonférence  de  l’élément 
qui  tient  le  milieu  entre  le  fommet  & la  bafe,  eft 
;précifément  la  moitié  de  la  circonférence  de  la  bafe. 
Car  les  circonférences  qui  compofent  la  furface 
conique  étant  repréfentées  par  les  termes  de  la  pro- 
greflion o • 1 • i • 3 • 4 « j • 6 , comme  nous  ve- 
nons de  le  dire  , le  terme  moyen  3 qui  repréfente  la 
circonférence  du  milieu , eft  précifément  la  moitié 
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du  dernier  terme  6 , qui  répréfente  la  circonférence 
de  la  bafe,  fuivant  la  nature  de  route  progreffion 
arithmétique  qui  commence  par  o. 

Corollaire  III.  ( 

71  G.  La  furface  convexe  du  cône  eft  à celle  du  cer- 
cle de  la  bafe  , comme  l’apothême  eft  au  rayon  de  ce 
cercle.  Car  la  furface  convexe  du  cône  eft  égale  (713.) 
au  produit  de  fon  apothème  par  la  demi-circonféren- 
ce de  la  bafe  ; la  furface  de  la  bafe  eft  égale  au  pro- 
duit du  rayon  par  la  demi-circonférence  : donc  la 
demi-circonférence  étant  une  racine  commune , les 
deux  furfaces  font  entr’elles  comme  les  racines  iné- 
gales , ou  comme  l’apothème  eft  au  rayon. 

Corollaire  1 V. 

727.  Si  le  cône  eft  équilatéral  3 ou  fi  l’apothème 
du  cône  eft  égal  au  diamètre  du  cercle  qui  lui  fert  de 
bafe , la  furface  convexe  du  cône  fera  double  de  celle 
de  la  bafe.  Car  la  furface  convexe  eft  à celle  de  la 
bafe  , comme  l’apothème  eft  au  rayon  du  cercle  de  la 
bafe.  Or , lorfque  le  cône  eft  équilatéral , l’apothème 
eft  égal  au  diamètre  de  la  bafe  , 8c  eft  par  conféquent 
double  du  rayon  : donc , 8cc. 

D’où  il  fuit  que  la  furface  totale  du  cône  équila- 
téral fera  à la  furface  de  la  bafe , comme  3 : 1 . 

Théorème  V. 

728.  La  furface  convexe  à' un  Cône  tronqué ejl  égale 
au  produit  de  fon  apothème  par  la  moitié  de  la  fommt 
des  circonférences  de  fes  bafes  fupérieure  & inférieure 
(fig.  Ï39-) 

Démonst.  On  peut  confidérer  le  cône  tronqué 
GEFH  comme  réfulrant  de  la  fedtion  faite  dans  le 
cône  entier  AEF , dont  on  auroit  retranché  le  petit 
cône  AGH  : or  , puifque  (713.)  les  circonférences  ou 
élémens  de  la  furface  du  cône  entier  font  repréfenrés 
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par  les  termes  d’une  progrelïion  arithmétique  , par 

ex  : 

fi  d’ailleurs  l’on  fuppofe  que  les  élcmens  de  la  furface 
du  petit  cône  AGH  foient  repréfentés  par  les  ter- 
mes o*i*2*j*4*5,  il  s’enfuit  que  les  circon- 
férences ou  élémens  qui  compofent  la  furface  du 
cône  tronqué  , feront  repréfentés  par  le  refte  des 
termes  6 • 7 • 8 • 9 • 10, 

dont  le  premier  6 repréfente  la  circonférence  de  la 
bafe  fupérieure  , le  dernier  10  repréfente  celle  de  la 
bafe  inférieure  , & le  nombre  repréfente  l’apothême 
du  cône  tronqué  ; or  la  fomme  des  termes  de  cette 
derniere  progreflion  eft  égale,  comme  nous  l’avons 
vu  (1 17,  au  nombre  des  termes  multiplié  par  la  moi- 
tié de  la  fomme  des  extrêmes  : donc , ôcc. 

Corollaire  1. 

729.  La  furface  du  cône  tronqué  eft  égale  à la  fur- 
face  d’une  trapeze  qui  auroit  pour  hauteur  l’apothê- 
me  , & des  bafes  égales  aux  circonférences  des  bafes 
fupérieure  & inférieure  du  cône  tronqué  (fg.  139.). 
Car  l’une  & l’autre  furraces  font  égales  chacune  au 
produit  de  deux  élcmens  qui  font  fuppofés  égaux  de 
part  & d’autre. 

Corollaire  1 1. 

730.  La  furface  du  cône  tronqué  eft  égale  au  pro- 
duit de  l’apothcme  par  la  circonférence  de  l’élément 
qui  tient  le  milieu  entre  les  bafes  fupérieure  & infé- 
rieure. Car  la  circonférence  de  l’élément  qui  tient  le 
milieu  entre  les  bafes  fupérieure  & inférieure , eft 
égale  à la  moitié  de  la  fomme  des  circonférences  des 
bafes  fupérieure  & inférieure. 

Théorème  VI. 

731.  La  furface  d’un  Sphéroïde  ejl  égale  au  produit 
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de  fon  axe  par  la  circonférence  d’un  grand  cercle  de  la 
fphere  infcrite  ( fig.  141.  ). 

Démonst.  Si  l’on  fuppofe  qu’un  cercle  & un 
polygone  circonfcrirs  au  cercle  rournenc  autour  du 
diamètre  IL  ; ils  décriront , l’un  une  fphere , & 
l’autre  un  fphéroïde  circonfcrit  à la  fphere.  Or , fi 
par  les  angles  du  fphéroïde  on  fait  pafler  des  plans 
parallèles  BD , AE , &c.  le  fphéroïde  fe  trouvera 
divifé  en  plulîeurs  portions  qui  feront , ou  des 
cônes  tronqués,  ou  des  cylindres  } & la  furface 
du  fphéroïde  ne  fera  pas  diftinguée  de  la  fomme 
des  furfaces  de  tous  ces  cônes  tronqués  & cylin- 
dres circonfcrits  à la  fphere.  Or  la  furface  de  la 
portion  cylindrique  comprife  entre  les  plans  AE , 
PG  eft  évidemment  égale  au  produit  de  fon  axe 
CX  par  la  circonférence  de  fa  bafe  , qui  eft  la  cir- 
conférence d’un  grand  cercle  de  la  fphere.  Refte 
donc  à prouver  que  la  furface  de  chacun  des  cônes 
tronqués  circonfcrits  à la  fphere  , eft  égale  aulli  au 
même  produit. 

- Pour  le  prouver  , prenons  le  cône  tronqué  décrit 
pendant  la  révolution  par  le  côté , ou  apothème  BA  , 
& du  milieu  Y , menez  YR  , parallèle  à BD  , & 
menez  le  diamètre  YS  : abbaiffez  la  perpendiculaire 
BZ=TX , laquelle  fera  l’axe  du  cône  tronqué , ou 
la  portion  correfpondante  de  l’axe  de  la  fphere , &c 
menez  la  ligne  RS. 

Cela  pôle  , on  aura  le  triangle  ÀBZ  femblable 
au  triangle  YRS.  Car  i°.  ils  ont  chacun  un  angle 
droit  j 20.  l’angle  BAZ=BYR,  parce  qu’ils  font 
correfpondans  ; & l’angle  BYR  =5  RSY  , parce 
qu’ils  font  mefurés  chacun  par  la  moitié  du  même 
arc  Y1R  : donc  l’angle  BAZ  = RSY  : donc  le  rrkn- 
gle  ABZ  eft  femblable  au  triangle  YRS  donc  on 
aura  AB  : BZ  , ou  TX  ::  YS  : YR  > 
or  les  diamètres  YS  ; YR  font  entr’eux  comme  leurs, 
circonférences  YSY,  YRY  : donc  on  aura 

X j 


3i<î  É L E M E N S 

AB  : TX  ::  YSY  : YRY ; 
donc  AB  x YRY  =TX  x YSY. 

Or  ia  furface  du  cône  tronqué  eft  égale  au  produit 
AB  X YRY  de  fon  apothème  par  la  circonférence 
de  l’élément  qui  tient  le  milieu  entre  fes  bafes  : 
donc  elle  eft  aufli  égale  au  produit  TX  X YSY  de 
l’axe  du  cône , ou  de  la  portion  correfpondante  de 
l’axe  de  la  fphere,  par  la  circonférence  d’un  grand 
cercle  de  la  fphere. 

Par  conféquent  la  fomme  des  furfaces  de  tous  les 
cônes  tronqués  &c  cylindres  circonfcrits  à la  fphere, 
laquelle  fomme  donne  la  furface  du  fpéroïde , eft 
égale  au  produit  de  l’axe  entier  de  la  fphere , ( qui 
n’eft  point  ici  diftingué  de  l’axe  du  fphéroïde , ) par 
la  circonférence  d’un  grand  cercle  de  la  même  fphere. 

Remarque. 

7} z.  Obfervez  : 

P.  Que  dans  la  démonftration  on  ne  fait  point 
entrer  les  furfaces  planes  décrites  par  la  ligne  HF 
d’une  part , & la  ligne  parallèle  qui  pafte  par  le 
point  L de  l’autre  part-, .mais  feulement  les  furfa- 
ces décrites  par  les  côtés  HB  , PA  , &c.  & dont  la 
fomme  peut  être  appellée  la  furface  convexe  du  fphé- 
roïde. 

11°.  Que  fi  le  fphéroïde  , au  lieu  d’être  terminé 
aux  points  I , L , par  des  furfaces  planes  , comme  on 
voit  ( fig . 14Z.  ) etoit  terminé  en  pointes  , ou  par  des 
cônes  entiers , alors  l’axe  du  fphéroïde  feroit  plus 
grand  que  celui  de  la  fphere  infcrite. 

Théorème  VII. 

733.  La  furface  de  la  Sphere  eft  égale  au  produit  de 
fon  axe  par  la  circonférence  d’un  de  fes  grands  cercles 
(fig.  i4zfi-  143.). 

DémonsTp  La  fphere  peut  être  confidérée  com- 
me un  fphéroïde  formé  par  la  révolution  d’un  po- 
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lygone  régulier  d’une  infinité  de  côtés  autour  de  fon 
diamètre  , qui  n’eft  pas  diftingué  du  diamètre  de  la 
fphere  5 or  la  furface  de  ce  fphéroïde  eft  égale  au 
produit  de  l’axe  entier  de  la  fphere  par  la  circonférence 
d’un  grand  cercle  de  la  même  fphere  : donc  j &c. 

Corollaire  I. 

734.  La  furface  de  la  fphere  eft  quadruple  de  la 
furface  d’un  grand  cercle  de  la  même  fphere.  Car  la 
circonférence  d’un  grand  cercle  étant  appellée  c , le  * 
rayon  rt  & le  diamètre  zr,  l’expreftion  de  la  furface 
fphérique  fera  ire , Sc  celle  de  la  furface  d’un  grand 
cercle  fera  { rc  ; or 

zrc  : \rc  ::  z : { :t  4 : { ::  4 : 1 ; donc , &c. 

Corollaire  1 1. 

735.  La  furface  de  la  fphere  eft  égale  à la  fur- 
face  convexe  du  cylindre  circonfcrit  ( fig . 144.)» 
car  elle  eft  égale  au  produit  de  fon  axe  par  la  cir- 
conférence d’un  de  les  grands  cercles.  Or  la  fur- 
face  convexe  du  cylindre  circonfcrit  eft  égale  (717.) 
au  produit  de  fon  axe  , qui  eft  le  même  que  celui  de 
la  fphere,  par  la  circonférence  du  cercle  de  fa  bafe  , 
qui  eft  la  même  que  la  circonférence  d’un  grand  cer- 
cle de  la  fphere:  donc,  &c. 

Corollaire  III. 

73  6.  La  furface  de  la  fphere  eft  à la  furface  to- 
tale du  cylindre,  circonfcrit , comme  z ï 3.  Car  la 
furface  de  la  fphere  eft  à la  furface  d’un  de  fes  grands 
cercles  comme  4:1,  comme  nous  venons  de  le 
voir.  La  furface  totale  du  cylindre  circonfcrit  à la 
fphere , eft  égale  à la  furface  de  la  fphere  , plus  à 
celle  de  fes  deux  bafes , qui  font  deux  grands  cer- 
cles de  la  fphere  : donc  la  furface  totale  du  cylin- 
dre circonfcrit  eft  à la  furface  d’un  grand  cercle  de 
la  fphere  , comme  6 : t j donc  la  furface  de  la. 
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fphere  eft  à la  furface  totale  du  cylindre  circonfcrit 

comme  4 : 6,  ou  comme  1 î 3. 

Corollaire  IV . 

737.  La  furface , foit  d’une  zone,  foit  d’une  ca- 
lotte fphérique  eft  égale  au  produit  de  fa  hauteur 
par  la  circonférence  d’un  grand  cercle  de  la  fphere , 
a laquelle  appartiendra  cette  zone  , ou  cette  calottte 
fphérique.  Car  cette  furface  fera  la  même  que  celle 
d’un  cône  tronqué  circonfcrit  à la  fphere , laquelle 
eft , comme  nous  l’avons  prouvé  (731.),  égale  au 
produit  de  fon  axe  ( qui  eft  ici  le  même  que  la 
hauteur  , ) par  la  circonférence  d’un  grand  cercle  de 
la  fphere. 

Corollaire  V. 

738.  La  furface  de  la  fphere  eft  au  quarré  de  fon 
diamètre , comme  la  circonférence  eft  au  diamètre. 
Car  le  diamètre  étant  ir , la  furface  de  la  fphere  eft 
ire , & le  quarré  du  diamètre  eft  4 rr\  on  aura  donc 
2 rc  : 4 rr  ::  2r  X c : 2r  X ir  ::  c : 2r(205.). 

Théorème  VIII. 

739.  La  furface  de  la  Sphère  ejl  à la  furface  totale 
du  Cône  équilatéral  circonfcrit , comme  4 : 9 ( figuris 
145  & 1 4<>.  ). 

Démonst.  Soit  le  cône  équilatéral  DEF  : dans  le 
triangle  reétangle  CEB  le  cercle  fait  fur  CE  eft  égal 
(622.)  au  cercle  fait  fur  CB,  (qui  eft  un  grand 
cercle  de  la  fphere  inferite  ) , plus  au  cercle  fait 
fur  BE , ( qui  eft  la  bafe  du  cône  équilatéral  ).  Or 
le  cercle  fait  fur  CB  eft  le  quart  du  cercle  fait  fur 
CE,  parce  que  CB  eft  la  moitié  de  CE  = CA 
(5  19.)  : donc  le  cercle  fait  fur  BE  eft  les  j du  cer- 
cle fait  fur  CE  : donc  un  grand  cercle  de  la  fphere 
inferite  eft  à la  bafe  du  cône  équilatéral , comme  1 î 
3 ; donc  fi  dans  ce  rapport  nous  multiplions  le  pre- 
mier terme  par  4 , pour  avoir  la  furface  de  la  fphere 
inferite  (734.),  de  le  fécond  terme  par  3 , pour 
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avoir  la  furface  totale  du  cône  équilatéral  (727.), 
nous  aurons  le  rapport  4 î 9 , qui  fera  celui  de  la  fur- 
face  de  la  fphere  à la  furface  totale  du  cône  équila- 
téral circonfcrit. 

Corollaire  I. 

740.  Donc  fi  à une  fphere  on  circonfcrit  un  cylin- 
dre & un  cône  équilatéral , le  rapport  des  furfaces 
totales  de  ces  trois  folides , fphere  , cylindre,  & cône 
équilatéral  , fera  4:6:9.  Or  Ton  a -77  4 : 6 : 9 ; 
d'où  il  fuit  que  la  furface  totale  du  cylindre  efi: 
moyenne  proportionnelle  entre  la  furface  de  la  fphere 
ôc  celle  du  cône  équilatéral. 

Corollaire  1 1. 

741.  La  furface  de  la  fphere  circonfcrite  au  cône 
équilatéral,  eft  quadruple  de  la  furface  de  la  fphere 
infcrite  au  même  cône.  Car  les  furfaces  des  fpheres 
font  entr’elles  comme  celles  de  leurs  grands  cerales, 
puifqu’elles  font  chacune  quadruples  de  la  furface 
de  leurs  grands  cercles , & par  conféquent  elles  font 
entr’elles  comme  les  cercles  faits  fur  les  rayons  CA  , 
CB  , (jzg.  145.  ) : or  les  rayons  CA  & CB  font  com- 
mei’.i  ; donc  leurs  cercles  font  comme  4:1. 

Remarque. 

742.  Tout  ce  que  nous  avons  démontré  fur  les 
raifons  compofées  & doublées  des  furfaces , peut 
être  appliqué  aux  furfaces  des  folides  , lefquelles 
font  toujours  le  réfultat  de  deux  dimenfions  multi- 
pliées l’une  par  l’autre.  D’où  il  fuit 

1°.  Que  lorfque  les  dimenfions  de  l’une  font  réci- 
proques aux  dimenfions  de  l’autre  , les  furfaces  des 
deux  folides  font  égales. 

11°.  Lorfque  les  dimenfions  de  l’une  font  propor- 
tionnelles aux  dimenfions  de  l'autre  , les  furfaces 
font  femblables. 

111°.  Lorfque  les  furfaces  font  femblables  , elles 
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font  entr’elles  comme  les  quarrés  des  rayons  ou  des 
diamètres  , ou  comme  les  cercles  fait  fur  les  rayons  , 
ou  fur  les  diamètres. 

ARTICLE  II. 

De  la  Solidité  des  Solides. 

Les  folides  font  fufceptibles  d’évaluation  , de  me» 
fure  & de  rapport , comme  nous  l’allons  voir. 

PARAGRAPHE  I. 

De  V Evaluation  des  Solides. 

Théorème  I. 

743.  La  folidité  du  Prifme  droit  ejl  égale  au  produit 
de  fa  bafe  par  fa  hauteur  ( fig.  1 3 1 . ). 

Demonst.  O11  peut  concevoir  que  le  prifme  eft 
formé  {66 4.)  par  le  mouvement  d’un  plan  EFGH 
( qui  eft  ici  la  bafe  du  prifme  ) , lequel  monte  pa- 
rallèlement à lui-même  le  long  d’une  ligne  droite 
FC  , perpendiculaire  à ce  plan , ( laquelle  eft  dans 
ce  cas  la  hauteur  du  prifme  ) , & qui , en  s’élevant , 
laiftè  autant  de  traces , qu’il  y a de  points  dans  la 
hauteur  ; or  , prendre  la  bafe  autant  de  fois  qu’il  y a 
.de  points  dans  la  hauteur , c’eft  multiplier  la  bafe 
par  la  hauteur:  donc,  &c. 

Corollaire  I. 

744.  Les  traces  que  le  plan  générateur  laiftè  en 
montant , peuvent  être  regardées  comme  les  élé- 
mens  du  prifme  : ainfi  on  peut  concevoir  le  prif- 
me comme  compofé  d’une  infinité  de  plans,  ou  fur- 

. faces  femblables  & égales  , pofées  les  unes  fur  les 
autres , dont  les  côtés  font  tous  égaux  , depuis  la  bafe 
fupérieure  jufqu’à  la  bafe  inférieure.  Si  l’on  repré- 
fente un  des  côtés  par  00 , la  fuite  des  côtés  lera 
repréfentée  par  la  férié  uniforme  °o  : 00  : 00  : » ; 
e»  ........  00  . Or  les  furfices  auxquelles  appar- 
tiennent ces  côtés , & qui  compofent  la  folidité  du 
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prifme , étant  toutes  femblables , font  entr’elles  com- 
me les  q narrés  des  côtés  homologues.  La  fuite  de  ces 
furfaces  fera  donc  repréfentée  par  la  fuite  des  quarrcs 

• • • • 00  1 , dont  la  fomme 

00  î donnera  la  folidité  du  prifme  , 6c  fera  1 expref- 
fion  de  la  folidité. 

Corollaire  I I. 

74^.  La  folidité  du  prifme  eft  égale  au  produit  de 
fes  trois  dimenfions , longueur , largeur  6c  profon- 
deur. Car  elle  eft  égale  au  produit  de  fa  hauteur  par 
fa  bafe  , laquelle  bafe  eft  elle-même  le  produit  de  la 
longueur  par  la  largeur. 

Corollaire  III. 

74<î.  Si  l’on  divife  ( fig . 147.  ) la  hauteur  AB  du 
prifme  en  cinq  parties  égales , la  largeur  BG  en  qua- 
tre parties  égales  , 6c  la  profondeur  CD  en  trois  par- 
ties égales  ; la  folidité  du  prifme  fe  trouvera  compo- 
fée  de  petits  prifmes  élémentaires  , dont  le  nombre 
fera  5 x 4 X 3 = 60 , 6c  c’eft  l’expretfron  numérique 
de  la  folidité  du  prifme. 

Corollaire  I P . 

747.  Si  l’on  appelle  la  hauteur  du  prifme  a , fa 
largeur  b , & fa  profondeur  c , l’expreflion  de  la  fo- 
lidité du  prifme  fera  P =abc,  6c  c’eft  l’expreflion 
algébrique  de  la  folidité  du  prifme. 

Si  les  trois  dimenfions  du  prifme  étoient  égalés, 
alors  on  auroit  P — aaa , ou  P=a?  , & le  prifme  de- 
viendroit  un  cube. 

Corollaire  V*. 

748.  La  hauteur  du  prifme  étant  exprimée  par 
la  ligne  AB,  la  largeur  par  BC,  6c  la  profondeur 
par  CD  , l’évaluation  de  la  folidité  fera  P==ABx 
BC  X CD  , lequel  produit  eft  un  folide,  & c eft  1 ex- 
preftion  géométrique  de  la  folidité  du  prifme  {figuïe 
147.  ). 
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Théorème  II. 

749.  Un  prifme  droit  & un prifme  oblique,  (fig.  148.) 
de  mjême  bafe  6’  de  même  hauteur } font  égaux  en  folidité. 

Démonst.  En  effet  fuppofant  les  deux  prifmes  AC 
& BD  compris  entre  deux  plans  parallèles  &c  traverfcs 
par  une  infinité  de  plans  parallèles  intermédiaires , les 
ferions  que  laiflferont  ces  plans  dans  le  prifme  droit 
& dans  le  prifme  oblique,  repréfenteront  les  traces 
que  laide  la  bafe  , en  montant  > foit  pour  former  le 
prifme  droit,  foit  pour  former  le  prifme  oblique. 
Or  ces  fe&ions  font  égales  de  part  & d’autre  en 
nombre  & en  grandeur  : en  nombre , parce  que  tous 
les  plans  qui  traverfent  l’un  des  prifmes , traverfent 
aufli  l’autre  : en  grandeur  , parce  que  chacune  de  ces 
feétions  eft  égale  à la  bafe  , laquelle  eft  ou  com- 
mune aux  deux  prifmes , ou  égales  dans  les  deux 
prifmes:  donc,  &c.' 

Corollaire  I. 

7 j o.  Deux  prifmes  quelconques;  deux  parallélî- 
pipedes  quelconques  ; un  parallélipipede  droit  & un 
parallélipipede  oblique  de  même  bafe  & de  même 
hauteur  , font  égaux  en  folidité. 

Corollaire  1 1. 

7j  1.  11  fuit  aufîi  que  deux  prifmes  qui  ont  même 
hauteur , font  entr’eux  comme  leurs  bafes  ; & ceux 
qui  ont  même  bafe  , font  entr’eux  comme  leurs  hau- 
teurs. En  effet , fi  de  deux  prifmes  qui  ont  même 
bafe , l’un  a une  hauteur  double  ; il  eft  clair  qu’il  fera 
double  de  l’autre  : car  il  équivaut  à deux  prifmes 
dont  chacun  feroit  précifément  égal  au  prifme  donc 
la  hauteur  n’eft  que  fous-double. 

Ce  que  nous  difons  des  prifmes  doit  s’entendre  de 
tous  les  folides  en  général. 

Théorème  III. 

7 j i.  La  folidité  de  la  Pyramide  droite  ejl  le  tiers  de 
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la  folidité  d'un  prifme  de  même  baje  & de  même  hauteur. 

Démonst.  Car  la  pyramide  peut  crie  cenfee 
compofée  d’une  infinité  de  plans , ou  furfaces  fem- 
blables  , dont  les  côtés  confécutifs  croilfent  depuis 
le  fommet  jufqua  la  bafe  uniformément,  ou  com- 
me les  nombres 

Or  les  furfaces  auxquelles  appartiennent  ces  côtés 
font  femblables  , & font  par  conféquent  comme  les 
quarrés  de  leurs  côtés  homologues  : elles  font  donc 
comme  les  quarrés  confécutifs 

o*i  • 4 • 9 • i 6 • 25  *3  6 • ••  • • 00  1 } 
dont  la  fomme  donnera  la  folidité  de  la  pyramide , 

00  3 

Sc  eft  — , comme  nous  l’avons  prouvé  ( 257.  ).  Or 
3 ^ 00  3 . # ■ 

l’exprellion  — n’eft  que  le  tiers  de  » ? , qui  eft 

l’expreflion  de  la  folidité  d’un  prifme  de  même  bafe 
& de  même  hauteur  que  la  pyramide  : donc  la  foli- 
dité de  la  pyramide  , &c. 

Corollaire  I. 

753.  La  folidité  de  la  pyramide  droite  eft  égale 
au  produit  de  fa  bafe  par  le  tiers  de  fa  hauteur  3 ou 
au  produit  de  fa  hauteur  par  le  tiers  de  fa  bafe. 

Corollaire  1 1. 

754.  Deux  pyramides  de  même  hauteur  & de 
même  bafe  font  égales  en  folidité.  Car  elles  font  les 
tiers  de  deux  prifmes  de  même  bafe  & de  même 
hauteur,  lefquels,  comme  nous  l’avons  prouvé  (750.), 
font  égaux  en  folidité. 

Corollaire  111. 

755.  La  folidité  du  cylindre  eft  égale  au  produit 
de  fa  bafe  par  fa  hauteur.  Car  le  cylindre  n’eft  autre 
chofe  qu’un  prifme , dont  les  bafes  fupérieure  & in- 
férieure font  des  polygones  d’une  infinité  de  côtés  3 
or  la  lolidité  du  prifme  eft  égale  au  produit  de  fa  bafe 
par  fa  hauteur  (743,)  : donc,  &c. 
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Corollaire  IV. 

7 $ 6.  La  folidité  du  cône  eft  égale  au  produit  de 
fa  bafe  par  le  tiers  de  fa  hauteur.  Car  comme  la  fo- 
lidité de  la  pyramide  eft  le  tiers  de  celle  d'un  prif- 
me  de  même  bafe  & de  même  hauteur  j de  même 
la  folidité  du  cône  eft  le  tiers  de  celle  d’un  cylindre 
de  même  bafe  & de  même  hauteur.  Or  le  cylindre 
eft  égal  au  produit  de  fa  bafe  par  fa  hauteur , ou  eft 
= abc:  donc  la  folidité  du  cône  en  fera  le  tiers,  ou 
fera  = j abc. 

Théorème  IV. 

757.  La folidité  du  Polyèdre  régulier  ejl  égale  au  pro- 
duit de  fa  furface  par  le  tiers  de  fen  rayon  droit. 

Démonst.  La  folidité  du  polyèdre  régulier  eft 
égale  à celle  de  toutes  les  pyramides  auxquelles  on 
peut  concevoir  (702.)  le  polyèdre  divifé,  en  tirant 
des  rayons  du  centre  à tous  les  angles  folides.  Or 
toutes  ces  pyramides  ont  même  bafe  , & même 
hauteur  à caufe  de  la  régularité  du  polyèdre  : donc 
leur  folidité  eft  égale  à celle  d’une  pyramide  unique, 
qui  auroit  pour  hauteur  la  hauteur  commune  de  tou- 
tes ces  pyramides , & pour  bafe  la  fomme  des  bafes 
de  toutes  ces  pyramides.  Mais  la  folidité  de  cette 
pyramide  unique  eft  égale  (75  3.)  au  produit  de  fa 
bafe , qui  eft  la  furface  du  polyèdre , par  le  tiers 
de  fa  hauteur,  qui  eft'le  rayon  droit  du  polyèdre  : 
donc , &:c. 

Corollaire  I. 

758.  La  folidité  de  la  fphere  eft  égale  au  produit 
de  fa  furface  par  le  tiers  de  fon  rayon.  En  effet  la 
fphere  n’eft  autre  chofe  qu’un  polyèdre  régulier  , 
dont  les  faces  font  devenues  infiniment  petites  & 
infinies  en  nombre.  Or  la  folidité  du  polyèdre  ré- 
gulier eft  égal  au  produit  de  fa  furface  par  le  tiers 
de  fon  rayon  droit  : donc,  &c. 
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Corollaire  1 1. 

759.  Donc  la  folidité  de  la  fphere  eft  la  même 
que  celle  d’un  cône  qui  auroit  pour  hauteur  le  rayon 
de  la  fphere  , 8c  pour  bafe  un  cercle  égal  à la  furface 
de  la  fphere. 

Corollaire  1 1 1. 

y 60.  Donc  la  folidité  de  la  fphere  eft  double  de  la 
folidité  d’un  cône  qui  auroit  pour  hauteur  le  diamé- 
rre  de  la  fphere  , & pour  bafe  un  grand  cercle  de  la 
fphere.  Car  elle  eft  égale  à celle  d'un  cône  qui  au- 
roit pour  hauteur  le  rayon  de  la  fphere  , 8c  pour 
bafe  un  cercle  égal  à la  furface  de  la  fphere.  Or 
ce  cône  eft  quadruple  de  celui  qui  ayant  pour  hau- 
teur le  rayon' de  la  fphere,  auroit  pour  bafe  un 
grand  cercle  de  la  fphere  j mais  il  ne  fera  que  dou- 
ble de  celui  qui  aura  pour  hauteur  le  diamètre  de 
la  fphere , & pour  bafe  un  grand  cercle  de  la  fphere 
(751.)  : donc , &c. 

Corollaire  I V. 

y 61.  La  folidité  de  la  fphere  eft  les  deux  tiers  de 
la  folidité  du  cylindre  circonfcrit;  c’eft-à-dire,  que 
la  folidité  de  la  fphere  eft  i la  folidité  du  cylindre 
circonfcrit , comme  1 : 3 , ou  comme  4 I 6.  Car  la. 
folidité  de  la  fphere  eft  à la  folidité  du  cône  qui  au- 
roit pour  hauteur  l’axe  de  la  fphere  , 8c  pour  bafe  un 

{;rand  cercle  de  la  fphere , comme  1 : 1 (760.)  Or 
a folidité  du  cylindre  circonfcrit , eft  à celle  de  ce 
même  cône,  comme  3 ! ï (756.)^  donc  la  fphere 
eft  au  cylindre  circonfcrit , comme  z : 3 , ou  comme 
4 : 6. 

Corollaire  V. 

j 61.  Donc  les  rapports  des  folidités  de  la  fphere 
Sc  du  cylindre  circorucrit , font  les  mêmes  que  ceux 
de  leurs  fucfaces. 

Archimede , auteur  de  cette  découverte , en  fut 
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fi  charmé  , qu’il  voulut  que  fur  fon  tombeau  on 
gravât  une  fphere  avec  un  cylindre  circonfcrit. 

Corollaire  V I. 

763.  C’eft  pourquoi  lî  à une  fphere  on  circonfcrit 
uh  cylindre,  &c  li  à ce  cylindre  on  infcrir  un  cône; 
c’eft-à-dire , lî  l’on  fait  un  cône  qui  ait  même  bafe 
& même  hauteur  que  le  cylindre , on  aura  trois 
folides , fçavoir  , un  cylindre , une  fphere  & un 
cône  , dont  les  folidités  feront  dans  les  rapports 
3 ; 1 : 1 , ou  comme  1 : -f  l 

Théorème  V. 

764.  La  Sphere  ejl  au  cône  équilatéral  circonfcrit  t 
comme  4 : 9 ( fig.  145.  ). 

Démons^-  La  bafe  du  cône  équilatéral , qui  eft 
le  cercle  qui  a BE  pour  rayon , eft  à un  grand  cer- 
cle de  la  fphere  inferite , ou  au  cercle  qui  a CB 
pour  rayon , comme  3:1,  comme  nous  l’avons 
prouvé  (73  9.) : d’ailleurs  la  furface  de  la  fphere 
inferite  eft  à celle  de  fon  grand  cercle  , comme  4:1; 
donc  la  furface  de  la  fphere  inferite  eft  à la  bafe  du 
cône  équilatéral,  comme  4 ; 3.  Or  la  folidité  de  la 
fphere  eft  égale  au  produit  de  fa  furface  par  le  tiers 
de  fon  rayon  , & la  folidité  du  cône  équilatéral 
eft  égale  au  produit  de  fa  bafe  par  le  tiers  de  fa 
hauteur  , laqu’elle  hauteur  eft  triple  du  rayon  ; car 
puifque  AG=CD  , on  aura  LC=CB=BA=LD  ; 
par  conféquent  la  folidité  de  la  fphere  &c  du  cône 
équilatéral  feront  comme  4X1  eft  à 3 X 3 , ou  com- 
me 4:9. 

Corollaire. 

765.  C’eft  pourquoi  fi  à une  fphere  on  circonf- 
crit un  cylindre  & un  cône  équilatéral , les  folidi- 
tés de  ces  trois  corps  feront  entr’elles  comme  4 : 
6:9,  qui  eft  le  même  rapport  que  celui  qui  a été 
trouvé  entre  les  furfaces  de  ces  mêmes  corps.  . 

PARAGRAPHE 
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PARAGRAPHE  II. 

De  la  Mefure  des  Solides. 

Théorème  I. 

* » , f J 

7 66.  Le  Polyèdre  peut  être  réduit  en  une  Pyramide 
de  même  folidité  que  lui. 

Démonst.  Si  l’on  fait  une  pyramide  qui  ait  pour 
hauteur  le  rayon  droit  du  polyèdre,  & pour  bafe  une 
furface  égale  à la  furface  du  polyèdre  , nous  avons 
prouvé  (757.)  que  cette  pyramide  eft  égale  en  folidité 
au  polyèdre. 

Théorème  II. 

767.  Cette  Pyramide  peut  être  réduite  en  un  Prifme 
polygone  de  même  folidité  quelle. 

Demonst.  Si  fur  une  bafe  polygone  égale  à la 
bafe  de  la  pyramide , on  conftruit  un  prifme  qui  ait 
le  tiers  de  la  hauteur  de  la  pyramide  } la  folidité  de 
ce  prifme  fera  égale  à celle  de  la  pyramide  : car  la  py- 
ramide eft  le  tiers  du  prifme  de  meme  bafe  & de 
mêine  hauteur  (75  x.). 

Théorème  III. 

7<jS.  Ce  Prifme  polygone  peut  être  réduit  en  un  Pa- 
rallélipipede  de  même  folidité  que  lui. 

Démonst.  Confervant  la  hauteur  du* prifme,  on 
peut  réduire  fa  bafe  polygone  en  un  parallélogramme 
de  même  furface  ( *91.  & 591.);  or  en  ce  cas  le 
prifme  polygone  & le  parallélipipede  ayant  des  bafes 
de  même  furface  & des  hauteurs  égales  , feront  égaux 
en  folidité  (750.)  : donc,  &c. 

Théorème  IV. 

769.  Le  Parallélipipede  peut  être  réduit  en  un  Pa- 
rallélipipede rectangle  de  meme  folidité  que  lui. 

Démonst.  Confervant  la  hauteur  du  paralléli- 
pipede , on  peut  réduire  fa  bafe  parallélogramme 
en  un  reétangle  de  même  furface  r or  en  ce  cas  le 
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parallélipipede  parallélogramme.  & le  parallélipipede 
reétangle  ayant  des  bafes  égales  & la  même  hauteur , 
feront  égaul  en  folidité  (750.)  : donc,  &c. 

Théorème  V. 

* • •?  ' • . 

770.  Si  les  dimenfions  du  Parallélipipede  rectangle 

font  continuement  proportionnelles  j ouf  l’onafi^  a'.bl 
c j alors  il  pourra  être  réduit  en  un  cube  de  meme  folidité 
que  lui.  , , 

Démonst.  Comme  en  élevant  au  quarré  la  moyen- 
ne proportionnelle  entre  les  deux  dimenfions  d’un 
re&angle , on  a un  quarré  de  même  furface  que 
le  redtangle  (594.)  : de  même  en  élevant  au  cube  la 
dimenfion  du  parallélipipede , moyenne  entre  les 
deux  autres  , on  aura  un  cube  de  même  folidité 
que  ld  parallélipipede.  Car  à caufe  de  fi-  albl  c, 
on  aura  ac==bb  (ioa.)  ; & multipliant  par  b , on  aura 
abc=.b 3 } or  abc  repréfente  le  parallélipipede  , ôc  b1 
repréfente  le  cube  fait  fur  la  dimenfion  b moyenne 
entre  a & c : donc , &c. 

Corollaire  I. 

771.  Si  les  dimenfions  du  parallélipipede  ne  font 

pas  continuement  proportionnelles  , ou  ne  font  pas 
réductibles  en  des  dimenfions  continûment  propor- 
rionelles , alors  le  parallélipipede  ne  pourra  pas 
être  réduit  en  un  cube  de  même  folidité  que  lui. 
On  pourra  cependant  toujours  divifer  ce  parallélipi- 
pede en  un  nombre  quelconque  de  cubes , dont  la 
fomme  fera  contenue  dans  la  folidité  du  parallélipi- 
pede. - . . 

Pour  cela  il  n’y  a qu’à  réduire  la  bafe  redangle 
du  parallélipipede  en  un  quarré  dé  même  furface, 

( ce  qui  transforme  le  parallélipipede  re&angle  en 
un  prifme  quadrangulaire  de  même  folidité  ) & 
porter  le  côté  de  la  bafe  fur  la  hauteur  du  prifme 
pour  avoir  le  nombre  de  fois  qu’il  y eft  contenu  ; 
alors  le  parallélipipede  fe  trouvera  divifé  en  autant 
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de  cubes , que  fa  hauteur  contiendra  de  fois  le  côté 
de  la  bafe. 

Mais  remarquez  que  cette  divifion  du  parallélipi- 
pede  en  un  nombre  quelconque  de  cubes  ne  fera  pas 
exacte , & qu’il  y aura  toujours  un  refte. 

Corollaire  I I. 

77Z.  Comme  le  quarré  ne  peut  pas  être  réduit 
en  une  figure  plus  ample,  & que  par  cette  raifon 
il  eft  regardé  comme  la  mefure  la  plus  fimple  qu’on 

Jmiffe  employer  pour  mefurer  les  furfaces  : de  mêmç 
e cube  ne  peut  plus  être  réduit  en  un  folide  plus 
fimple  que  lui , & par  cette  raifon  il  eft  regardé 
comme  la  mefure  la  plus  fimple  dont  on  puiile  fe 
fervir  pour  mefurer  les  folidités.  C’eft  pourquoi , 
comme  on  évalue  les  furfaces  planes  en  toifes , ou  - 
pieds , ou  pouces  quarrés  : de  même  on  évalue  les 
folidités  en  toifes  , ou  pieds  , ou  pouces  cubiques. 

PARAGRAPHE  III. 

Du  Rapport  des  Solidités.  , t 

Les  folides  , de  même  que  les  lignes  & les  furfar 
ces , ont  un  rapport  entr’eux  : mais  il  y a cette 
différence  que  le  rapport  qui  eft  entre  les  lignes , 
eft  fimple  , parce  qu’elles  n’ont  qu’une  dimenfion  j 
que  le  rapport  qui  eft  entre  les  l'urfàces,  eft  com- 
pofé  de  deux  rapports  , parce  qu’elles  ont  deux  di- 
menfions ÿ 8c  que  le  rapport' qui  eft  entre  les  folides, 
eft  compofé  de  trois  rapports , parce  qu’ils  ont  trois 
dimenfions.  Nous  allons'  parler,  i°.  du  rapport  des 
folides  ; z°.  des  conféquences  qui  réfu.ltent  du  rap- 
port des  folides.  / 

N O M B R E I. 

Du  Rapport  des  Solides. 

...  ’T  H £ O R.  è M E I. 

77  J.  Les  Solides  font  entr’eux  en  raifon  compofée 
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de  celles  de  leurs  trois  dimenfions  j hauteur , largeur  Sr 
profondeur. 

Démon  s t.  Chaque  folide  eft  égal  au  produit  de 
Tes  trois  dimenfions  : donc  les  folide?  font  entr’eux 
comme  les  produits  de  leurs  trois  dimenfions.  Or 
les  produits  font  ( io6.  ) en  raifon  compofée  de 
celles  de  leurs  racines,  qui  font  ici  les  trois  dimen- 
fions ; fçavoir , les  hauteurs , les  largeurs  & les 
profondeurs:  donc,  &c. 

C’eft  pourquoi  fi  l’on  appelle  les  folides  P , p , 
les  hauteurs  A,  u;  les  largeurs  B,  b,  les  profon- 
deurs C,  c,  on  aura,  comme  nous  l’avons  vu  ( 747.  ) 
P = ABC , & p=abc  : donc  P : p ::  ABC  î abc , ou 

P ABC 

ce  qui  revient  au  meme , — — — — 

* p abc 

„ P ABC  AxBxC 

que  1 on  a — ==  ——  — = 

p abc 


. Or  il  eft  évident 
A 

v - 

b 


B C 
x — x— ; 


ou 


nxixc 
ABC 

l’on  voit  que  la  raifon  ■ ■ • eft  compofée  des  raifons 
ABC 

— , — , — , qui  font  celles  des  hauteurs  des  largeurs 
& des  profondeurs  des  folides  : donc , & c. 

Corollaire  I. 


774.  Les  folides  font  en  raifon  compofée  de  cel- 
les de  leurs  bafes  & de  leurs  hauteurs.  Car  chaque 
folide  eft  égal  (743.)  au  produit  de  fa  bafe  par  fa 
hauteur  : donc  ils  font  entr’eux  comme  les  produits 
des  bafes  par  les  hauteurs , & par  conféquent  font 
en  raifon  compofée  (206.)  de  celles  des  bafes  & des 
hauteurs.  C’eft  pourquoi  nommant  les  hauteurs  A, 
a , & les  bafes  BC  , bc , on  aura 

«Y  P : p ::  ABC  : abc. 

Corollaire  1 1. 

77 j.  Si  deux  folides  ont  même  hauteur,  ils 
font  entr’eux  comme  leurs  bafes , comme  nous  l’a- 
vons déjà  dit  (75 1.).  Car  la  hauteur  étant  la  même, 
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dans  la  proportion  P l p II  ABC  : abc,  on  aura 
A = a ; donc  à leur  place  fubftituant  l’unité , on  aura 
P : p BC  : bc.  Pareillement  lorfque  les  bafes  font 
les  mêmes  , on  a BC=éc  ; donc  leur  fubftituant  l’u- 
nité , on  aura  P : p \ : A : a. 

Corollaire  III. 

» » 

77 6.  Donc  fi  la  hauteur  & la  bafe  d’un  folide 
font  réciproques  à la  hauteur  & à la  bafe  d’un  autre 
folide  , alors  les  deux  folides  feront  égaux.  Car  par 
l’hypothèfe  À î a II  bc  : BC  ; donc  ABC  = abc,  8c 
par  conféquenc  P —p.  ■ 

Corollaire  IV. 

777.  Les  polyèdres  réguliers  font  en  raifon  com- 
pofées  de  celles  de  leurs  rayons  droits  &c  de  leurs 
furfices.  Car  chaque  polyèdre  régulier  eft  (757.) 
égal  au  produit  de  la  furface  par  le  tiers  de  fon  rayon 
droit:  donc  deux  polyèdres  réguliers  font  entr’eux 
comme  les  produits  de  leurs  furfaces  par  les  rayons 
droits.  Or  les  produits  font  en  raifon  compofée  de 
leurs  racines  : donc,  &c. 

Théorems  II. 

778.  Les  Solides  femblables  font  en  raifon  triplée  de 
ce'les  de  leurs  dimenjions  homologues. 

Démonst.  Les  folides  P ,p,  font  en  raifon  cornpo- 
4£c:(77$.}  de  leurs  dimenfions  homologues;  c’eft-à- 
dire , l’on  a P '.pli  ABC:  abc.  Or  à caufe  de  la 
fimilitude  des  folides , les  dimenfions  homologues 
font  proportionnelles  ; c’eft-à-dire  , l’on  a la  propor- 
tionnalité A:  a:i  B:é::C:c;  donc  la  raifon  qui 
eft  compofée  de  ces  trois  raifons  égales  , fçavoir  , la 
raifon  ABC  : abc , eft  une  raifon  triplée. 

Corollaire  I. 

779.  Donc  les  folides  femblables  font  entt’eux 
comme  les  cubes  de  leurs  côtés  homologues  ; c’ëftr- 
à-dire  , l’on  aura  P lp  II  A3  ta3  llh^lb*  :;CJ  if*. 

Y 5. 
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Car  ils  font  en  raifon  triplée  de  celles  de  leurs  dimen- 
lîons  homologues.  Or  une  raifon  triplée  eft  égale 
(zo 6.)  à la  raifon  qu’ont  entr’eux  les  cubes  des  ter- 
mes de  chacune  des  trois  raifons  compofantes  : donc, 
8cc. 

Corollaire  1 1.  . 

780.  Les  polyèdres  réguliers  femblables  font  en- 

tr’eux comme  les  cubes  de  leurs  rayons:  car  les  rayons 
font  des  dimenfions  homologues  dans  les  polyèdres 
réguliers  femblables.  , 

Corollaire  III. 

781.  Les  fpheres  font  entr’elles  comme  les  cubes 
de  leurs  rayons , ou  de  leurs  diamètres  : car  les  fphé- 
res  font  des  polyèdres  réguliers  femblables  , qui  ont 
une  infinité  de  faces  infiniment  petites. 

Nombre  IL 

Conféquences  qui  réfultent  du  Rapport  des  Solides. 

Théorème  I. 

781.  Deux  Solides  femblables  , dont  les  dimenfons 
homologues  font  commenfurables  , pourront  toujours  être 
repréf entés  par  des  nombres  cubiques. 

Démonst.  Les  folides  femblables  font  entr’eux 
comme  les  cubes  de  leurs  dimenfions  homologues. 
Or  ces  dimenfions  homologues  étant  fuppofées  com- 
menfurables, leurs  cubes  font  toujours  repréfentés 
par  des  nombres  cubiques.  Car  fi  les  dimenfions  ho- 
mologues font  comme  1 8c  1 , les  cubes  feront  comme 
1 8c  S : fi  les  dimenfions  homologues  font  comme  1 
8c  3 , les  cubes  feront  comme  1 & 17. 

■Par  conféquent  les  dimenfions  homologues  des 
lolides  femblables  font  toujours,  entr’elles  comme  les 
racines  de  deux  cubes. 

. Théorème  II. 

783,  Une  Racine  cubique  eft  toujours  la  première  de 
deux  moyennes  proportionnelles  entre  l’unité  & le  cube. 
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Démonst.  Le  cube  eft  en  raifon  triplée  de  fa  ra- 
cine ( 106 .)  : donc  il  eft  toujours  répréfenté  par  le  qua- 
trième terme  d’une  progrellïon  géométrique  quelcon- 
que i\l  2 : 4 : 8 , ou  1 : 3 : 9 : 27  , ou  , &c.  Car 
nous  avons  prouvé  (141.)  que  dans  une  progreflïon , 
le  premier  & le  quatrième  termes  étoient  en  raifon 
triplée  des  deux  premiers.  Or  dans  route  progreflïon 
géométrique  , le  premier  terme  étant  l’unité  , le  fé- 
cond eft  la  racine  , le  troifiéme  eft  le  quarré  , & le 
quatrième  eft  le  cube  j mais  de  plus  le  fécond  & le 
troifiéme  termes  font  moyens  proportionnels  entre 
l’unité  & le  cube  : donc,  &c.  ^ 

Corollaire. 

- 784.  Par  conféquent  lorfqu’on  a un  cube  donné  , 

pour  en  trouver  la  racine,  il  n’y  a qu’à  chercher  deux 
moyennes  proportionnelles  entre  l’unité-  & le  cube 
donné.  Or  pour  trouver  deux  moyennes  proportion- 
nelles entre  deux  quantités  , par  ex:  a &c  b , on  fait  la 
progreflïon  ~ al  x\y  : b:  donc  (242.)  a\b  \\  a'  : 

: donc  (199.)  axr=a*b , & divifant  par  <2,  on 

aura  X*  =a*b:  donc  x = & c’eft  le  premier 

moyen  proportionnel.  Maintenant  il  fera  facile  de 
trouver  le  fécond  moyen  proportionnel , qui  eft  le 
troifiéme  terme  de  la  progreflïon.  Car  connoiflant  le 
premier  terme  , le  fécond  & le  quatrième , il  ne  fau- 
dra plus,  pour  trouver  le  troifiéme  , que  chercher 
une  moyenne  proportionnelle  entre  le  fécond  & le 
quatrième  terme , fuivant  la  réglé  de  trois. 

Théorème  III. 

785.  Un  Cube  double  d'un  autre  cube  donné  ejl  un r 
quantité  impojjiblc  arithmétiquement. 

Démonst.  Suppofons  le  cube  donné  le  cube 
qui  en  feroit  double  , feroit  1a * : donc  pour  cons- 
truire le  cube  xa^il  faudroit  trouver  deux  moyen- 

Y 4 
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nés  proportionnelles  encre  i & la J j ou  , ce  qui  re- 
vient au  même,  il  faudrait  trouver  la  racine  cubique 
& numérique  de  la  quantité  xaJ.  Or  la  quantité  ia* 

? j 

n’a  d’autre  racine  que  ]/ za* , ou  a y i , laquelle n’eft 
pas  commenfurable  j,  parce  que  z n’étant  point  un 

cube  parfait , \/ x eft  une  quantité  impoflîble  arith- 
métiquement : donc , Scc.  .... 

Théorème  IV. 

« * 

786.  Un  Cube  double  d’un  Cube  donné  n’ejl  pas  non 
plus  une  quantité  pojjible  géométriquement  ; en  ne  fe  fer* 
vant  que  de  la  réglé  6*  du  compas  , ou  n employant  que 
la  ligne  droite  & le  cercle. 

Démonst.  Car  en  n’employant  que  la  réglé  & le 
compas  , ou  la  ligne  droite  & le  cercle  ; on  peut 
bien  trouver  une  moyenne  proportionnelle  entre  1 
& 1 , ou  1 & 3 , ou  1 & 4,  &c.  mais  on  n’en  peut 
pas  trouver  deux;  ' . 

Corollairqc 

787.  Une  quantité  triple,  quadruple  , quintuple  , 
Scc.  d’un  cube,  n’eft  pas  elle-même  un  cube.  En  gé- 
néral une  quantité  cubique  multipliée  par  une  quan- 
tité non  cubique , ne  peut  pas  être  un  cube  parfait. 

Remarque. 

788.  Mais  en  fe  feryant  des  lignes  courbes , on 
peut  trouver  Sc  çonftruire  un  cube  double  d’un  autre 
cube  ; parce  que  combinant  le  cercle  avec  la  parabole , 
on  peut  trouver  deux  lignes  moyennes  proportion- 
nelles entre  deux  autres  lignes  données  : 'c’eft  pour- 
quoi le  problème  de  la  duplication  du  cube,  qui  étoit 
f fameux  chez  les  Anciens,  eft  réfolubl©  dans  la 
Géométrie  des  courbes. 
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SECONDE  PARTIE. 


Êlémens  de  la  Géométrie  Pratique . 

LA  Géométrie  pratique  eft  celle  cjui  opéré  fur 
Ton  objet.  Le  but  de  la  Géométrie  fpeculative 
eft  de  démontrer  \ celui  de  la  Géométrie  prati- 
que eft  d’opérer  & d’exécuter.  On  y diftingue 
deux  objets,  fçavoir,  r°.  le  calcul  j z°.  les  opé- 
rations. . 


SECTION  I. 

Du  Calcul  de  la  Géométrie  pratique • 

LE  Calcul  de  la  Géométrie  pratique  confifte  dans  — 
des  méthodes  fimples  & abrégées  , qu’elle  a 
introduites  dans  le  calcul  ordinaire  , pour  en  ren- 
dre l’exécution  plus  facile  & plus  prompte.  On  dis- 
tingue deux  fortes  de  calculs  dans  la  Géométrie 
pratique  : t°.  le  calcul  décimal}  i°.  le  calcul  loga- 
rithmique. 
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CHAPITRE  I. 

1 / «'  . V j » 

• • i ' •-  Vi  / 4 


Du  Calcul  Décimal. 


LE  calcul  décimal  a cté  trouvé  pour  obvier  à l'incon- 
vénient qui  fe  rencontre  dans  la  divifion  & l’ex- 
traârion  lorfqu’elles  ne  font  pas  juftes  , mais  qu’elles 
laiflent  des  reftes  qu’on  voudrait  négliger.  Car  plus  les 
nombres  que  l’on  divife,  ou  dqot^pn  veut  extraire  une 
racine , font  petits , moins  on  peut  négliger  les  reftes  ; 
par  ex:  fi  l’on  divife  5 par  2,  on  aura  7 = 2 -4-7,  ou 
l’on  a la  fraétion , ou  le  refte  7,  qu’on  ne  peut  négli- 
ger fans  une  erreur  fenfible  , patjçe.qHe  cette  fraéhon 
ou  ce  refte  eft  une  quantité  de  quelque  conféquence 
par  rapport  à un  petit  nombre  comme  5.  Mais  fi  l’on 
avoit  a divifer  501  par  2,  on  aurait  ^=250-4-7,  où 
l’on  voit  que  la  fra&ion , ou  le  refte  { peut  être  négligé 
fans  erreur  fenfible , parce  qu’elle  eft  de  peu  de  confe- 
quence  par  rapport  â un  grçtndjnomjîre , tel  que  5 o 1 . Il 
faut  dire  la  même  chofe  pourTextra&ion  des  racines. 

1°.  Afin  de  pouvoir  négliger  fans  inconvénient  les 
fraétions  qui  fe  trouvent  de  refte  apres  les  divifions , 
les  Géomètres  ont  imaginé  une  méthode  pour  trans- 
former les  petits  nombres  qu’ils  auraient  à divifer,  en 
des'  nombres  trcs-confidérabies.  Pour  cela  ils  font  par- 
tis de  ce  principe , que  plus  les  parties  d’un  tout  dimi- 
nuent en  grandeur  plus  elles  augmentent  en  nombre . 

II0.  Ils  divifent  donc  la  petite  quantité  dont  ils 
veulent  négliger  les  reftes  , par  un  très-grand  nombre 
quelconque  , ce  qui  diminue  la  grandeur  des  parties, 
mais  en  augmente  confidérablement  le  nombre  : de 
plus  ils  la  multiplient  aufli  par  le  même  nombre  qui 
a divifé  , pour  conferver  à la  quantité  fa  même  va-. 


Digitized  by  Gooi 


DE  GÉOMÉTRIE.  ,*47 
leur  ; ce  qui  la  transforme  en  une  exprefiion  compofée 
d’un  grand  nombre  de  chiffres  : d’où  il  réfulte  que 
les'reftes  que  lailFeroit  la  divifion,  ou  l’extra&ion 
qu’on  feroit,  feroient  de  peu  de  conféquence. 

111°.  Dans  la  pratique  il  eft  à propos  de  multiplier 
5c  de  divifer  la  quantité  dont  on  veut  changer  l’ex- 
preflion , par  un  grand  nombre  plutôt  que  par  un  pe- 
tit j parce  que  plus  eft  grand  le  nombre  par  lequel  on 
transforme  la  quantité  , plus  les  parties  de  cette  quan- 
tité deviennent  petites,  Ôc  les  reftes  que  l’on  néglige, 
font  de  peu  de  conféquence. 

IV°.  Il  vaut  mieux  multiplier  5c  divifer  la  quantité 
parun  nombre  décimal  quelconque,  io,!ijOo,  1000, 
i oooo , 5cc.  que  par  tout  autre  nombre  ; par  la  raifon 
que  la  multiplication  5c  la  divifion  par  les  nombres 
décimaux  font  plus  aifées  6c  plus  promptes.  C’eft 
pourquoi  fi  je  veux  transformer  en  un  grand  nom- 
bre les  quantités  3 , 25  , 48 , ÔCc.  j’aurai , en  mul- 
tipliant 5c  divifant  par  10  , les  quantités  — , 
Or  ces  fractions  s’expriment  d’une  façon  abré- 
gée comme  ceci  3 • 03  2 5 • 03  48  • o , 5 ce.  en  in- 
tercallant  un  point  qui  foie  fuivi  d’autant  de  carac-; 
teres , qu’il  y a de  zéro  dans  le  dénominateur  déci- 
mal fous- entendu.  Pareillement  li  je  multiplie  ôc  fi 
je  divife  par  x 00  les  quantités  3 , 2 j , 48  , ôc c.  elles 
deviendront  ■&,  ou  3 < 00.3  23  • ooj 

48  • 00 , 5 ce. 

V°.  Les  quantités  3 *0,23  • o -,  48  * o , 5cc.  ou 
3 * 00 , 2 5 « 00 , ou  d’autres  femblables , font  ce 
qu’on  appelle  fractions. décimales  ; / raclions , parce 
qu’elles  ont  un  numérateur  ôc  un  dénominateur  ; de- 
çimales , parce  que  leur  dénominateur  eft  toujours 
un  nombre  décimal  , 5c  le  calcul  qui  opéré  fur  ces 
fractions  , s’appelle  calcul  décimal  , ou  calcul  des  dé- 
cimales. Or  comme  dans  les  fractions  décimales  ainft 
exprimées  , le  dénominateur  eft  toujours  fous-enten- 
du  , l’expreflion  de  la  fraétion  fe  trouve  changée  en 


• : ■ i 

34*  É L E M £ N S 

celle  d’entiers , ce  qui  en  rend  le  calcul  plus  aifé  & 

plus  commode. 

VI°.  Pour  la  même  raifon  , fi  j’ai  les  fraétions  ^ , 
^ , &c.  je  puis  les  écrire  d’une  façon  abrégée , 
comme  ceci  ,0-3, 1-5, 4*8,  Scc.  ; il  en  eft  de 
même  des  fractions  7^7 , Scc.  qui  font  la 

même  chofe  que  0*03, 0*25,0*  48, 0-950; 
ce  qui  fe  fait  en  mettant  un  zéro  avant  le  point  pour 
le  rendre  plus  remarquable  , & après  le  point  des 
zéro  placés  de  façon  que  l’ordre  & le  rang  des  chif- 
fres foient  confervés. 

Ainfi  l’on  voit  que  tout  l’art  du  calcul  décimal 
confifte  à réduire  les  petits  nombres  en  fraélions  dé- 
cimales , transformer  ces  fractions  décimales  en  l’ex- 
preffion  d’entiers  , & par  ce  moyen  en  rendre  le  cal- 
cul aufli  aifé  & auffi  commode  que  celui  des  nombres 
entiers  eux-mêmes. 


PRINCIPE  I. 


789.  Une  quantité , par  ex  : 3 , multipliée  & di- 
vifée  par  différens  nombres  pris  fucceffivement  , 
conferve  toujours  fa  même  valeur , par  ex  : les  quan- 
tités  77  , font  égales  entr’elles , & font 

chacune  = 3 ; par  conféquent  les  fraékions  3*0, 
5*oo,3*  000  , 3 • 0000  , &c.  quoique  différentes 
en  apparence  , font  cependant  égales. 


PRINCIPE  II. 

790.  Mais  une  quantité  , par  ex  : 3 , divifée  Am- 
plement par  différens  nombres  pris  fucceffivement , 
ne  conferve  plus  la  même  valeur  , par  ex  : les  quan- 
tités T-o  > 17Z  > ihz  > ^ font  point  égales , & par  confis- 
quent les  fractions  0*3, o*  03, o*  00  3,  &c.  font 
de  différente  valeur. 


Corollaire. 

791.  Il  fuit  de  ce  que  nous  venons  de  dire  * 
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1°.  Que  l’expreflion  3 • o n’eft  pas  la  même  chofe 
que  o • 3 ; car  3 • c==^,  &o  • i=-~. 

11°.  Pareillement  l’expreflion  o • oj  n’eft  pas  la 
même  chofe  que  o • ^o;  car  la  quantité  o • 05  =3 
^ au  lieu  que  o * 5 o = -£. 

111°.  Lorfque  dans  une  fra&ion  décimale  il  ne  fe 
trouve  que  des  zéro  après  le  point , la  valeur  de  la 
fraétion  ne  s’eftime  que  par  les  chiffres  qui  précédent 
le  point , & alors  le  nombre  des  zéro  qui  luivent  le 
point , peut  être  augmenté  ou  diminué,  fans  changer 
la  valeur  de  la  fraékion  3 ainfi  l’on  a 45  • o si» 
4j  • 00000. 

1V°.  Mais  lorfqu’après  le  point  il  fe  trouve  des 
chiffres  pofitifs  ; pour  avoir  la  valeur  de  la  fraétion  , 
il  -faut  avoir  égard  , & au  nombre  de  ces  chiffres  , & 
au  rang  qu’ils  tiennent;  c’eft  pourquoi  45  • o n’eft 
pas  égal  à 45  • 3.  Car  45  • o=~- , au  lieu  que45  ’ î 
= Pareillement  45  • 30  n’eft  pas  la  même  chofe 
que  45  • 03  ; car  45  • 30==—,  ou^,  au  lieu 
que  45  • 03  = "^  Dans  ce  cas  on  ne  peut,  fans 
changer  la  valeur , augmenter  ou  diminuer  que  les 
zéro  qui  fe  trouvent  après  tous  les  chiffres  pofitifs 
qui  fuivent  le  point. 

V°.  On  peut  pour  plus  grande  commodité  retran- 
cher les  derniers  chiffres  d’une  fraéfcion  décimale  ; 
mais  alors  il  faut  ajouter  une  unité  au  chiffre  qui  refte 
le  dernier,  lorfque  le  premier  des  chiffres  qu’on  né- 
glige , furpalle  5 -,  par  ex  : fi  dans  la  fraétion  o • 48  64 , 
je  néglige  les  deux  derniers  chiffres , je  dois  écrire 
o • 49  , & non  pas  o • 48.  Car  o • 49  = o • 4900  , 
& o • 48  =*=  o • 4800  : or  o • 4900  approche  plus  près 
de  la  valeur  o • 4864  , que  o • 4800. 

Réglé  J. 

791.  Pour  réduire  un  nombre  entier  en  fraétion 
décimale  , il  n’y  a qu’à  mettre  après  l’entier  un  point 
fuivi  d'autant  de  zéro  que  l’on  voudra  ; par  ex  : l’en- 
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tier  J7  fe  transforme  en  37*0,  on  37  • 00  , ou 
3 7 • 000 , &c.  En  effet  37  • o = -^  = 3 7.  Pareille- 
ment 37  • ooss”—  37. 

Réglé  IL 

793.  Si  l’on  a un  nombre  entier*joint  à une  frac- 
tion , par  ex  : 2 3.-^ , que  l’on  veuille  réduire  en  une 
fra&ion  décimale 3 il  eft  clair  que  puifque  ^=0-4, 
l’on  aura  23  -^=23*4:  par  la  même  raifon  on  aura 
auili  23  ^==  23  -04  : pareillement  l’on  a 23  7—  — 
a.  3 .004  j 8c  ainfi  du  refte,  inférant  toujours  avant  le 
4 des  zéro,  de  façon  qu’après  le  point  il  fe  trouve  au- 
tant de  chiffre* , ou  caraéteres  , qu’il  y aura  de  zéro 
au  dénominateur. 

, .Réglé  III.  - 

794.  Si  l’on  veut  réduire  une  fra&iori  ordinaire  en 

une  fraétion  décimale  3 il  faut  d’abord  la  réduire  à un 
dénominateur  qui  foit  un  nombre  décimal  lorfqHe 
cette  réduction  eft  poflÿ>le.  La  fraétion  étant  devenue 
décimale , s’écrira  fuivant  la  méthode  abrégée , en 
intercalant  un  point  qui  foit  fuivi , &c.  3 par  ex  : ^ fe 
réduit  en  fraétion  décimale  , en  faifant  = ^ 

= 0 • j. 

Corollaire. 

795.  Il  fuit  de  ce  que  nous  venons  de  dire  que  les 
chiffres  qui  précédent  le  point,  peuvent  être  regardes 
comme  aeS  nombres  entiers,  & que  les  décimales  ne 
font  exprimées  que  par  les  chiffres  qui  fuivent  le 
point  3 par  ex  : la  fraétion  4*05=4~i--^}car4* 

5 ==  Tôô  ==  4 ”•  Têë  ==  4-riï* 

Réglé  IV.. 

79^.  Les  fractions  décimales  font  fufceptibles  des 
opérations  de  l’Arithmétique  , lefquelles  font  pour 
les  frà&lônS  décimales  précifément  les  mêmes  que 
celles  qui  fe  font  fur  les  nombres  entiers  3 il  y a feu- 
lement quelques  précaution  à prendre  pour  placer  le 
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point  qui  féprre  les  nombres  entiers  des  nombres 
fractionnaires. 

I?.  L’addition  des  décimales  fe  fait  en  écrivant  les 
fractions  les  unes  fous  les  autres  , de  façon  que  les 
points  foient  en  colonne  , ôc  en  prenant  la  fomme  du 
tout  y par  ex  t • • 

t * • • - v 


34.  • oii 
24Z  • 71 

280  • $22 


ou 


34  • 012 
242  • 710 
3 • 800 

280  • 5 22 


La  raifon  de  cette  opération  s’appercevra  aifé- 
ment , en  réduifant  les  fractions  décimales  à leur 
état  naturel  de  fraCtion  j par  ex  : la  fomme  des  frac- 
tions décimales  2 • 03  & 3 • 40  , doit  être  5.  • 43. 
En  effet  2 • oi==2H — — = — 

• J 1 J o o 100  1 100  100  J 

pareillement 
or  la  fomme  de 
donc  , &c. 

11°.  La  fouftraCtion  fe  fait  en  arrangeant  les  quan- 
tités données  de  la  même  maniéré  que  ci-defTus , Sc 
en  opérant  à l’ordinaire  3 par  ex  : 


40  = 3-4-—=—-+-—=^: 

1 y 1 100  IOO  1 1 o o • 100 

• *®«  1 »4o  n 14»  _ 

elt  — 717=  J * 43  • 


68  • 304 
3g  • 7 
3 1 • 604 


ou 


68  • 304 
36  • 700 

3 1 • 604 


La  raifon  de  cette  opération  fe  trouvera  de  la  mê- 
me maniéré  que  pour  l’addition. 

111°.  La  multiplication  fe  fait  comme  celle  des 
nombres  entiers , obfervant  que  dans  le  produit 
rotai  il  faut  féparer  par  un  point  autant  de  chiffres 
fur  la  droite  , qu’il  y a de  décimales , tant  dansée 
multiplicande  que  dans  le  multiplicateur  3 en  forte 


1 
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que  fi  le  produit  total  ne  contenoit  pas  autant  de  chif- 
fres qu’il  y a de  décimales  dans  le  multiplicande  & le 
multiplicateur,  il  faudroit  mettre  fur  la  gauche  un 
nombre  fuffifant  de  zéro  ; par  par  ex  : 


43  * 7 o*7 

1 3 • o o • i z 


00  o 

1 3 1 1 
437 

568  • 10 


14 

7_ 

o • 084 


La  raifon  de  cette  opération  fe  trouvera  de  la  mê- 
me maniéré. 

1V°.  La  divifion  fe  fait  auflî  de  la  même  maniéré 
que  celle  des  nombres  entiers:  mais  il  faut  remar- 
quer , i°.  qu’après  avoir  trouvé  le  quotient , il  faut 
féparer  par  un  point  autant  de  chiffres  fur  la  droite  , 
qu’il  fe  trouve  plus  de  décimales  dans  le  dividende 
que  dans  le  divifeur  : x°.  s’il  fe  trouve  plus  de  déci- 
males dans  le  divifeur  que  dans  le  dividende , alors 
il  faut  ajouter  aux  décimales  du  dividende  autant  de 
zéro  que  l’on  voudra  j 30.  fi  Von  en  ajoute  précifé- 
ment  pour  qu’il  y ait  autant  de  décimales  dans  le 
dividende  que  dans  le  divifeur , alors  le  quotient 
fera  fans  décimales  ; & jfi  l’on  en  ajoute  de  plus, 
le  quoriént  aura  un  nombre  de  décimales  égale  à ce 
furplus.  Voici  des  exemples  : 


' li-Lillîll  — 04 . 10. 

i • x x . 3 4*  5 7 y 1 

La  raifon  de  cette  opération  fe  trouvera  de  la  mê- 
me  façon  que  pour  les  opérations  précédentes. 


CHAPITRE 

* 
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CHAPITRE  II. 

• » 

Du  Calcul  Logarithmique. 

1°.  N fçait  que  l’addition  Sc  la  fouftra&ion  font 
des  opérations  plus  fimples  que  la  multipli- 
cation St  la  divifion  j pareillement  que  la  multiplica- 
tion & la  divifion  font  un  calcul  moins  compofé 
que  l’exaltation  & l’extradion.  Il  feroit  donc  avan- 
tageux de  trouver  une  méthode  qui  put  changer  en 
additions  & fouftradions  toutes  les  efpéces  de  mul- 
tiplications & de  divifions  j qui  pût  pareillement 
fubftituer  la  multiplication  & la  divifion  à la  place 
de  l’exaltation  & de  l’extradion  ; & l’on  voit  qu’une 
pareille  méthode  fimplifieroit  beaucoup  les  opéra- 
tions. 

II0.  Or  cette  méthode  a été  trouvée  par  le  fa- 
meux Nepper  , Géomètre  Ecoflois  , lequel  a donné 
l’art*  de  iubftituer  des  nombres  artificiels  à la  place 
dénombré  ordinaires , pour  faire  fur  ceux-là  , par 
voie  d’addition  & de  fouftraétion  , ce  qu’il  faudroic 
faire  fur  ceux-ci  par  voie  de  multiplication  & de  di- 
vifion \ Sc  de  faire  pareillement  fur  les  premiers  par 
voie  de  multiplication  & de  divifion  , ce  qu’on  feroit- 
obligé  de  faire  fur  les  derniers  par  voie  d’exaltation 
& d’extradion. 

111°.  Ces  nombres  artificiels  que  l’on  fubftitue  à la 
place  des  nombres  ordinaires  , font  ce  que  l’on  ap-  , 
pelle  Logarithmes , & l’ufage  qu’on  en  fait,  s’appelle 
Calcul  logarithmique , lequel  eft  tout  fondé  fur  la  na- 
ture des  deux  progreffions  arithmétique  Sc  géométrique . 

PRINCIPE  I. 

797.  Dans  toute  progreffion  géométrique , dont 
les  termes  font  affedés  d’expofans , les  expofans 
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font  en  progreflïon  arithmétique  , par  ex  : fi  j’ai  la. 
progreflion  géométrique  , * 

~ a°  : a1  : Ü*  : al  : a*  : a'  : a6  : 8cc. 
les  expofans  donneront  la  progreflion  arithmétique 
--  o • i • 2 • 3 • 4 • 5 • 6 , 6cc. 
enforte  que  fi  je  fuppofe  æ=2  , j’aurai  les  deux  pro- 
greflions  fuivantes , 

-^-1:2:4:  8:  n>:  31:  64,  8cc. 
o*i  '2*3*4  *S  ’ 6 i &c. 

dont  l’une  eft  la  progreflion  des  termes  , 8c  l’autre 
celle  des  expofans,  6c  que,  pour  plus  grande  facilité, 
on  écrit  en  deux  colonnes  , comme  ceci: 

0  

1  

1 

’ 5 

4  

5 ....  . 



♦ 7 

8 . ••  • • • 

&c. 

PRINCIPE  II. 

798.  Les  opérations  qui  fe  font  par  voie  de  multi- 
plication & de  divifion  fur  les  termes  de  la  progreflion 
géométrique , fe  font  par  voie  d’addition  8c  de  fouf- 
traélion  fur  les  termes  correfpondans  de  la  progreflïon 
arithmétique  3 8c  celles  qui  fe  font  par  voie  d’exalta- 
tion 8c  d’exrra&ion  fur  les  premiers , fe  font  par  la 
multiplication  8c  la  divifion  fur  les  deniers. 

, 1°.  Dans  la  progreflion  géométrique  , fi  je  prends 

les  quatre  termes  1 • 2 • 4 * 8 , le  produit  des  deux 
moyens  2 X 4 = 1 X 8 , produit  des  extrêmes  3 au 
lieu  que  prenant  les  termes  correfpondans  o • 1 • 2 • 
3 dans  la  progreflion  arithmétique  , on  a la  fomrne 


1 

2 

4 

8 

16 

3* 

64 
128 
256 
8c  c. 
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des  moyenr^-h  i — o + j,  fomme  des  extrêmes. 

11°.  Pareillement  fi  dans  la  progreilion  géométri- 
que , je  prends  le  produit  des  moyens  4 x 8=3x5 
ôc  que  je  le  divife  par  2 , j’aurai  -^  = 1 6 , qui  eft  le 
quatrième  terme  de  la  proportion  2 : 4 ;;  8 : 16; 
au  lieu  que  dans  la  progreilion  arithmétique  , il  faut 
prendre  ,1a  fomme  des  moyens  2 -+-  3 = 5 , & en 
retrancher  le  terme  1 , pour  avoir  le  dernier  terme 
de  la  proportion  arithmétique  correfpondanre  1 • 
z V } • 4 > que  j’ai  prife  dans  la  progreilion  arith- 
métique. 

111°.  Si  dans  la  progreilion  géométrique  j’éleve  le 
fécond  terme  2 à la  rroifiéme  puilîance , j’aurai  le 
quatrième  terme  8 : mais  dans  la  progreilion  arithmé- 
tique , au  lieu  d’élever  à la  troifieme  pu  i fiance  le  fé- 
cond terme  1 , je  n’ai  qu’à  le  tripler  , ou  le  multi- 
plier par  3 , & j’aurai  le  quatrième  terme  3 vis-à-vis 
de  8. 

1V°.  Si  dans  la  progreilion  géométrique  je  veux 
extraire  la  racine  troifieme  du  feptiéme  terme  64  , 
j'aurai  pour  racine  le  nombre  4,  qui  ell  le  troifieme 
terme  de  la  progreilion  : mais  dans  la  progreilion 
arithmétique  je  n’ai  qu’à  divifer  par  3 le  feptiéme 
terme  6 , 8c  j’aurai  le  troiliéme  terme  2 de  la  pro* 
greflion  vis-à-vis  de  4. 


Corollaire. 

% - 

799.  Les  termes  de  la  progreilion  arithmétique 
s’appellent  les  Logarithmes  des  termes  de  la  progref- 
fion  géométrique,  auxquels  ils  répondent,  & dont  ils 
peuvent  être  regardés  comme  les  expofans.  11  fuit  de 
tout  ce  que  nous  venons  de  dire  3 

1°.  Que  le  produit  de  deux  nombres  répond  à U 
fomme  de  leurs  logarithmes. 

11°.  Que  le  quotient  de  deux  nombres  répond  a la 
différence  de  leurs  logarithmes. 

111%  Que  la  puiflance  d’un  nombre  répond  au  pro 

Z z 


4 

1 


3 
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■duit  de  fon  logarithme , multiplie  par  l’expolànt  de 
cette  puiflance. 

1V°.  Que  la  racine  d’un  nombre  répond  au  quo- 
tient de  fon  logarithme , divifé  par  l’expofant  de 
cette  racine. 

PRINCIPE  III. 


800.  Si  dans  la  progreflion  géométrique  -77  a°  5 
a1  : a2  : a*  : a+ , &c.  ou  -77-  1 : i *.  4 : 8 : i(>,  &c. 
l’on  inférait  des  moyens  proportionnels  entre  deux 
termes  immédiatement  confécutifs , par  ex  : entre 
1 & z , ou  i 8c  4 ; ces  moyens  proportionnels  au- 
raient , ainfi  que  les  autres  termes , des  expofans 
qui  feraient  leurs  logarithmes. 

Corollaire. 

801.  Donc  fi  l’on  prend  des  moyens  proportion- 
nels géométriques  entre  les  termes  immédiatement 
confécutifs  de  la  progreflion  géométrique  , & fi  l’on 
prend  auflï  autant  de  moyens  proportionnels  arithmé- 
tiques entre  les  termes  immédiatement  confécutifs  de 
la  progreflion  arithmétique  } les  moyens  proportion- 
nels arithmétiques  feront  les  logarithmes  des  moyens 
proportionnels  géométriques  correfpondans. 

Or  c.’eft  fur  çes  principes  que  les  Géomètres  ont 
confirait  les  tables  des  logarithmes , comme  nous 
l’allons  voir.  , 

' Propofition  I. 

- 801.  Pour  la  cotiftruéiion  des  tables,  il  eft  libre 
Je  choifir  telle  progreflion  géométrique  que  l’on 
voudra^  mais  U faut  que  la  progreflion  géométri- 
que contienne  tous  les  nombres  naturels  j autre- 
ment la  table  des  logarithmes  ne  ferait  point  gé- 
nérale. Si  l’on  choififlbit  donc  la  progreflion  dou- 
ble ,1:2:4:8:16,  &c.  il  faudrait  inférer  des 
moyens  géométriques  entre  1 & i,2&4,4&8} 
&c.  afin  que  dans  l’intervalle  qui  fépare  ces  termes , 
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on  puilïe  trouver  les  nombres  naturels  intermédiaires. 

Les  Géomètres  ont  trouvé  qu’il  étoit  plus  com- 
mode de  prendre  la  progrelîion  géométrique  décu- 
ple i • io  • xooo,  &cc.  plutôt  que  toute  autre  pro- 
grelîion  ; & ils  ont  pris  pour  progrelîion  arithméti- 
que la  progrelîion  des  nombres  naturels  , commen- 
çant par  zéro,,  comme  Ion.  voit  dans  les  colonnes 
fuivantes. 

0 * i 

1  

• • • • IOO  • 

....  iooo 

• • • IOOOO 

. • • IOOOOO 

&c. 

Proportion  1 1. 

Soi.  Les  logarithmes  des  nombres  i , xo,  ioo, 
*000 , &c.  de  la  progrelîion  décuple  étant  0 • 1 • z » 
3 , &c.  il  s’enfuit  que  les  logarithmes  des  nombres 
intermédiaires  de  la  progrelîion  décuple  ne  peuvent 
être  qu’entre  o&i,  1 & 1 1 & j , & c.  Or  on 

ne  peut  avoir  que  des  fractions  entre  o&i,i  & r 
x & j. 

Les  Géomètres , pour  éviter  l’inconvénient  des 
fractions  , ont  réduit  les  logarithmes  des  termes  de  la 
progrelîion  décuple  en  fractions  décimales  , dont  le* 
dénominateur  eft  1 000000  ; & par  ce  moyen  les  deux 
colonnes  précédentes  fe  changent  en  celles-ci. 


0 • 0000000 

1 • 0000000  • ► • » • • 10 

X • OOOOOOO IOO 


3 • 0000000  •••  * 1000 

4 • OOOOOOO  * • • » IOOOO 

> & aînîi  de  fuite. 

z y 


1 *. 

3 • 

4 • 
f • 

&c. 
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803.  Il  eft  évident, 

1°.  Que  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  com- 

(>ris  entre  1 & 10  , commencent  par  zéro  3 que  les 
ogarithmes  de  tous  les  nombres  compris  entre  10 
èc  100  , commencent  par  1 3 que  les  logarithmes 
de  tous  les  nombres  compris  entre  100  8c  1000, 
commencent  par  1 , &c.  Ce  premier  chiffre  o , ou 
1 , ou  i , &c.  qui  précédé  toujours  le  point  dans  la 
fraétion  décimale  , s’appelle  la  caraclérijlique  du  lo- 
garithme. 

11°.  Que  le  nombre  qui  répond  à un  logarithme 
contient  autant  de  caraéteres  , ou  chiffres  , & un  de 
plus,  qu’il  y a d’unités  dans  la’ caraétérift ique  3 & par 
conféquent  la  caraétériftique  du  logarithme  fervira  à 
faire  connoître  de  combien  de  caraéteres  eft  compofé 
le  nombre  dont  il  eft  logarithme. 

III».  Que  c’eft  une  même  chofe  d’ajouter  une 
unité  à la  caraétériftique  d’un  logarithme  , ou  de 
multiplier  le  nombre  naturel  qui  lui  répond  par  103 
d’ajouter  deux  unités  à la  caraétériftique , ou  de  mul- 
tiplier le  nombre  correfpondant  par  100  , & ainfi  de 
fuite. 

IV».  Que  pareillement  retrancher  une  unité,  deux 
unités  , trois  unités  , &c.  de  la  caraéfériftique  d’un 
logarithme  , c’eft  divifer  le  nombre  correfpondant  par 
1 o , par  1 00  , & par  1 000 , &c. 

. Propojition  III. 

804.  Pour  trouver  les  logarithmes,  de  tous  les 
nombres  naturels  , l’état  de  la  queftion  fe  réduit, 
comme  on  voit,  à chercher  des  moyens  géométri- 

3ues  entre  les  termes  confécutifs  1 , 10  , 100,  &c. 

e la  progreflion  géométrique  3 Sc  des  moyens  arith- 
métiques entre  les  termes  correfpondans  o • 0000000, 
1 • 0000000,  1 • 0000000 , ôcc.  de  la  progreflion 
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arithmétique.  Car  les  nombres  intermédiaires  z , 
3,4,  5,  6,  7,  8,9  fe  trouveront  après  un  cer- 
tain nombre  d’opérations  , parmi  les  moyens  géomé- 
triques 3 ôc  l’on  trouvera  leurs  logarithmes  , en  pre- 
nant les  moyens  arithmétiques  qui  leur  font  corref- 
pondans. 

Voici  un  exemple.  Je  cherche  quel  doit  être  le 
logarithme  du  nombre  9 : pour  le  trouver , il  faut 
chercher  entre  1 & 10  des  moyens  proportionnels 
géométriques,  & leurs  logarithmes,  jufqu’à  ce  que 
le  nombre  9 fe  rencontre  parmi  les  moyens  géomé- 
triques. 

1°.  Les  logarithmes  des  nombres  1 6c  10  font 
o-ooooooo  & 1*0000000  : j’ajoute  enfçmble  ces 
deux  logarithmes  3 leur  fomme  eft  1 *000000,  Sc  la 
moitié  de  cette  fomme  , fçavoir  , 5000000  , fera  le 
logarithme  du  moyen  proportionnel  géométrique  en- 
tre 1 & 10  , quel  qu’il  foir. 

11°.  Maintenant  pour  avoir  le  moyen  proportion- 
' nel  géométrique  entre  1 & 1 o , il  eft:  nécefTàire  d’ex- 
traire la  racine  quarrée  de  10,  qui  n’a  point  de  racine 
jufte  & exaéte  3 il  faut  au  moins  en  approcher  de 
fi  près  que  la  racine  que  l’on  trouvera,  différé  très- 

1>eu  de  la  véritable.  C’eft  pourquoi  je  transforme 
es  deux  nombres  1 & 10  en  fractions  décimales* 

1 • 0000000,  10*0000000,  & je  chérche  un  moyen 
géométrique  entre  ces  deux  nombres , en  prenant 
leur  produit  & la  racine  quarrée  de  ce  produir.  Or 
cette  racine  eft  3 • 16x2777,^0111  le  quarré  11e  diffère 
prefque  point  de  10:  donc  le  nombre  3 * 16x2777  eft 
un  premier  moyen  géométrique  entre  1 &c  10  , & font' 
logarithme  eft  .5000000  , qui  eft  un  premier  moyeu- 
arithmétique  entre  o* 0000000  & 1 -oeooooo. 

IIP  Mais  cette  racine , on  ce  premier  moyen 
géométrique  trouvé  , n’eft  pas  le  nombre-  dont  je 
cherche  le  logarithme  3 ce  nombre  eft  9*0000000, 
ou  9 plus  grand  que  cetce  racine  trouvée  , mais  {dus 

Z 4 
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plus  petit  que  io,  ou  .10  • oooooôo.  Je  cherche 
donc  un  moyen  géométrique  entre  cette  racine  3 • 
1 6 z z~j 77  , & 10*0000000  , lequel  moyen  fe  trou- 
vera être  5*6134131,  & c’eft  un  fécond  moyen 
géométrique , dont  on  trouvera  par  la  méthode  expli- 
quée ci-delTus  , le  logarithme  75000000  , lequel  eft 
par  conféquent  un  fécond  moyen  arithmétique. 

IV0.  Mais  ce  nombre  5*6134131  eft  encdre  plus 
petit  que  9 • 00000000  3 il  faut  donc  de  nouveau  cher- 
cher un  moyen  proportionnel  entre  ce  nombre  5 » 
61341  31  & 10*000000 , & continuer  ainfi  de  cher- 
cher entre  le  nombre  prochainement  plus  petit, 
& le  nombre  prochainement  plus  grand  que  9 • 
0000000  , des  moyens  géométriques  avec  leurs  lo- 
garithmes , & par  cette  méthode  on  approchera  de 
plus  en  plus , & l’on  trouvera  enfin  le  nombre  cher- 
ché 9 • 0000000  , ou  9 , dont  le  logarithme  fera 
o • 954*4*5* 

Corollaire. 

805.  Lorfqu’on  a le  logarithme  de  9,7,5,  Par 
la  méthode  qui  vient  d’être  expofée , on  en  trouve 
facilement  plufieurs  autres.  Car 

1°.  Ayant  les  logarithmes  des  deux  nombres , z 
Sc  3 , la  fomme  de  ces  logarithmes  fera  le  logarithme 
du  produit  1 x‘3  =6,  (799.). 

11°.  Si  j’ai  les  logarithmes  d’un  produit  & d’une  de 
fes  racines  , ou  faékeurs  j la  différence  de  ces  logarith- 
mes fera  le  logarithme  de  l’autre  racine. 

111°.  Etant  donné  le  logarithme  d’un  nombre 
quarré  , la  moitié  de  ce  logarithme  fera  le  logarith- 
me de  la  racine  ; ainfi  prenant  la  moitié  du  logarithme 
de  9 , j’aurai  le  logarithme  de  3. 

IV°.  Etant  donné  le- logarithme  d’un  nombre  cubi- 
que , le  tiers  de  ce  logarithme  fera  le  logarithme  de 
la  racine. 

On  voit  donc. que  les  Gcométres  ont  dans  la  re- 


DE  GEOMETRIE. 

cherche  des  logarithmes  , des  méthodes  & des  facili- 
tés qui  abrègent  beaucoup. le  travail.  Car  ils  ne  font 
obligés  de  chercher  immédiatement  que  les  logarith- 
mes des  nombres  premiers,  c’eft-à-dire,  de  ceux 
qui  n’ont  point  de  divifeurs  , ou  parties  aliquotes  ÿ 
&c  ils  trouvent  aifcment,  par  le  moyen  de  ceux  ci,  les 
logarithmes  de  tous  les  nombres  compofés , ou  mul- 
tiples des  nombres  premiers , par  les  méthodes  ex- 
pofées  dans  ce  corollaire. 

Propofition  IV. 

80 6.  Sur  les  principes  & les  réglés  que  nous  ve- 
nons d’expofer  , les  Géomètres  ont  conftruit  des 
tables  de  logarithmes  pour  les  nombres  naturels 
depuis  Tunité  jufqu’à  ioooo  ; & même  jufqu’4 
ioooo.  Ces  tables  font  partagées  en  trois  colonnes  j 
la  première  éontient  les  nombres  naturels  , la  fé- 
condé renferme  leurs  logarithmes  , & dans  la  troi- 
liéme  fe  trouvent  les  différences  des  logarithmes  ; 
comme  on  le  peut  voir  dans  la  table  fuivante  , où  il 
faut  remarquer  que  les  deux  derniers  chiffres  de 
chaque  logarithme  font  féparés  par  un  point , pour 
marquer  que  dans  la  pratique  on  peut  les  négliger 
fans  erreur  fenfible. 
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N.  ||  Logarithmes.  | Différences. 


1 

2 

J 

4 

5 

6 

7 

8 


ooooo  • oo 
030103  • 00 
04771  2 .-13 
060206  • OO 
069897  00 

077815  . 13 
084509  • 80 
090309  • 00 


3010300 
I 760913 
4249387 
969 IOO 
79 1 8 I 5 
669467 
579920 


Or , lorfque  le  nombre  dont  on  cherche  le  loga- 
rithme fe  trouve  dans  les  tables  , on  en  trouvera 
au(E  tout  d’un  coup  le  logarithme , lequel  eft  à côté 
de  ce  nombre  dans  la  colonne  des  logarithmes  : & 
pareillement  étant  donné  un  logarithme  qui  fe  trouve 
dans  les  tables , il  fera  aifé  »d’avoir  fa  valeur  , ou  le 
nombre  auquel  il  répond,  lequel  fera  à côté  du  loga- 
rithme dans  la  colonne  des  nombres  naturels. 

Mais  comme  tous  les  nombres  & tous  les  logarith- 
mes qui  peuvent  réfulter  des  différentes  opérations , 
ne  fe  trouvent  pas  dans  les  tables  3 parce  que  celles- 
ci  ne  contiennent  ni  les  fractions , ni  les  nombres 
entiers  au-delà  de  20000,  il  eft  à propos  de  faire  voir 
comment  on  peut  en  ce  cas  faire  ufage  de  ces  tables. 


Vfage  de  la  Table  des  Logarithmes. 


L’ufage  des  tables  fe  réduit  à deux  chofes  : fça- 
voir  , un  nombre  quelconque  étant  donné , trouver 
fon  logarithme  , & un  logarithme  quelconque  étant 
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donné  , trouver  fa  valeur , ou  le  nombre  auquel  il 
appartient. 

Problème  I. 

807.  Un  nombre  entier  étant  donné  3 trouver  fon  Lo- 
garithme. 

Solution.  1°.  Si  le  nombre  donné  fe  trouve  dans 
les  tables , il  n’y  a nulle  difficulté , comme  nous  ve- 
nons de  le  dire. 

11°.  Si  le  nombre  donné  ne  fe  trouve  pas  dans  les 
tables , ce  fera  parce  qu’il  excède  le  plus  grand 
nombre  des  tables,  (que  je  fuppofe  être  10000). 
Soit  donc  propofé  le  nombre  3255681,  pour  en 
trouver  le  logarithme  : je  retranche  de  ce  nombre 
les  trois  derniers  caractères , afin  que  le  nombre 
reftant  3155  fe  puifle  trouver  dans  les  tables,  & 
j’y  prends 'fon  logarithme,  qui  eft  35 125  510:  je 
prends  auffi  le  logarithme  du  nombre  3156,  plus 
grand  d’une  unité  que  le  précédent,  & ce  logarithme 
eft  3 5 1 16844.  v“ 

Maintenant  Ci  j’ajoute  une  unité  aux  caradlérifti- 
ques  de  ces  deux  logarithmes  , ils  deviendront 
45 1 15  5 10 , 45 116844  , & ( 803.  J leurs  valeurs  , 
ou  les  nombres  qui  leur  répondent , feront  31550, 
32560. 

Si  j’ajoute  deux  unités  aux  caraCtériftiques , j’au- 
rai les  logarithmes  5 5 115  5 10,  55116844,  & les 
nombres  qui  leur  répondent  , fe  changeront  en 
3 15  500  , 315600. 

Si  j’ajoute  trois  unités  aux  caraétériftiques.,  les 
logarithmes  deviendront  65125510, 651 16844  » & 
leurs  valeurs , ou  les  nombres  correfpondans  feront 
3155000  , 3256000,  lefquels  ont  maintenant  cha- 
cun autant  de  cara&eres  que  le  nombre  donné 
3255682.  Je  fais  donc  cette  proportion: 

Puifque  1000,  différence  entre  les  nombres  3255000 

& 3256000 , donne  1334 pour  différence  entre  leurs 
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Logarithmes  ; 68  i , différence  entre  les  nombre* 
3155000  & 3155681,  que  donnera-t-il  pour  diffé- 
rence entre  leurs  Logarithmes  ? 

II  viendra  909  , que  j’ajoute  à 65 1 15  5 10  , logarithme 
de  3155000 , 8c  j’aurai  65 1 16419  , qui  fera  le  loga- 
rithme de  3155681. 

La  raifon  eft  que  les  différences  entre  les  logarith- 
mes font  proportionnelles  aux  différences  qui  font 
entre  les  nombres  correfpondans,  lorfque  ceux-ci  font 
grands , 8c  qu’ils  ne  different  pas  confidérablement. 

Problème  II. 

808.  Une  fraction  étant  donnée  3 trouver  fon  Lo- 
garithme. 

Solpt.  La  fraction  n’eft  autre  chofe  que  3 divifé 

1)ar  5 : donc  fuivant  le  principe  (799.)  pour  avoir  le 
ogarithme  de  7 je  n’ai  qu’à  retrancher  06989700, 
logarithme  de  5 , de  04771 11 3 , logarithme  de  3 , 
& le  refte  — 01118487  fera  le  logarithme  de  7 , fe- 

3uel  eft  8c  doit  être  un  nombre  négatif,  ou  précéda 
u ligne  — . Car  , puifque  zéro  eft  le  logarithme  de 
l’unité , 8c  qu’une  fra&ion  quelconque  7 eft  moindre 

3ue  l’unité , il  faut  que  le  logarithme  de  7 foit  moin- 
re  que  o , & qu’il  foit  par  conféquent  un  nombre 
défe&if  ou  négatif. 

Problème  III. 

809.  Etant  donné  un  nombre  entier  joint  à une  Frac- 
tion 3 par  ex  : 3 H- 7 , trouver  fon  Logarithme. 

Solut.  Réduifez  le  nombre  entier  3 à une  fraétion 
qui  ait  pour  dénominateur  5 , & vous  aurez  y -+-7  , 
ou  y;  retranchez  le  logarithme  du  dénominateur  5 , 
de  celui  du  numérateur  17 , 8c  la  différence  fera  le 
logarithme  cherché. 

Problème  IV. 

810.  Un  Logarithme  pojitif  étant  donné  3 trouver  fa 
valeur  y ou  le  nombre  auquel  il  appartient. 
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Solüt.  1°.  Si  le  logarithme  donné  fe  trouve  dans 
les  tables  , il  n’y  a nulle  difficulté:  on  trouvera  à côté 
du  logarithme  fa  valeur  , ou  le  nombre  auquel  il  ap- 
partient. 

II0.  Mais  fi  le  logarithme  donné  ne  fe  trouve  pas 
dans  les  tables  ; ce  fera  ou  parce  que  la  caraélériftique 
de  ce  logarithme  excede  celle  des  tables  ; ou  parce 
que  ce  logarithme  fe  trouve  entre  deux  logarithmes 
confécutirs  des  tables  ; ou  parce  que  le  nombre  des 
caraéfceres  dans  le  logarithme  donné  eft  plus  grand  ou 
plus  petit  que  dans  les  tables. 

Premier  Cas.  Soit  donné  le  logarithme  5x4910, 
dont  la  cara*étériftique  5 , excede  la  plus  grande  ca- 
raétériftique  des  tables,  laquelle  eft  4:  ôtez  deux 
unités  de  la  caraétériftique  5 , Sc  le  logarithme 
donné  deviendra  324910,  lequel  fe  trouve  dans  la 
table,  flc  répond  au  nombre  1775.  ^ ^ ce  nom- 

bre 1775  vous  ajoutez  autant  de  zéro  que  vous  avez 
retranché  d’unités  de  la  caraétériftique  , fçavoir , 
deux  zéro,  vous  aurez  le  nombre  177500,  auquel 
appartient  le  logarithme  donné.  Car  lorfque  vous 
avez  retranché  deux  unités  de  la  cara&ériftique , 
c’eft  la  même  chofe  (803.)  que  fi  vous  aviez  divifé 
le  nombre  correfpondànt  par  100:  donc,  puifqu’a- 
près  cette  fouftraétion  vous  avez  trouvé  le  nombre 
1775  , en  ajoutant  à ce  fiombre  deux  zéro,  ou  en 
le  multipliant  par  100,  vous  aurez  la  valeur  jufte 
du  logarithme  donné  514910. 

Si  après  avoir  ôté  de  la  caraôtériftique  autant 
.d’unités  qu’il  eft  néceflaire , on  ne  trouvoit  pas  exac- 
tement le  refte  dans  les  tables , alors  ce  refte  feroit 
un  logarithme  compris  entre  deux  logarithmes  con- 
fécutirs , 5c  on  trouveroit  fa  valeur  par  la  méthode 
Suivante. 

Second  Cas.  Si  le  logarithme  donné , par  ex  : 
103454,  ne  fe  trouve  pas  dans  les  tables,  parce 
.qu’il  eft  compris  entre  deux  logari|hmes  confécu- 
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tifs  , c’eft  une  marque  qu’il  appartient  à un  nombre 
entier  joint  à une  fraction.  Si  l’on  veut  négliger  la 
fra&ion , on  prendra  le  nombre  correfpondant  au 
logarithme , qui  approche  le  plus  du  . logarithme 
donné.  Si  on  veut  avoir  l’entier  8c  la  fradtion  , il 
faut  prendre  la  différence  des  deux  logarithmes  con- 
fécutifs  entre  lefquels  eft  compris  le  logarithme  don- 
né; cette  différence  fe  trouvera  être  401  ; tandis  que 
la  différence  entre  leurs  nombres  correfpondans  n’eft 
que  1.  Prenez  aulfi  la  différence  entre  le  logarithme 
donné  103454 ,8c  le  plus  prochainement  moindre 
203341,  laquelle  eft  ni,  8c  faites  cette  réglé  de 
trois.  * 

Puifque  40 1 , différence  entre  les  deux  logarithmes  con - 
fécutijs  j donne  1 pour  différence  entre  les  nombres 
qui  leur  répondent  ; 1 1 1 , différence  entre  le  logarith- 
me donné  j & le  plus  prochainement  moindre  3 com- 
bien donnera-t-il  pour  différence  entre  leurs  nombres 
correfpondans  ? ou  40 1 ; 1 ; ; 11 1 1 

On  trouve  pour  quatrième  terme  la  fra&ion  ^ , 
laquelle  ajoutée  à 108  , valeur  du  logarithme  prochai- 
nement moindre  , donnera  108  -+-^7  pour  la  valeur 
dû  logarithme  donné. 

Troifiéme  Cas.  Si  le  nombre  des  caraderes  dans 
le  logarithme  donné  eft  plus  grand  que  dans  les  ta- 
bles , retranchez  du  logarithme  donné  autant  de 
caraderes  qu’il  faudra  , pour  que  ce  nombre  de- 
vienne précifément  égal*  à celui  des  tables  ; 8c  puis 
cherchez  la  valeur  du  logarithme  reliant,  fuivant 
la  méthode  , foir  du  premier  , foit  du  fécond  cas. 
Si  les  caraderes  rerranchés  dans  le  logarithme  don- 
né font  des  zéro , fa  valeur  refera  la  même  (789.); 
s’ils  font  des  chiffres  pofitifs  , ils  feront  une  frac- 
tion décimale  que  l’on  peut  négliger  fans  erreur 
fenfible.  Si  le  nombre  des  caractères  dans  le  loga- 
rithme donnéfeft  plus  petit  que  dans  les  tables» 
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ajourez  à la  fin  du  logarithme  donné  autant  de  zéro 
qu’il  faudra , pour  que  ce  nombre  devienne  égal  à 
celui  des  tables , ce  qui  11e  change  pas  la  valeur  du 
logarithme  (789.)  j &c  cherchez  énfuite , fuivant  la 
méthode  ordinaire  , la  valeur  du  logarithme  ainfi 
transformé. 

Remarque. 

' * } 

81 1.  Il  faut  obferver  que  plus  les  nombres  font 
petits , plus  les  différences  entre  leurs  logarithmes 
font  grandes  8c  croifient  inégalement.  D’où  il  arrive 
que  la  réglé  pratiquée  dans  le  fécond  cas  ne  donne 

F as  toujours  allez  exa&ement  le  quatrième  terme  que 
on  cherche , lorfqqe  le  logarithme  donné  appartient 
à un  petit  nombre.  Pour  remédier  à cet  inconvé- 
nient*, on  augmente  la  caraétériftique  du  logarithme 
de  quelques  unités.  Si  le  logarithme  donné  eft  , par 
ex  : 16076543  , en  augmentant  la  çaraétériftique  de 
deux  unités,  j’aurai  le  logarithme  36076543.  Je 
cherche  par  la  méthode  donnée  ci-delTus  le  nombre 
auquel  il  appartient  , 8c  je  trouve  qu’il  répond  au 
nombre  4018  ± , 8c  que  cette  fraétion  eft  jufte  , ou 
peu  s’en  faut , parce  qtie  ces  grands  logarithmes  11’ont 
point  les  inégalités  des  premiers.  Mais  quand  j’ai 
ajouté  deux  unités  à la  caraébériftique  du  logarith- 
me, c’eft  la  même  chofe  (803.)  que  fi  j’avois  mul- 
tiplié fa  valeur , ou  le  nombre  correfpondant  par 
100:  donc  le  nombre  trouvé  4018  ± eft  cent  fois 
trop  grand  5 je  dois  donc  le  divifer  par  100  , & 
j’aurai  40  j— , qui  fera  la  valeur  ou  le  nombre  que  je 
cherche. 

Problème  V. 

8 1 1.  Etant  donné  un  logarithme  négatif  j tel  que 
— 18750613  , trouver  à quelle  fraction  il  appartient. 

Solution.  J’ajoute  à ia  caraékériftique  de  ce  loga- 
rithme autant  d’unités  qu’il  eft-  nécelfeire  pour  en 
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faire  un  logarithme  pofitif.  Si  j’ajoure  une  uniré,  ou 
( ce  qui  revient  au  même  ) fi  au  logarithme  donne , 
j’ajoute  iooocooo  , logarithme  de  io  , j’aurai  — 
i 8750613  10000000  = — 0875061  j , & fa  va- 

leur fera  dix  fois  plus  grande  (803.);  mais  il  eft 
encore  négatif.  Si  j’ajoute  une  fécondé  unité  .,  j aurai  — 
08750613  -h  10000000  = 011493875  fa  valeur  de- 
viendra cent  fois  plus  grande , & le  logarithme  eft 
maintenant  pofitif. 

Or  ce  logarithme  01249387  fe  trouve  dans  les 
râbles  à la  colonne  des  différences , & eft  la  diffé- 
rence entre  les  logarithmes  des  nombres  4 & 3 : 
donc  (799.)  il  eft  le  logarithme  de  la  fraéfion  Mais 
ce  nombre  \ eft  cent  fois  plus  grand  (803.)  que  céi 
lui  que  je  cherche:  donc  en  le  divifant  par  100, 
j’aurai  7b  — 777>=7T>  qui  fera  la  fraébion* cher- 
chée. En  effet  fi  l’on  cherche  le  logarithme  de  la 
fraétion  — , fuivant  la  méthode  donnée  ci-devant 
(808.) , on  trouvera — 18750613,  qui  eft  le  logarith- 
me donné. 

Remarquez  que  , pour  avoir  la  folution  du  problè- 
me précédent , Sc  des  autres  femblables , 

1°.  On  pourroit  ajouter  tourd’un  coup  au  logarith- 
me donné,  le  logarithme  de  100  ,‘ou  de  1000  , ou 
&c  y & par  une  feule  opération  on  auroit  pour  fomme 
un  logarithme  pofitif. 

11°.  On  pourroit  auffi  ajouter  au  logarithme  don- 
né , un  logarithme  quelconque  pris  à diferétion  dans 
les  tables  , & l’on  en  chercheroit  la  fomme , laquelle 
fe  trouve  ordinairement  dans  les  tables , ou  à peu- 
près.  Si  elle-ne  s’y  trouvoit  pas  , on  effaieroit  d'au- 
tres logarithmes  pris  encore  à diferétion  , jufqu’à 
ce  que  la  fomme  devenue  poficive,  fe  trouvât  dans 
les  tables  , ou  du  moins  11e  différât  que  très-peu  d’un 
logarithme  contenu  dans  les  tables. 

111°.  Si,  après  l’addition  faite  au  logarithme  né- 
gatif donné  § le  logarithme  ainfi  augmenté  ne  fe 

trouvoic 
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trouvoit  pas  dans  les  tables  , & n’approchoit  pas  mê- 
me de  bien  près  d’un  logarithme  contenu  dans  les 
tables , alors  on  en  chercheroit  la  valeur  par  la  mé- 
thode expliquée  ci-defius  (810.). 


SECTION  IL 

Des  Operations  de  la  Géométrie  pratique. 

LEs  démonftrations  de  la  Géométrie  fpéculative 
avoient  pour  objet  les  propriétés  de  l’crendue: 
les  opérations  de  la  Géométrie  pratique  ont  pour 
but  de  mefurer  les  différentes  efpeces  de  l’étendue  : 
c’eft  pourquoi  il  eft  néceffaire  de  connoître  les  mefu- 
res, & de  les  fça voir  appliquer.  Nous  parlerons  donc , 
i°.  des  mefures  ; i°.  de  l’ufage  8c  de  l’application 
des  mefures. 


CHAPITRE  L 

Des  Mefures. 

1°.  /^ommï  dans  la  Géométrie  fpéculative  les 
Géomètres  fe  font  fervis  de  deux  principes 

f>our  appuyer  leurs  démonftrations , fçavoir  de  la 
igné  droite  8c  de  la  ligne  circulaire  j de  même  dans 
la  Géométrie  pratique  ils  fe  fervent , pour  fe  diriger 
dans  leurs  opérations,' de  deux  inftrumens  qui  répon- 
dent à la  ligne  droite  «3c  à la  ligne  circulaire , fçavoir  , 
de  la  réglé  &c  du  compas  : de  là  réglé , pour  tracer  &. 
mefurer  des  lignes  i du  compas  3 pour  décrire  le  cer- 
cle qui  fert  à mefurer  les  angles. 

11°.  Mais  la  réglé  & le  cercle  ne  peuvent  être  des 
mefures  de  quelque  ufage  , fi  on  ne  les  a auparavant 
divifées  en  des  parties  fixes  8c  connues , (bit  pour  le 
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nombre  , foit  pour  la  grandeur.  Nous  allons  donc  par- 
ler , i°.  de  la  divifion  de  la  réglé  3 20.  de  la  divifion 
du  cercle. 

ARTICLE  I. 

De  la  Divifion  de  la  Réglé.  ‘ 

1°.  On  diftingue  deux  fortes  de  réglé  , la  réglé  or- 
dinaire Sc  la  réglé  géométrique,  que  l’on  appelle  aulîî 
Echelle  géométrique. 

11°.  La  réglé  ordinaire  fe  divife  en  pieds  , le  pied 
fe  divife  en  1 1 pouces , le  pouce  en  1 2 lignes  , la  li- 
gne en  1 z points.  L’ufage  de  cette  réglé  confifte  à l’ap- 
pliquer , en  la  portant  fur  toute  la  longueur  d’une  di- 
menfion  quelconque  de  l’étendue  \ afin  de  trouver  par 
ce  moyen  combien  cette  dimenfion  contient  de  pieds, 
de  pouces  , &c. 

111°.  Mais  l’ufage  de  la  réglé , ou  échelle  géomé- 
trique ne  confifte  pas  à l’appliquer  immédiatement 
fur  l’étendue  que  l’on  veut  mefurer  : mais  elle  confifte 
foit  à trouver  , foit  à défigner  le  nombre  des  parties 
dont  cette  étendue  eft  compofée , par  un  même  nom- 
bre de  parties  femblables  & proportionnelles  , prifes 
fur  l’échelle  géométrique. 

1V°.  Ainfi  on  doit  regarder  l’échelle  géométri- 
que comme  une  réglé  divifée,  par  ex  : en  10  , en 
100,  en  1000,  en  10000,  &c.  parties  fous  divi- 
fées  elles-mêmes  avec  un  certain  art  en  parties  plus 
petites  ; pour  mefurer  ou  pour  défigner  de  plus  gran- 
des étendues , avec  lefquelles  ces  parties , qui  font 
des  petites  mefures , ont  une  proportion  connue. 

Problème. 

813.  Conftruire  la  Réglé  , ou  l’Echelle  géométrique 
(fie.  150.). 

Solut.  1°.  Tirez  la  droite  indéfinie  AB3  : prenez 
fur  cette  ligne  un  certain  nombre  de  parties  égales 
& à volonté  j par  ex  : fix  portions  égales  , A > 6 : 
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6 , 5 : 5 ,4.:  &c.  en  commençant  depuis  A;  la  fixié- 
me  fera  z , B : 8c  fuppofez  que  ces  divifions  repré- 
fentent  des  pieds.  Vous  tranfporterez  enfuite  la  dif- 
tance  AB  fur  toute  la  longueur  de  la  ligne  A3  , autant 
de  fois  qu’il  vous  plaira  , & les  divifions  AB  3 B a 3 z , 
3 3 défigneront  par  conféquent  des  toifes. 

11°.  Elevez  au  point  A une  perpendiculaire  AC  , 
que  vous  diviferez  en  douze  parties  égales  A , 1 : 1 , 
z : 1 , 3 : <3ic.  Leur  nombre  repréfenrera  celui  des 
parties  ( fçavoir , des  pouces  ) qui  font  immédiate- 
ment contenues  dans  le  pied. 

111°.  De  chaque  point  de  divifion  faite  dans  la  per- 
pendiculaire AC,  menez  des  parallèles  à la  ligne  A3  , 
& fur  la  derniere  parallèle  C3  , tranfportez  de  C en  D 
les  fix  parties  égales  , auxquelles  on  a divife  la  ligne 
AB. 

IV°.  Joignez  par  des  lignes  droites  le  point  à gau- 
che , marqué  A , avec  le  fécond  à droite  , marqué  6 : 
puis  6 de  la  gauche  avec  5 de  la  droite,  & ainfi  de 
fuite  3 joignez  toujours  les  divifions  de  la  gauche  avec 
celles  de  la  droite  par  des  tranfverfales  A , 6 : 6 , 5 ï 
5 > 4:  4>  3 : 3 :&c. 

Il  effc  évident  que  fi  AB  eft  fuppofée  être  une  lon- 
gueur de  fix  pieds  , les  portions  A,  6:6,  5:  5,4: 
&c.C  ,6:6,  5:5,4:  &c.  donneront  chacune  la  lon- 
gueur d’un  pied.  Mais  les  portions  1 , 1 : z , 1 : 3 , 
3 : comprifes  entre  la  perpendiculaire  AC  & la  tranf- 
verfale  A 6 , 8c  prifes  dans  les  parallèles  menées  en- 
tre A3 , Sc  C3  exprimeront  des  pouces  3 fçavoir  la  por- 
tion i,i,  exprimera  un  pouce  1 , 1 , deux  pouces , 
3,3,  trois  pouces  ,4,4,  quatre  pouces , de  forte  que' 
la  derniere  C 6 exprimera  douze  pouces  , ou  un  pied , 
parce  que  C<j=.\6  par  la  conftru&ion. 

Démonst.  Suppofant  que  les  fix  parties  égales  de 
1 ' .la  ligne  AB  font  fix  pieds,  il  faut  démontrer  que 

» la  portion  1,1,  donne  un  pouce  ; i , 1 , deux  pou- 

ces 33,3,  trois  pouces , &cc.  ce  qui  eft  évident.  Car 
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les  triangles  CA6 , 1A1  , font  femblables:  donc  ou 
aura  Ai  : AC  ::  i , i : C 6.  Or  Ai  n’eft  que  la  dou- 
zième partie  de  AC  par  la  conftrudtion  : donc  i , i 
fera  la  douzième  partie  de  C 6 : donc  puifque  Ctf  vaut 
1 1 pouces  ,i,i  vaudra  un  pouce.  On  prouve  de  la 
même  maniéré  que  z , z vaut  deux  pouces,  que  5 , 3 
donne  trois  pouces , Scc. 

Corollaire. 

S 1 4.  L’ufage  de  la  réglé  ainfi  divifée  eft  fort  com- 
mode. Voulez- vous  prendre  en  petit  la  valeur\de  5 
pieds  plus  4 pouces  ? cherchez  fur  l’échelle  géométri- 
que la  tranfverfale  qui  forme  la  cinquième  divifion  , 
en  allant  de  A en  B , fçavoir  la  tranfverfale  2,1. 
Cherchez  aufli  la  parallèle  qui  forme  la  quatrième 
divifion  en  allant  de  A en  C , fçavoir  la  parallèle  4 , 
z.  Si  fur  le  point  X où  fe  rencontrent  la  tranfverfale 
&:  la  parallèle , vous  pofez  une  jambe  du  compas  , 
& l’autre  jambe  fur  l’extrémité  4,  ou  la  parallèle  ren- 
contre la  ligne  AC  j l’ouverture  du  compas  vous  don- 
nera une  longueur  de  5 pieds  4 pouces.  Car  du  point 
X au  chiffre  4 qui  fe  rencontre  le  premier  dans  la 
parallèle,  il  y a cinq  divifions  qui  défignent  5 pieds  ; 
& l’intervalle  4 , 4,  que  donne  le  refte  de  la  paral- 
lèle , dénote  4 pouces , comme  nous  l’avons  prouvé  : 
donc,  écc. 

ARTICLE  II. 

. De  la  Divifîon  du  Cercle. 

Ie.  En  géométrie  il  ne  fuffit  pas  d’avoir  une  mefure 
pour  juger  des  longueurs  , des  dïfiances , &c.  il  en  faut 
aufli  une  pour  mefurer  les  angles.  La  mefure  dont  on 
fe  fert  pour  connoître  les  diftances  , eft  la  réglé  dont 
nous  venons  de  parler  3 celle  dont  on  fe  fert  pour 
juger  de  la  quajitité  des  angles , eft  la  circonférence 
du  cercle. 

. - \ 
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II0.  Quand  on  veut  mefurer  un  angle  , on  fuppofe 
6c  l’on  conçoit  qu’il  a fon  fommet  au  centre  du  cer- 
cle j & alors  l’arc  de  circonférence  intercepté  entre 
les  côtés  de  l’angle , eft  la  mefure  de  l’angle. 

111°.  Cet  arc  ne  mefure  la  quantité  de  l’angle 
que  par  le  nombre  de  fes  degrés  : il  faut  donc  que  cet 
arc , ou  , tout  d’un  coup  , que  la  circonférence  du 
cercle  foit , ou  puifTe  être  divifée  en  un  certain 
nombre  de  parties  fixes  & déterminées,  (que  l’on  ap- 
pellera degrés),  & alors  l’angle  fera  d’autant  plus 
grand , ou  plus  petit , qu’il  interceptera  entre  fes 
côtés  un  arc  d’un  plus  grand  ou  d’un  plus  petit  nom- 
bre de  degrés. 

Problème  I. 

815.  Divifer  la  Circonférence  du  Cercle  en  deux  éga- 
lement. 

Solut.  Dans  le  cercle  menez  un  diamètre  } il  par- 
tagera la  circonférence  du  cercle  en  deux  également , 
comme  nous  l’avons  prouvé  (363.). 

Problème  IL 

N 

8 1 6.  Divifer  la  Circonférence  du  cercle  en  quatre  par- 
ties égales. 

Solut.  Dans  le  cercle  menez  deux  diamètres  per- 
pendiculaires l’un  fur  l’autre , ils  partageront  la  cir- 
conférence en  quatre  parties  égales , comme  il  eft 
évident. 

C’eft  par  cette  méthode  que  l’on  infcrit  un  quarré 
dans  un  cercle  : car  fi  l’on  joint  les  extrémités  des 
diamètres  par  des  cordes , ces  cordes  formeront 
un  quarré. 

• ‘Problème  1 1 L 

817.  Divifer  un  Arc  quelconque  en  deux  également. 

Solut.  Menez  une  corde  par  les  extrémités  de 
l’arc  donné , &c  divifez-la  en  deux  également  par 

A a 3 
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une  perpendiculaire  (375.)  3 l’arc  fera  aufli  divifé  en 
deux  également  (41a.)* 

Par  la  même  méthode  on  divife  aufli  en  deux  éga- 
lement un  angle  quelconque.  Car  ayant  décrit  du 
fommet  de  l’angle,  pris  comme  centre , 8c  d’un  inter- 
valle quelconque  , un  arc  entre  les  deux  côtés  de  l’an- 
gle 3 la  ligne  qui,  tirée  du  fommet,  partagera  cet  arc 
en  deux  également , divifera  aufli  l’angle  mefuré  par 
cet  arc  en  deux  également. 

Corollaire. 

3 1 3.  On  peut  toujours  divifer  exactement  la  cir- 
conférence du  cercle  en  autant  de  parties  égales  que 
l’on  voudra,  en  prenant  le  nombre  1 8c  fes  multipliés 
4 , 8 , 1 6 y 8c c.  pour  divifeurs.  Ainfi  on  peut  la  divi- 
fer en  2 , 4 , 8 , 1 6 , 3 z , &c.  parties  égales  j d’où  fuit 
la  méthode  d’inferire  à un  cercle  donné , non-feule- 
ment un  quarré  , mais  un  oCtogone  , un  polygone  de 
1 6 , de  3 1 , de  64 , 8c c.  côtés. 

Proposition, 

r 

8 1 9.  Les  Gcomctres  étant  convenus  que  la  circon- 
férence du  cercle  feroit  divifée  en  360  parties  égales, 
il  eft  à remarquer  que  pour  faire  exactement  8c  géo- 
métriquement cette  divilion  , le  divifeur  1 , & fes 
multiples  ne  fufïîfent  pas  : il  faudroit  aufli  pouvoir 
faire  ufage  des  divifeurs  3 , 5 , 8c  de  leurs  multiples , 
c’eft-à-dire  qu’il  faudroit  pouvoir  divifer  la  circonfé- 
rence , ou  un  arc  quelconque , en  3 , en  5 , en  9 , en 
1 1 , en  15,  &c.  parties  égales.  Or  pour  divifer  la 
circonférence  du  cercle  en  un  nombre  quelconque  de 
parties  égales , 8c  en  nombres  multiples  de  3 & de 
5 , la  queition  fe  réduit  en  général  à inferire  diyis  le 
cercle  des  polygones  réguliers  de  différente  efpece , 
lefquels  détermineroien:  dans  la  circonférence  des 
points  de  divilion,  & dont  les  côtés  feroient  des  cor- 
des qui  foutiendroient  des  arcs  d’un  certain  nombre 
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de  degrés.  Nous  allons  donc  voir  quelles  font  les  dif- 
férentes efpeces  de  polygones  réguliers  que  l’on  peut 
infcrire  à une  circonférence  donnée. 

Problème  IV. 

8 2.0.  Infcrire  dans  le  cercle  un  Exagone  régulier  3 ou 
divifer  la  circonférence  du  Cercle  en  fix  parties  égales. 

Solut.  Portez  le  rayon  du  cercle  fuccelfivement 
fur  la  circonférence , il  donnera  un  exagone  régulier 
infcrit,  & divifera  la  circonférence  en  fix  parties  éga- 
les. Car  nous  avons  prouvé  (51 6.)  que  le  côté  ds 
l’ exagone  étoit  égal  au  rayon  du  cercle. 

Corollaire  I. 

811.  De-là  fuit  la  méthode  d’infcrire  à un  cercle  , 

1°.  Un  triangle  équilatéral  , ou  de  divifer  la  cir- 
conférence du  cercle  en  trois  parties  égales  , en  me- 
nant des  cordes  qui  fouriendroient  des  arcs  doubles 
de  ceux  qui  font  foutenus  par  les  côtés  de  l’exagone 
régulier. 

ila.  Un  dodécagone  régulier  ; car  après  avoir  inf- 
crit ijn  exagone  régulier  , il  ne  s’agit  que  de  divifer 
en  deux  également  chacun  dos  arcs  foutenus  par  les 
côtés  de  hexagone. 

Corollaire  1 1. 

822.  On  peut  divifer  un  angle  droit,  ou  un  arc  de 
90  degrés  en  trois  parties  égales  (fg.  151.),  en  por- 
tant fuccelfivement  le  côté  du  dodécagone  fur  l’arc 
B EDA  de  90  degrés  , & il  le  partagera  en  trois  arcs 
de  } o degrés  chacun. 

Ou  bien  portez  le  rayon  du  cercle  fur  un  arc  de 
90  degrés  , fçavoir  de  B en  D , & de  A en  E , & 
vous  aurez  la  même  chofe.  Car  le  rayon  porté  fur  la 
circonférence  , eft  le  côté  d’un  exagone  régulier  , qui 
par  conféquent  détermine  de  A en  E un  arc  de 
degrés  , Sc  pareillement  porté  de  B en  D , détermi- 
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nera  un  autre  arc  de  60  degrés  : donc  les  arcs  AD , 
DE  , EB  font  de  30  degrés  chacun. 

Corollaire  1 1 7, 

813.  On  peut  auffi  divifer  un  angle  , ou  un  arc  de 
45  degrés  en  trois  parties  égales.  Pour  cela  il  n’y  a 
qu'à  prendre  un  arc  de  30  degrés , & le  divifer  en  deux 
également  j ce  qui  donnera  un  arc  de  1 j degrés , 
dont  la  corde , portée  fucceffivement  fur  un  arc  de 
45  degrés  , le  divifera  en  trois  arcs  égaux  de  1 5 de- 
grés chacun. 

Mais  on  n’a  pas  trouvé  la  méthode  de  divifer  géo- 
métriquement par  la  réglé  &c  le  compas  un  angle  ou 
un  arc  quelconque  donné  en  trois  parties  égales  3 & 
e’elt-là  le  fameux  problème  de  la  trifeclion  de  l’angle 
tant  cherchée  par  les  Anciens.  A plus  forte  raifon  on 
ne  peut  pas  divifer  un  angle  quelconque  en  5 , 7 , g, 
1 1 , &c.  parties  égales  : c’eft  de-là  que  vient  la  diffi- 
culté de  graduer  exactement  les  quarts  de  cercle  dont 
on  fe  fert  dans  la  Géométrie  pratique. 

Problème  V. 

814.  Infcrire  un  Décagone  régulier  à un  cercle , ou 
partager  la  circonférence  du  cercle  en  dix  parties  égales. 

Solut.  Divifez  ( ftg . 93.)  le  rayon  du  cercle  en 
moyenne  &c  extrême  raifon  (545.) , & portez  fucceffi- 
vernent  la  médiane  fur  toute  la  circonférence  du  cer- 
cle , & la  circonférence  fera  partagée  en  dix  parties 
égales.  Or  fi  par  les  points  de  divifion  vous  menez  des 
cordes , ces  cordes,  feront  les  côtés  d’un  décagone  régu- 
lier infcritau  cercle^car  nous  avonsprouvé  (546.)  que 
le  côté  du  décagone  régulier  étoit  égal  à la  médiane  du 
rayon  divifé  en  moyenne  &c  extrême  raifon. 

Corollaire , 

. Si 5.  Donc  on  peut  facilement  infcrîre  au  cercle 
un  pentagone  régulier.  11  ne  faut  pour  cela  que  me- 
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ner  des  cordes  qui  foutiennent  des  arcs  doubles  de 
ceux  qui  font  fourenus  par  lescôtés  du  décagone. 

Problème  VI. 

8 16.  Infcrire  un  Pentédécagone  3 ou  un  Polygone  de 
quinze  côtés  à un  cercle  donné  3 ou  divifer  la  Circonfé- 
rence du  cercle  en  quinze  parties  égales  ( fig.  15  a.). 

Solut.  1°.  Au  cercle  donné  infcrivez  un  triangle  , 
équilatéral  ABC  , qui  divifera  la  circonférence  du 
cercle  en  trois  parties  égales. 

II0.  Infcrivez  un  pentagone  régulier  ADEFG  qui 
partagera  la  circonférence  du  cercle  en  cinq  parties 
égales. 

111°.  L’intervalle,  ou  l’arc  BE  , donnera  le  côté  du 
pentédécagone,  lequel  porté  fuccellîvement  fur  la  cir- 
conférence entière,  donnera  le  pentédécagone  infcrit, 
&c  divifera  la  circonférence  en  quinze  parties  égales. 

Démonst.  Si  à la  circonférence  on  fuppofe  infcrit 
un  pentédécagone  , qui  y faite  quinze  divilions  5 il  eft 
clair  que  chaque  côte  du  pentagone  régulier  répondra 
à trois  de  ces  divitions , & que  la  fomme  des  deux 
côtés  AD -H  DE  répondrai  fix  de  ces  divifions.  Mais 
le  côté  AB  du  triangle  équilatéral  répondra  à cinq  de 
ces  divifions  : donc  l’intervalle  BE  eft  une  de  ces  di- 
vifions faites  par  les  côtés  du  pentédécagone , & don- 
nera un  arc  de  Z4  degrés,  ou  le  côté  du  pentédéca- 
gone régulier. 

Corollaire . 

8z7.  Pour  infcrire  un  polygone  régulier  quelcon- 
que à un  cercle  , il  ne  s’agit  que  de  déterminer  le 
côté  de  ce  polygone  , en  cherchant  le  rapport  qu’a  ce 
ccté  avec  le  rayon  du  cercle  auquel  on  veut  infcrire 
le  polygone.  Car  le  rayon  du  cercle  eft  toujours  une 
quantité  connue  & donnée.  Dans  ce  cas  on  doit  re- 
garder le  côté  du  polygone  régulier  que  l’on  veut 
infcrire  , comme  une  corde  qui  fondent  dans  le  cer- 
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cle  un  arc  d’un  certain  nombre  de  dégrés , & dont  on 
cherche  le  rapport  avec  le  rayon  du  cercle.  La  quef- 
tion  fe  réduit  donc  en  dernier  lieu  à connoître  & à 
déterminer  le  rapport  de  chaque  corde  du  cercle  avec 
le  rayon.  Ce  rapport  eft  fixe  & connu  pour  quelques 
cordes  ; mais  il  en  eft  plufieurs  àutres  dont  on  ne  peut 
pas  trouver  le  rapport  avec  le  rayon  du  cercle,  & par 
cette  raifon  on  ne  peut  trouver  la  valeur  jufte  & exaéte 
*de  la  plupart  des  cordes  du  cercle , mais  feulement  par 
approximation.  De  là  vient  la  difficulté  d’infcrire  à la 
circonférence  du  cercle  toutes  fortes  de  polygones 
réguliers  , ou  de  divifer  géométriquement  la  circon- 
férence du  cercle  en  un  nombre  quelconque  de  parties 
égales.  Nous  verrons  dans  la  fuite  comment  on  peut 
déterminer  la  valeur  , foit  jufte  , foit  approchée  des 
différentes  cordes  du  cercle  , lorfque  nous  parlerons 
des  Sinus. 


CHAPITRE  II. 

Ufage  & Application  des  Mefures. 

, ' t 

L’Usage  & l’application  des  mefures  fe  fait , lorf- 
qu’on  veut  connoître  & déterminer  les  dimen- 
ftons  plus  ou  moins  grandes  des  corps.  Dans  le 
corps  il  y a trois  dimenfions  , qui  font  la  longueur  , 
la  largeur  , & la  profondeur  , d’où  naiffient  trois  ef- 
peces  d’étendue  , qui  font  la  ligne  , la  furface  Sc  le 
Jolide.  L’objet  de  la  Géométrie  fpéculative  étoit  de 
les  foumettre  à la  démonftration  j celui  de  la  Géo- 
métrie pratique  eft  de  les  affiijettir  à la  mefure.  De- 
là naiftenc  différens  procédés  de  la  Géométrie  prati- 
que , qui  peuvent  tous  fe  réduire  à trois  elpeccs 
analogues  à celles  de  l’étendue  j fçavair , la  longï- 
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mctrie , ou  la  mefure  des  lignes  3 la  planimétrie , on 
la  mefure  des  furfaces  3 Sc  la  (léréoméirie  , ou  la  me- 
fure des  folides. 

ARTICLE  I. 

La  Longimétrie. 

La  Longimcrrie  c-ft  la  pratique  des  lignes  , des  an- 
gles Sc  des  figures.  Elle  donne  l’art  Sc  la  méthode  de 
les  tracer  , de  les  divifer  Sc  de  les  compaser. 

Des  Lignes. 

Problème  I. 

818.  Sur  une  ligne  donnée  CD  ( fig.  9.  ) mener  une 
Perpendiculaire. 

Solüt.  Des  extrémités  C & D , prifes  comme 
centres  , Sc  de  l’intervalle  CD  décrivez  deux  circon- 
férences de  cercles  , qui  s’entrecouperont  aux  points 
A Sc  B 3 joignez  les  points  d’interfeélion  A 8c  B par 
une  ligne  droite  AB  : cette  ligne  AB , ou  AI  fera  per- 
pendiculaire fur  la  ligne  donnée  CD , comme  nous 
l’avons  fait  voir  ( 367  Sc  368.  ):  ou,  plus  Amplement, 
il  n’y  a qu’à  décrire  {fig.  10.  ) des  extrémités  A Sc  B, 
prifes  comme  centres  , Sc  d’une  même  ouverture  de 
compas  des  arcs  qui  s’entrecoupent  aux  points  C,  E , 
Sc  joindre  les  feéfions  par  une  ligne  droite  CE  : car 
cette  pratique  eft  la  même  que  la  précédente , mais 
abrégée. 

Corollaire. 

829.  De-là  fuit  la  méthode  , 

1°.  De  divifer  une  ligne  droite  donnée  CD  ( fig  9.  ) 
en  deux  également.  Car  la  perpendiculaire  AB  parta- 
ge la  ligne  CD  en  deux  parties  égales  au  point  I , Sc 
l’on  a CI  = ID* 

11°.  De  conftruirefur  une  ligne  donnée  CD  {fig.  9.  ) 
un  triangle  équilatéral  , en  décrivant  des  extrémi- 
tés C & D , prifes  comme  centres  , Sc  de  l’inter- 
valle CD  des  arcs  qui  s’entrecoupent  au  point  A * 
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& en  menant  les  lignes  AC , AD;  ce  qui  donnera  le 
triangle  ACD  équilatéral.  Car  DA  = DC  , parce 
qu’ils  font  rayons  d’un  même  cercle  , & CD  =CA 
par  la  mêmeraifon. 

111°.  De  conftruire  pareillement  fur  une  ligne  don- 
née CD  [fig.  9.  ) un  triangle  ifocele  : ce  qui  fe  fait 
en  prenant  une  ouverture  de  compas  plus  grande  que 
l’intervalle  CD  , & en  faifant  le  relie  comme  pour 
le  triangle  équilatéral. 

Problème  II. 

830.  D'un  point  donné C dans  une  ligne  AB  j ékver 
une  Perpendiculaire  fur  cette  ligne  ( fig.  153-). 

Solut.  Du  point  donné  C déterminez  avec  le 
compas  les  portions  égales  CD  , CE , & des  points 
C , E pris  comme  centres , & d’une  ouverture  de 
compas  prife  à volonté,  mais  reliant  la  même  , décri- 
vez des  arcs  qui  s’entrecoupent  au  point  F : enfin  me- 
nez la  droite  CF  , & elle  fera  la  perpendiculaire 
demandée. 

Car  par  la  conftruction  on  a DF  = EF  , & DC  =* 
CE:  donc  (568.)  la  ligne  CF  ne  s’incline  pas  plus 
d’un  côté  que  de  l’autre  : donc  (369.)  la  ligne  CF  ell 
perpendiculaire  fur  AB. 

Problème  III. 

831.  D'un  point  donné  C hors  d'une  ligne  AB  > ab- 
baijfer  une  Perpendiculaire  fur  cette  ligne  ( fiç.  1 5 4.  ). 

Solut.  Du  point  C , comme  centre  , décrivez  un 
arc  qui  coupe  la  ligne  donnée  AB  en  deux  points  tels 
que  D,  E,  defquels  vous  tracerez  de  la  même  ouver- 
ture de  compas  des  arcs  qui  s’entrecoupent  au  point 
F : pofez  enfuite  la  réglé  fur  les  points  C , F , pour 
mener  la  ligne  CO , qui  fera  la  perpendiculaire  de- 
mandée , comme  il  eft  évident  par  ce  qui  a été  dit 
ci-delTus. 
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Problème  IV. 

o j i.  Elever  une  Perpendiculaire  à l’extrémité  A 
d’une  ligne  donnée  AB  ( hg.  155.). 

Solut.  1°.  Si  la  ligne  donnée  peur  être  prolongée 
par  cette  extrémité  d’où  il  faut  élever  la  perpendicu- 
laire ; prolongez-la,  8c  vous  mènerez  la  perpendicu- 
laire demandée  fuivant  la  méthode  du  fécond  pro- 
blème. 

11°.  Si  la  ligne  donnée  ne  peut  pas  ctre  prolongée 
par  cette  extrémité  ; au-deflus  de  la  ligne  AB  prenez 
d volonté  un  point  C , duquel  comme  centre  §c  de 
l'intervalle  CÂ,  décrivez  une  circonférence  de  cercle  : 
menez  lo  diamètre  DE  8c  la  ligne  EA  ; celle-ci  eft  la 
perpendiculaire  demandée.  Car  l’angle  EAD  appuyé 
lur  le  diamètre  endroit:  donc  EA  eft  perpendiculaire 
fur  AD  j ou  AB. 

Problème  V. 

835.  Mener  une  Parallèle  à une  ligne  donnée  CD 

(%  M-)-  > 

Solu^.  Des  extrémités  C , D , ou  de  deux  autres 
points  quelconques  E,  F , pris  à volonté  dans  la  ligne 
CD,  décrivez  de  la  même  ouverture  de  compas  des 
arcs  qui  s’entrecoupent  à un  point  quelconque  O:  fur 
ces  arcs  prenez  avec  le  compas  des  portions  égales  EG, 
FH  , 8c  par  les  points  G,  H,  menez  la  ligne  AB  ^ 
laquelle  fera  parallèle  à la  ligne  donnée  CD. 

Car  fi  des  points  G & H vous  abaitfez  des  perpen- 
diculaires fur  la  ligne  CD , ces  perpendiculaires  feront 
égales  ; parce  les  arcs  étant  continués,  8c  les  perpendi- 
culaires étant  prolongées  jufqu’à  la  rencontre  des  cir- 
conférences, elles  feront  les  moitiés  de  cordes  qui 
foutiendront  des  arcs  égaux  , dans  des  circonférences 
égales,  8c  elles  feront  par  conféquent  égales:  donc  les 
diftances  mefurées  par  ces  perpendiculaires  feront 
auili  égales,  c’eft-à-dire  , que  les  lignes  AB,  CD  fe- 
ront parallèles. 
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Problème  VI. 

834.  D’un  point  I donné  hors  d’une  ligne  mener  une 
Parallèle  à cette  ligne  ( fig.  1 6.  ). 

Solut.  Soit  donnée  la  ligne  CD  : du  point  1 , 6c 
d’une  ouverture  de  compas  prife  à volonté , décrivez 
l’arc  indéfini  FBK  , 6c  du  point  F & de  la  même  ou- 
verture de  compas  décrivez  l’arc  1E:  prenez  enfuite 
fur  Parc  indéfini  FBK  une  portion  FB=IE,  6c  la 
ligne  AB  qui  pafiè  par  les  points  I , B , fera  parallèle 
à la  ligne  donnée  CF. 

Car  ayant  mené  IF , les  angles  alternes  internes 
FIB,  IFE  feront  égaux  j puifqu’ils  font  mefurés  par  les 
arcs  IE , FB  , éj*aux  par  la  conftruétion  : donc  les  li- 
gnes AB , CF  font  parallèles.  _ 

Remarque. 

835.  Quand  on  veut  tracer  des  lignes  parallèles , 
on  fe  fert  ordinairement  de  la  double  réglé , qui  eft 
un  infiniment  de  l’étui  de  Mathématique  3 6c  qui 
confifte  en  deux  réglés  parallèles  AB , CD  [fig.  1 5 S.  ) 
jointes  enfemble  par  deux  lignes  GE  , HF  , égales  , 

fiaralleles  6c  mobiles  , par  le  mouvement  defquelles 
es  deux  réglés  peuvent  être  ou  approchées  , ou  éloi- 
gnées l’une  de  l’autre , en  confervant  toujours  leur 
parallélifme. 

Corollaire. 

831».  On  peut  toujours  fur  une  ligne  donnée  conf- 
truire  , foit  un  parallélogramme  , foit  un  reélangle. 
Car  fi  fur  les  extrémités  d’une  ligne  donnée  FG  [fig. 
1 10.  ) on  éleve  des  perpendiculaires  égales  FA,  GD, 
& qu’on  joigne  les  extrémités  A , D , par  une  ligne 
droite  , on  aura  le  reétangle  FADG  : ou  fi  l’on  éleve 
deux  obliques  BA  , ED  , égales  6c  également  incli- 
nées , 6c  que  l’on  mene  la  droite  AD  , on  aura  le  pa- 
rallélogramme BADE. 
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Problème  VII. 

837.  Divifer  une  ligne  droite  donnée  AB  en  trois 
parties  égales  ( fig.  156.). 

Solut.  Par  le  point  A menez  la  ligne  indéfinie  AZ 
qui  fa  (Te  avec  la  ligne  AB  un  angle  quelconque  ; 8c 
prenant  une  ouverture  de  compas  à volonté  , prenez 
fur  la  ligne  AZ  trois  parties  égales  AE,  EF  , FG  : joi- 
gnez les  points  G , B , & des  points  F , E , menez  les 
lignes  FD  , EC  parallèles  à G B ; ces  parallèles  divi- 
feront  la  ligne  AB  en  trois  parties  égales. 

Car  à caufe  des  triangles  femblables  ACE  , ADF  , 
ABG , on  aura  AE  : AC  :i  EF  : CD  FG  : DB  ; 
dans  laquelle  proportionnalité  les  antécédens  font 
égaux  par  la  conftruétion  : donc  les  conféquens  font 
aulîi  égaux  ; c’eft-à-dire  , que  les  parties  divilces  de 
la  ligne  AB  font  égales  entr’elles. 

Corollaire. 

838.  On  peut  par  la  meme  méthode  divifer  une 
ligne  donnée  en  autant  de  parties  égales  que  l’on  vou- 
dra , en  portant  le  compas  fur  la  ligne  indéfinie  AZ  le 
nombre  de  fois  requis  , 8c  faifant  le  refte  comme  ci- 
defïus. 

Problème  VIII. 

839.  Divifer  une  Ligne  donnée  AB  en  des  parties 
femblables  & proportionnelles  à celles  d'une  autre  Ligne 
donnée  AC  ( fig.  159.) 

Solut.  Joignez  les  deux  lignes  par 
A , de  façon  qu’elles  forment  un  ang! 
gnez  les  extrémités  C & B en  menant  CB  , 8c  par  les 

{joints  de  divifion  D , E,  F,  tirez  des  parallèles  à la 
igné  CB;  & elles  diviferont  la  ligne  AB  en  des  par- 
ties femblables  ou  proportionnelles  à celles  de  la  ligne 
AC.  Car  les  triangles  AGD,  AHE,  AIF,  ABC  , font 
femblables , 8c  donnent 

AD  : AG  ::  de  : GH  ::  EF  : Hi  ::  FC  : IB , 


ldQl  extrémité 
e:  de  plus  joi- 


| 
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dans  laquelle  proportionnalité  les  antécédens  font  les 
portions  de  la  ligne  AC , & les  conféquens  font  les 
portions  correfpondantes  dans  la  ligne  AB  : donc  les 
dernieres  font  proportionnelles  aux  premières. 

Ce  problème  peut  aullî  s’exécuter  en  pofanc  la  ligne 
donnée  AB  ( fig . 1^7.  ) parallèlement  à la  ligne  divi- 
fée  CD , &c  en  joignant  leurs  extrémités  par  des  lignes 
droites,  qui  fe  rencontreront  en  un  point  quelconque 
O ; d’où  fi  vous  menez  des  lignes  aux  points  de  divi- 
fion  E,  F , G , ces  lignes  diviferont  AB  en  parties  pro- 
portionnelles à celles  de  la  ligne  CD. 

Problème  IX. 

840.  Divifer  un  Arc  en  deux  également. 

Solut.  Joignez  les  extrémités  de  cet  arc  pat  une 
corde;  coupez  cette  corde  en  deux  .également  par  une 
perpendiculaire,  & l’arc  fe  trouvera  aulfi  divifé  en 
deux  parties  égales.  Car  toute  perpendiculaire  qui  di- 
vife  une  corde  en  deux  également , divife  aulfi  en 
deux  portions  égales  l’arc  loutenu  par  la  corde  (4x1.). 

Problème  X. 

841.  Une  Circonférence  de  Cercle  étant  donnée  j en 
trouver  le  centre  ( fig.  1 61.  ). 

Solut.  Menez  les  deux  cordes  AC , AB  , & divi- 
fez-les  chacune  en  deux  également  par  des  perpendi- 
culaires : le  point  O 3 où  ces  perpendiculaires  le  cou- 
pent, fera  , le  centre  du  cercle.  Car  chacune  de  ces 

nendidlpires  divifant  en  deux  également  une  cor- 
u cercle , pafle  par  conféquentpar  le  centre  (411.): 
donc  le  point  O où  ces  perpendiculaires  fe  rencon- 
trent , fera  le  centre  du  cercle. 

Corollaire  I. 

841.  O11  peut  toujours  continuer  un  arc  de  cer- 
cle donné.  Car  menant  fur  cet  arc  deux  cordes , $£ 
les  divifant  chacune  en  deux  également  par  des 

perpendiculaires  , 
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perpendiculaires  , on  trouvera  le  centre  de  cet  arc. 
•Or  pofant  l’une  des  pointes  du  compas  fur  le  centre  , 
& l’autre  fur  l’arc } on  pourra , en  tournant  le  compas  , 
continuer  Sc  achever  la  circonférence  du  cercle. 

Corollaire  1 1. 

843.  Il  eft  toujours  poflible  de  faire  pafler  une  cir- 
conférence de  cercle  par  trois  points  donnés  C , A , B 
( fig . 161.  ) & non  pofés  en  ligne  droite.  Car  ayant 
joint  les  trois  pointsBonnés  par  des  lignes  droites,  il 
ne  s’agit  que  de  trouver  le  centre  O par  la  méthode 
précédente. 

Problème  XI. 

S 44.  Trouver  une  Ligne  quatrième  proportionnelle  à 
crois  lignes  données  AB  , AE  , AD  ( fig.  1 6 1.  ). 

Solut.  1°.  Faites  un  angle  quelconque , dont  les 
côtés  foient  indéfinis  , par  ex  : l’angle  MAN. 

11°.  Sur  le  premier  côté  AM  prenez  une  portion 
égale  à la  première  ligne  AB  \ & fur  le  fécond,  une 

fiortion  égale  à la  fécondé  ligne  AE;  & menez  la 
igné  BE. 

III0.  Sur  le  premier  côté  prenez  encore  une  por- 
tion égale  à la  troifiéme  ligne  donnée  AD,  & mene? 
la  parallèle  DC  ; la  ligne  AC  fera  la  quatrième  ligne 
proportionnelle  cherchée. 

Démonst.  Car  à caufe  des  triangles  femblables 
BAE , DAC  , on  aura  la  proportion  AB  : AE  : : AD  : 
AC  y donc  la  ligne  AC  eft  la  quatrième  ligne  propor- 
tionnelle cherchée. 

Problème  XII. 

845.  Trouver  une  Ligne  moyenne  proportionnelle  en- 
tre deux  Lignes  données  AB , BC  ( fig.  x 64.  ) 

Solut.  1°.  Joignez  par  les  extrémités  les  deux 
lignes  données  AB  , BC  , de  forte  qu  elles  ne  faftenl 
plus  qu’une  feule  & même  ligne. 
r Bb 
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II0.  Divifez  leur  fortune  en  deux  également  (819.) 
& du  point  du  milieu  O , ic  de  l’intervalle  OA , ou 
OC , décrivez  une  circonférence  de  cercle. 

111°.  Du  point  de  réunion  B élevez  (8  30.)  la  per- 
pendiculaire BD  jufqu’â  la  rencontre  de  la  circonfé- 
rence : elle  fera  la  moyenne  proportionnelle  cherchée , 
comme  nous  l’avons  prouve  (5  $9.). 

Problème  XI  I I. 

846.  Trouver  une  troifiéme  Ligne  x proportionnelle 
à deux  Lignes  données  AB  & BD  3 en  forte  qu’on  ait  la 
proportion  AB  t BD-t:  BD  : x. 

Solut.  Joignez  les  deux  lignes  AB  , BD  {fs. 
1 64.  ) , de  façon  que  BD  foit  perpendiculaire  fur 
l’extrémité  de  AB  : prolongez  BD  , de  façon  que  l’on 
ait  BE=BD  t par  les  trois  points  A , D , E , faites 
palier  (84  5.)  une  circonférence  de  cercle  , & prolon- 

f;ez  AB  jufqu’a  la  rencontre  de  la  circonférence  ; 8c 
a ligne  BC  fera  latroiliéine  proportionnelle  cherchée. 
Car  par  la  propriété  du  cercle  (559.)  l’on  a AB:  BD:  î 
BD  : BC, 

Corollaire. 

847.  Etant  donnée  la  corde  DE  , 8c  la  hauteur  BC 
d’un  arc  [fig.  164.  ) , il  fera  facile  , par  la  méthode 
précédente,  de  trouver  le  diamètre  AC,  & par  consé- 
quent le  centre  du  cercle.  Car  cherchez  une  troifiéme 
proportionnelle  à BC  & BD  pour  avoir  BA  , 8c  ajou- 
tez BA  à la  hauteur  BC , & vous  aurez  le  diamètre 
AC  ; lequel  divifé  en  deux  également , donnera  le 
centre  O , & le  rayon  OC. 

Ce  problème  eft  en  ufage  dans  l’Architeéhire  , 
quand  il  s’agit  de  conftruire  des  ouvrages  en  forme 
d’arc. 

Problème  XIV. 

848.  D’un  point  donné  dans  la  circonférence  du  cer- 
cle mener  une  Tangence. 
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SoLut.  Du  centre  menez  un  rayon  à ce  poinc  de 
la  circonférence  , 8c  fur  l'extrémité  du  rayon  élevez 
(831.)  une  perpendiculaire  à ce  rayon  j elle  fera  la 
tangente  demandée.  Car  toute  ligne  qui  eft  perpen- 
diculaire à l’extrémité  du  rayon,  eft  tangente  par  rap- 
port à la  circonférence  (41 5.). 

Problème  X V. 

J ' 

849.  D'un  point  donné  A hors  de  la  circonférence  du 
Cercle  j mener  une  Tangente  à la  circonférence  ( tig.  165.). 

Solut.  1°.  Du  point  A menez  au  centre  du  cercla 
la  droite  AC  , que  vous  diviferez  en  deux  également 
(819.)  au  point  O. 

11°.  Du  point  O,  comme  centre,  & de  i’iiftervalle 
OA,  décrivez  une  circonférence,  laquelle  coupera  la 
première  en  deux  points  B , D. 

111°.  Si  du  point  A vous  menez  une  ligne  à l’un  ou 
à l’autre  des  deux  points  d’interfeétion  B , D , cette 
ligne  fera  tangente  au  cercle.  Car  ayant  mené  le  rayon 
CB , on  aura  l’angle  CBA  appuyé  fur  le  diamètre  CA  : 
donc  cet  angle  fera  droit  : donc  la  ligne  AB  eft  per- 
pendiculaire à l’extrémité  du  rayon  ; donc  (41  j.)  elle 
eft  tangente. 

Problème  XVI. 

850.  Couper  une  Ligne  donnée  ED  « moyenne  & 
extrême  raifon  ( fig.  90.  ). 

Solut.  Sur  l’extrémité  D de  la  ligne  BD  élevez 
une  perpendiculaire  DC , égale  à la  moitié  de  la 
ligne  donnée  BD  , 8c  du  point  C comme  centre , 8c 
de  l’intervalle  CD,  décrivez  une  circonférence  de 
cercle  : par  le  centre  C menez  la  fécante  B A , 8c  fur 
la  ligne  BD  prenez  la  portion  BG— BE;  & le  point  G 
fera  celui  où  la  ligne  BD  fera  divifée  en  moyenne  8c 
extrême  raifon.  Car  on  aura  , comme  nous  l’avons 
prouvé  (5  4 j.)  BD  : BG  ::  BG  : GD. 

Bb  1 
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Problème  XVII. 

851.  D’un  point  donné  A hors  d’un  plan  y abbaijfcr 
une  perpendiculaire  fur  ce  plan  (*tig.  m.), 

Solut.  Pofezfur  le  point  donne  A une  des  pointes 
du  compas , & de  l’autre  pointe  décrivez  fur  ce  plan  la 
circonférence  1HDG,  &c.  ; cherchez  (841.)  le  centre 
C de  cette  circonférence:  je  dis  que  la  ligne  abbaiflee 
du  point  donné  A au  centre  C,  fera  la  perpendiculaire 
rheréhée. 

Demotjsî.  La  ligne  AC  par  la  conftruétion  a deux 
de  fes  points  A Ce  C,  également  éloignés  chacun  de 
tous  les  points  de  la  circonférence  décrite  : donc  tous 
fes  autres  points  font  auflî  également  éloignés  chacun 
de  tous  les  points  de  cette  circonférence:  donc  la  ligne 
AC  ne  penche  pas  plus  d’un  côté  que  de  l’autre  fur  le 
plan  donné,  & par  conféquent  elle  eft  perpendiculai- 
tc  à ce  plan. 

Problème  XVIII» 

851.  D’un  point  donné  C dans  un  plan , élever  une 
Perpendiculaire  à ce  plan  ( fig.  1 z 1 . ). 

'Solut.  D’un  point  quelconque  M pris  hors  du 
plan  abbaiflez , par  la  méthode  du  problème  précédent, 
une  ligne  MB  perpendiculaire  fur  le  plan  y & du  point 
C élevez  une  ligne  CA  parallèle  à MB:  je  dis  que  la 
ligne  CA  fera  la  perpendiculaire  demandée  ; comme 
on  le  voit  évidemment,  en  menant  la  ligne  CB. 

Pour  élever  fur  le  plan  donné  & du  point  C une 
parallèle  à la  ligne  MB,  il  n’y  a qu’à  faire  pafler  un 
plan,  p^r  lesdignes  CB,  & BM  , & tracer  fur  ce  nou- 
veau plan  , par  la  méthode  donnée  (833.),  une  ligne 
parallèle  à la  ligne  BM. 

Des  Angles. 

Problème  I. 

8 5 3,  Un  Angle  étant  donné j en  trouyer  la  valeur , 
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Solut.  Du  fommet  de  l'angle  pris  comme  centre  , 
décrivez  un  arc  entre  les  côtes  ; cherchez  le  nombre 
de  degrés  que  contient  cet  arc , & vous  aurez,  la  me- 
fure  de  l’angle. 

On  trouve  la  mefure  de  cet  arc  par  le  moyen  dit 
rapporteur , qui  eft  un  des  inftrumens  de  l’étui  de  Ma- 
thématique. Le  rapporteur  eft  un  demi-cercle  [fîg* 
157.)  divifé  le  plus  exaébement  qu’il  a été  poillble  , 
en  degrés  & en  minutes.  Or  mettant  le  centre  du  rap- 
porteur au  fommet  de  l’angle  , les  côtés  de  l’angle  , 
prolongés  ( s’il  eft  néceftaire  ) , intercepteront  un  arc 
du  rapporteur  qui  donnera  le  nombre  de  degrés  que 
contient  l’arc  que  vous  avez  décrit  j parce  que  ces 
deux  arcs  font  lemblables  , & contiennent  par  confé- 
quent  un  même  nombre  de  degrés. 

PtOBliMl  II. 

854.  Faire  un  Angle  de  tel  nombre  de  degrés  que  l'on 
voudra  3 par  ex  : de  50  degrés  ( fig.  157.). 

Solut.  Placez  le  centre  du  rapporteur  fur  le  point 
C,  qui  doit  être  le  fommet  de  l’angle:  marquez  les 
points  B & P , qui  interceptent  un  arc  de  50  degrés  ; 
du  centre  C menez  par  les  points  B & D les  lignes 
CF  , CE,  & vous  aurez  l’angle  requis. 

Problème  III. 

85-5 . Faire  un  Angle  égal  à un  Angle  donné  BAC 
(fig.  163.).  ' • 

Solut.  i°.  Du  fommet  A comme  centre  , décri- 
vez l’arc  BC  : menez  la  ligne  indéfinie  a% , & du  point 
a comme  centre , & de  l’intervalle  ac==. AB , décrivez 
l’arc  indéfini  cbd.  i°.  Sur  l’arc  indéfini  cbd , prenez 
avec  le  compas  la  portion  3c=BC,  & joignez  par 
une  droite  les  points  a , b > &:  vous  aurez  l’angle  bac 
= BAC  , comme  il  eft  évident. 

Corollaire ► 

S 5 6,  C’eft  par  cette  méthode  que  l’on  peut  faire 
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1°.  Un  triangle  égal  à un  autre  triangle  donne  BAG 
(fg.  73.  ).  Car  ayant  mené  ab= AB  , faites  en  a & 
eu  b des  angles  égaux  aux  angles  correfpondans  A & 

B , prolongez-en  les  côtés  jufqu  a ce  qu’ils  fe  ren- 
contrent, & vous  aurez  le  triangle  aét=ABC  (495.). 

11°.  Un  triangle  femblable  à un  autre  triangle  (fig. 
\-]6.  ),  Car  tirant  la  ligne  cb<^ou  CB,  & faifant 
le  refte  comme  ci-deflus , vous  aurez  le  triangle  abc 
fçmblable  au  triangle  ABC  (548.), 

• Les  Figures , 

Problème  I. 

8 5 7.  Faire  fous  un  angle  donné  a un  Parallélogram- 
me égal  à un  autre  Parallélogramme  donné  AEDC  (fig. 
*68.).  • 

Sqlut.  Dans  le  parallélogramme  donné  AEDC  , 
menez  la  ligne  BC  qui  falle  fur  la  bafe  l’angle  BCD 
— a y menez  la  parallèle  DF  , & prolongez  AE , & 
vous  aurez  le  parallélogramme  BCDF  fait  fous  l’an- 
gle donné  a,  & égal  au  parallélogramme  donné 
ACDE  ; parce  qu’ils  ont  tous  deux  même  bafe  & 
même  hauteur. 

Problème  II, 

858.  Faire  fous  un  angle  donné  a j & fur  une  ligne 
donnée  DF  , un  Parallélogramme  égal  à un  autre  Pa- 
rallélogramme donné  ( fig.  1 69.  ). 

Solut.  1°.  Confirmiez  fous  l’angle  donné  4 , par 
la  méthode  du  problème  précédent , un  parallélogram-  . 
me  égal  au  parallélogramme  donné,  & foit  AdOC 
ce  parallélogramme  ainfi  conftruit. 

II0.  Prolongez  AB  de  maniéré  que  l’on  ait  BG  = 
DF  , menez  la  ligne  indéfinie  GOD , & prolongez 
AC  jufqu’à  la  rencontre  de  GD. 

111°.  Achevez  le  parallélogramme  ADIG  , & pro- 
longez B O CO:  le  parallélogramme  cherche  fe- 
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.ra  EOHI , don:  l’angle  OEI  = feOH  = ACH  (448.) 
= a y angle  donné  , & don:  la  bafe  EI  = BG  = DF , 
ligne  donnée. 

Démonst.  La  raifon  eft  que  le  parallélogramme 
EOHI  eft  égal  au  parallélogramme  ACOB.  Car  la 
diagonale  GD  parcage  le  parallélogramme  ADIG  en 
deux  triangles  égaux  GDA , GDI  (57 6.).  Or  lï  de 
ces  deux  triangles  égaux  vous  retranchez  d’une  part 
le  triangle  GOB  , & de  l’autre  le  triangle  GOH  = 
GOB  (576.)  ; fi  de  plus  vous  retranchez  d’une  parc  le 
petit  triangle  ODC , & de  l’autre  le  triangle  ODE= 
ODC  (576.);  les  reftes  feront  égaux,  c’eft-à-dire , 
<jue  vous  aurez  le  parallélogramme  EOHI  = ACOB. 

Corollaire  I. 

8 5 9.  Dans  tout  parallélogramme  ou  une  diagonale 
GD  [fig.  169.)  eft  coupée  en  un  point  quelconque 
O par  deux  lignes  parallèles  aux  côtés,  les  portions 
EOHI,  ACOB  s’appellent  les  complémens  du  paral- 
lélogramme , & ces  complémens  font  toujours  de* 
parallélogrammes  égaux. 

Corollaire  II.  • 

860.  Si  le  parallélogramme  étoit  un  quarré  AG1D 
\fig.  I7°0  ^es  complémens  feroient  alors  des  paral- 
lélogrammes non-feulement  égaux , mais  femblables. 
C’eft  pourquoi 

1°.  Prenant  dahs  le  quarré  la  fomme  des  complé- 
mens , 8c  y ajoutant  le  quarré  COED , vous  aurez  la 
figure  ADIHOB  , laquelle  s’appelle  Gnomon  y ou 
■kquerre\  d’où  vient  l’inftrument  de  l’étui  de  Mathé- 
matique , qui  porte  ce  nom  , & dont  l’ufage  eft  de 
mener  des  lignes  perpendiculaires  ; de  former  des 
angles  droits  j de  conftruire  des  quartés  ; des  reéhn- 
.gles  ; & autres  figures  à angles  droits. 

11°.  A l’ufage  de  l’équerre,  on  ajoure  fouvent  ce- 
lui de  la  ligne  d’aplomb , qui  fe  trouve  aufii  dans 
4’étui  de  Mathématique  , & qui  n’eft  .au  te.  choft 
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qu’un  fil  à l’extrémité  duquel  on  a attaché  un  plomb; 
L’ufage  de  ce  fil  eft  de  déterminer  les  directions  per- 
pendiculaires à l’horifon  ; de  juger  de  la  polition  des 
plans,  de  leur  parallélifine , de  leur  inclinaifon, 
plus  ou  moins  grande  par  rapport  à l’horifon.  Pour 
cet  effet  on  fufpend  la  ligne  d ‘aplomb  par  une  de  fes 
extrémités  au  fomrnet  de  l’angle  formé  par  les  deux 
branches  de  l’équerre  , entre  lefquelles  on  adapte 
aufii  un  quart  de  cercle  gradué  (fig.  171.  ).  Or  fi 
l’on  pofe  fur  un  plan  quelconque  les. points  B,  C 
de  l’équerre , de  façon  que  le  fil  AF  puifte  fe  mou- 
voir librement  le  long  du  quart  de  cercle  j on  jugera 
fi  le  plan  eft  perpendiculaire  , ou  incliné  plus  ou 
moins  fur  l’horifon  , fuivant  que  le  fil  répondra  au 
point  O , milieu  du  quart  de  cercle , ou  qu’il  s’en  écar- 
tera plus  ou  moins. 

Corollaire  III.  * 

$6 1.  Suppofant  le  point  O autre  que  le  milieu  de 
la  diagonale  , fi  d’un  quarré  ADIG  on  retranche 
les  complémens  ACOB  , EOHI  (fig.  170.),  il  res- 
tera ékux  autres  parallélogrammes  GEOH  , OCDE 
(fig.  172.)  , que  l’on  peut  appeller  les  Supplémens 
du  parallélogramme.  Or  ces  fupplémens  font  tou- 
jours des  parallélogrammes  femblables  , mais  iné- 
gaux. ^ 

Si  l’on  fuppofe  que  dans  cette  figure  le  point  O étant 
fixe , tous  les  autres  points  B,G,H,C,D,E,  foienc 
mobiles  ; alors  fubftituant  des  réglés  à la  place  des 
côtés  de  la  figure  , il  en  réfultera  uh  infiniment  (fig. 
173.  ) dans  lequel  les  points  G,  D,  extrémités  de  la 
diagonale  commune , pourront  s’approcher  ou  s’éloi- 
gner du  point  fixe  O,  tandis  que  les  points  collaté- 
raux B , H 8c  C , E s’éloigneront  ou  s’approcheront , 
dans  la  même  proportion  , de  la  diagonale  GD.  Or 
dans  ce  mouvement  les  deux  parallélogrammes  chan- 
geront d’efpéce.,  mais  relieront  toujours  femblables^ 
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D où  il  fuit  que  fi  le  point  G,  pendant  le  mouvement 
décrit , une  figure  quelconque  , le  point  oppofé  D 
décrira  en  même  tems  une  figure  plus  petite,  mais 
toute  femblable. 

C’eft  pourquoi  l’on  fe  fert  de  cet  inftrumentpour  ré- 
duire les  figures , les  plans  Sc  les  cartes.  Toit  de  grand 
en  petit,  foit  de  petit  en  grand. 

Problème  III.  , 

8 6 1.  Faire  fous  un  Angle  donné  a un  Parallélogram- 
me égal  à un  Triangle  donné  ABC  ( fig.  1 74.  ). 

Solut.  Partagez  la  bafe  BC  du  triangle  en  deux 
également  au  point  D (8 1 9.)  ; menez  la  ligne  indéfinie 
AFG  parallèle  à BC  ; faites  (855.)  l’angle  CDF=j  , 
& menez  CG  parallèle  à DF.  Le  parallélogramme 
CDFG  fera  égal  au  triangle  ABC  ; puifqu’il  a même 
hauteur  & une  bafe  fous  double. 

Problème  IV. 

85  3.  Faire  fpus  un  Angle  donné  a & fur  une  Ligne 
donnée  DF  , un  Parallélogramme  égal  à un  Triangle 
donné ACB  (fig.  175.). 

Solut.  1°.  Sur  FB , moitié  de  CB , & fous  l’angle 
donné  a conftruifez,  félon  la  méthode  du  problème 
précédent , le  parallélogramme  EFBFi , égal  au  trian- 
gle donné  ACB. 

11°.  Prolongez  EH  de  façon  que  l’on  ait  HI=DF , 
menez  la  ligne  indéfinie  IBN , & faites  le  refte  , com- 
me il  a été  enfeigné  dans  le  fécond  problème  (858.); 
& vous  aurez  le  parallélogramme  MBKD  égal  au 
parallélogramme  EFBH.  Or  le  parallélogramme  BM 
DK  eft  conftruit  fous  l’angle  BMD=a  , & fur  la 
ligne  MD=HI=DF  , ligne  donnée  : la  raifon  eft  la 
même  que  celle  que  nous  avons  donnée  pour  le  fé- 
cond problème. 

ARTICLE  IL 

La  Planimétrie. 

I®.  L’objet  de  la  planimétrie  eft  la  mefure  des  fur- 
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faces.  Pour  mefurer  une  furface,  il  eft  ordinairement 
à propos,  & même  il  eft  fouvent  néceflaire,  (fur-rout 
lorfqu’elle  eft  irrcguliere)  de  la  partager  en  triangles  par 
des  diagonales  , ou  des  rayons  , ou  autres  lignes  fem- 
blables , & la  mefure  de  tous  ces  triangles  donne  la  me- 
fure  totale  de  la  furface.  Le  but  important  dans  la  plam- 
métrie  eft  donc  de  bien  fçavoir  mefurer  les  triangles. 

11°.  On  mefure  aifément  la  furface  d'un  triangle  , 
dont  on  connoît  la  hauteur  & la  bafe  ( 5 77.)  j car  la 
furface  d’un  triangle  quelconque  eft  égale  à la  moitié 
du  produit  de  fa  hauteur  par  fa  bafe.  Mais  il  eft  fou- 
vent  impoiïîble  de  déterminer  ces  deux  dimenfions , 
parce  que  l'on  ne  peut  point  y appliquer  immédiate- 
ment la  mefure.  Dans  ce  cas , pourvu  qu’il  y ait  de 
certaines  conditions  données,  ou  pourvu  que  des  dif- 
férentes parties  qui  compofent  le  triangle,  fçavoir, 
trois  côtés  & trois  angles,  il  y en  ait  un  certain  nom- 
bre de  connues;  les  Géomètres  ont  l’sytt  & la  méthode 
de  connoître  5c  de  déterminer  toutes  les  autres,  & 
c’eft  ce  que  l’on  appelle  Solution  des  Triangles  3 ou 
Trigonométrie. 

111°.  La  Trigonométrie  en  donnajit  la  mefure  des 
triangles , procure  en  même-tems  le  moyen  non- feu- 
lement d’évaluer  une  furface  quelconque  donnée  ; 
mais  auflî  de  déterminer  des  hauteurs  , des  diftances, 
&c.  inconnues , comme  nous  le  verrons  : d’où  l’on 
peut  juger  quelle  eft  fon  utilité  dans  l’application  des 
mefurcs.  Nous  parlerons  donc  , i°.  de  la  mefure  des 
furfaces  en  général  ; i°.  de  la  mefure  des  triangles  en 
particulier,  ou  de  la  Trigonométrie. 

• PARAGRAPHE  I. 

De  la  Mefure  des  Surfaces  en  général. 

Problème  I. 

864.  Trouver  V aire  ou  la  furface  d'un  Quanré  3 d'un 
Rectangle  & d'un  Triangle. 

Solut.  Mefurez  l’un  des  çôtes  du  quarré  , & 
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multipliez-le  par  lui-même } le  produit  fera  l’aire  du 
quarré.  Si  le  côté  eft  de  quatre  pieds  , vous  aurez  4 
X4—  16  pieds  pour  la  furface  du  quarré. 

11°.  ’ Multipliez  la  bafe  du  reétangle  par  fa  hauteur ^ 
Sc  vous  aurez  l’aire  du  reétangle.  Si  la  bafe  eft  de  5 
pieds  & la  hauteur  de  3 , vous  aurez  3 X 5=15 
pieds  pour  la  furface  du  reétangle. 

111°.  D’un  des  angles  du  triangle  abbaiftèz  une 
perpendiculaire  fur  le  côté  oppofé , ( que  vous  regar- 
derez comme  la  bafe  du  triangle  ) 3 & cette  perpendi- 
culaire fera  la  hauteur  du  triangle  : multipliez  la 
bafe  par  la  hauteur  , & prenez  la  moitié  du  produit , 
& vous  aurez  (5  77.). la  furface  du  triangle.  La  bafe 
étant  de  5 pieds,  ik  la  hauteur  de  43  vous  aurez 

= ^ = 10  pieds  pour  la  furface  du  triangle. 

Problème  II. 

865 . Trouver  la  furface  d’un  Parallélogramme. 

Soluté  Du  fommet  d’un  des  angles  du  Parallélo- 
gramme abbaiftèz  une  perpendiculaire  fur  le  côté  op- 
pofé, ( prolongé,  s’il  eft néceftaire,)  Sc  que  vous  pren- 
drez pour  bafe  : cette#perpendiculaire  fera  la  hauteur 
du  parallélogramme  , laquelle  multipliée  par  la  bafe, 
donnera  la  furface  du  parallélogramme  (569.). 

Problème  111. 

, S 6 6.  Trouver  l’aire  ou  la  furface  d'un  Polygone 
quelconque. 

Solut.  Réduifez  le  polygone  en  triangles  par  de* 
diagonales  menées  du  fommet  d’un  des  angles  à tous 
les  autres  ( fig . 66  & 6-1.  ) 3 cherchez  l’aire  de  chacun 
de  ces  triangles  par  la  méthode  ci-deftiis  (864.)  : la 
fomme  des  aires  triangulaires  donnera  l’aire  du  poly- 
gone. 

Corollaire. 

867.  Si  le  polygone  eft  régulier,  menez  du  centre 
du  polygone  des  rayons  obliques , lefqueis  partageront 
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le  polygone  en  autant  de  triangles  égaux  qu’il  y a de 
côtés  dans  le  polygone  : cherchez  la  furface  d’un  de 
ces  triangles  , & multipliez-la  par  le  nombre  des  cô- 
tés du  polygone,  & vous  aurez  la  furface  du  poly- 
gone. Ou  tout  d’un  coup  multipliez  le  rayon  droit  du 
polygone  par  la  moitié  du  périmètre  , ôc  le  produit 
donnera  la  furface  du  polygone  régulier  (581 .). 

Problème  IV. 

868.  Trouver  l’aire  ou  la  furface  d’un  cercle 3 dont  on 
connoit  la  circonférence. 

Solut.  Cherchez  le  diamètre  de  ce  cercle , lequel 
eft  à la  circonférence  à peu  près  dans  le  rapport  de  7 
à 12  , ou  de  ioq  à 3 14,  ( ce  dernier  rapport  eft  un 
des  plus  exa&s  que  l’on  ait  trouvé):  multipliez  la 
circonférence  par  le  rayon  , & la,  moitié  de  ce  pro- 
duit , donnera  l’aire , ou  la  furface  du  cercle  (5  8<5.) 

Corollaire. 

869.  On  trouvera  la  furface  d’un  feéfeur  de  cer- 

cle , en  multipliant  l’arc  du  feéteur  par  la  moitié 
du  rayon.  • 

PARAGRAPHE  II. 

De  là  Mefure  des  Triangles , ou  de  la  Trigonométrie. 

1°.  La  Trigonométrie  eft  l’art  de  réfoudre  le^ 
triangles  : c’eft-à-dire  , de  connoître  les  parties  in- 
connues du  triangle  par  le  moyen  de  celles  qui  font 
connues. 

11°.  Dans  tout  triangle  il  y a cinq  chofes  à conlï- 
dérer  , comme  nous  l’avons  dit  ailleurs  3 fçavoir  , 
trois  côtés  & deux  angles.  Or  lorfque  de  ces  cinq 
chofes  trois  font  connues , la  Trigonométrie  donne 
l’art  & la  méthode  de  connoître  les  autres. 

111°.  Si  l’on  a le  triangle  ABC  {fig.  17 6.  ) dont  on 
connoille  déjà  trois  chofes } fçavoir , l’angle  A > & les 
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deux  cotés  AB,  AC  autour  de  cet  angle;  on  pourra 
connoître  le  troifiéme  côté  8c  les  autres  angles,  (que 
l’on  fuppofe  ne  pouvoir  être  mefurés  immédiate- 
ment), on  pourra,  dis-je  , les  connoître  en  traçant  un 
triangle  moindre  , niais  femblable  au  premier.  Car  fi 
l’on  fait  l’angle  <z= A , 8c  les  côtés  ab , ac,  propor- 
tionnels aux  côtés  AB,  AC  du  grand,  8c  que  l’on 
mene  le  troifiéme  côté  bc , le  petit  triangle  Refera 
femblable  au  grand  comme  nous  l’avons  prouvé  (55  o.). 
Or  tous  les  cotés  &:  tous  les  angles  du  petit  triangle 
peuvent  être  mefurés  immédiatement:  ils  feront  donc 
connoître  ceux  des  angles,  ou  des  côtés  du  grand 
triangle  qui  étoient  inconnus.  Cette  méthode  ae  ré- 
foudre les  jriangles  s’appelle  la  Trigonométrie  par 
les  triangles  Je  mb  labiés , & eft  toute  fondée  fur  la  fimi- 
litude  des  triangles. 

IV°.  Mais  on  peut  aufii  réfoudre  immédiatement 
le  grand  triangle  ABC , par  le  moyen  des  Jinus  , tan- 
gentes &c  fécantes  des  angles  , lefquels  ont  un  rapport 
géométrique  avec  les  côtés  du  triangle  , & font  con- 
noître  les  parties  inconnues  du  triangle  par  le  moyen 
de  celles  qui  font  connues.  Or  cette  méthode  de  ré- 
foudre les  triangles,  s’appelle  Trigonométrie  par  les 
Jinus  j tangentes  8c  fécantes  ; 8c  c’eft  celle  que  nous 
allons  expofer.  Nous  parlerons  , i°.  de  la  théorie  des 
Jinus  j tangentes  8c  fécantes  j i°.  de  la  conftruétion  de 
la  Table  des  fnus  3 tangentes  8c  fécantes  ; 30.  de  la 
réfolurion  des  triangles  ; 40.  de  l’application  de  la 
Trigonométrie  à la  pratique. 

Nombre  I. 

Théorie  des  Sinus  j Tangentes  & Sécantes. 

DÉFINITIONS. 

» ■> 

I. 

S 70.  On  appelle  Sinus-droit  d’un  arc  AE , ou  d’un 
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angle  ACE , mefuré  par  cet  arc,  une  ligne  AB  (fig. 
178.  ) tirée  de  l’extrémité  de  l’arc  perpendiculaire- 
ment fur  le  rayon  , ou  diamètre  , qui  pâlie  par  l’autre 
extrémité  du  même  arc. 

I I. 

871.  La  ligne  BE , qui  eft  la  partie  du  rayon 
comprife  encre  le  finus  droit  & la  circonférence  , 
s’appelle  Sinus-verfe  du  même  arc  AE,  ou  de  l’an- 
gle ACE. 

I I I. 

871.  La  ligne  CB,  qui  eft  la  portion  du  rayon 
comprife  entre  le  centre  du  cercle  & le  finus  droit, 
s’appelle  Co-Jinus  ou  Sinus  de  complément  de  l’atc 
AE  , ou  de  l’angle  ACE  : parce  que  CB  eft  toujours 
égal  à FA,  lequel  eft  le  finus  droit  de  l’angle  ACF , 
qui  eft  le  complément  de  l’angle  ACE. 

I V. 

873.  Le  rayon  du  cercle  au  centre  duquel  on 
conçoit  qu’eft  pofé  le  fommet  de  l’angle,  s’appelle 
Sinus  total. 

V. 

874.  On  appelle  Tangente  d’un  arc,  ou  d’un  an- 
gle , une  ligne  EH  perpendiculaire  à l’extrémité  du 
rayon  qui  palTe  par  une  extrémité  de  l’arc  , & termi- 
née par  la  rencontre  du  rayon  prolongé  CA , qui  pafte 
par  l’autre  extrémité  du  même  arc. 

VI. 

875.  On  appelle  Sécante  d’un  arc  , ou  d’un  angle, 
le  rayon  prolongé  jufqu  a la  rencontre  de  la  tangente  j 
fçavoir , la  ligne  CH. 

Corollaire  1. 

876.  Le  finus- droit  d’un  arc,  ou  d’un  angle  eft 
.toujours  la  moitié  de  la  corde  qui  foutient  un  arc 
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double',  par  ex  : le  fmus  AB  de  l’arc  AE  eft  la  moitié 
de  la  corde  AD , laquelle  foutienc  l’arc  AED , double 
de  AE  , comme  il  eft  évident. 

Corollaire  1 1. 

877.  Le  finusde  l’angle  droit,  ou  de  l’arcde  90  de- 
grés, eft  toujours  le  rayon.  Car  l’arc  double  de  celui  de 
90  degrés  eft  la  demi-circonférence  j la  corde  qui  la 
fourient  eft  le  diamètre,  dont  la  moitié  eft  le  rayon. 

Le  plus  grand  de  tous  les  (înus  eft  le  linus  de.  Y an- 
gle droit , ou  le  rayon  ; &c  c’eft  pour  cette  raifon  qu’on 
l’appelle  Sinus-total. 

• Corollaire  111. 

878.  Un  arc  , ou  un  angle  ACE  étant  donné , & 
ayant  mené  fon  finus  droit  AB  y le  Jînus-verJe  fera 
toujours  la  différence  du  rayon  & du  co-Jinus  y & pa- 
reillement le  co-Jinus  fera  toujours  la  différence  du 
rayon  & du  Jinus-verfe. 

i. 

Corollaire  1 V ’. 

879?  Dans  un  triangle  reétangle  HCE , fi  l’on 
prend  pour  rayou  fe  côté  CE  ; il  eft  clair  que  l’hypo- 
thénufe  CH  fera  la  fécante  , & l’autre  côté  HE  fera 
la  tangente  de  l’augle  HCE.  Mais  fi  l’on  prend  pour- 
rayon  l’hypothénufe  CH  y il  eft  évident  que  le  côté 
HE  fera  le Jinus-droit,  &c  que  l’autre  côté  CE  fera  le 
co-Jinus  de  l’angle  HCE.  C’eft  pourquoi  une  meme 
ligne  HE  peut  faire  la  fonétion  de  fmus  ou  de  tan- 
gente, félon  que  l’on  prend  pour  rayon  l’hypothé- 
nufe  CH  , ou  le  côté  CE.  » 

• Corollaire  V. 

880.  L’angle  droit,  par  ex  : FCE  , & à plus  forte 
raifon  l’angle  obtus  , n’a  ni  tangente  , ni  fécante.  Car- 
ia tangente  eft  une  ligne  perpendiculaire  à l’extré- 
mité du  rayon,  Ôc  prolongée  jufqu’à  la  rencontre  de 
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la  fécante.  Or  dans  l’angle  droit  & l’angle  obtus  la 
tangente  & la  fécante  ne  peuvent  fe  rencontrer;  mais 
font  parallèles  dans  l’un , & divergentes  dans  l’autre  : 
donc,  &c. 

Corollaire  VI. 

88 1.  L’angle  obtus  n’a  point  d’autre  finus  que  ce- 
lui de  l’angle  aigu  fon  fupplément.  Car  fi  de  l’extré- 
mité de  l’arc  qui  mefure l’angle  obtus,  on  tire  perpen- 
diculaireriaent  une  ligne  fur  le  rayon  qui  patte  par 
l’autre  extrémité  de  l’arc  ; cette  ligne  tombera  hors 
de  l’angle  , & fera  le  finus  de  l’angle  de  Jupplément . 
Ainfi  ce  font  les  finus  des  angles  de  fupplément  qui 
fervent  dans  la  Trigonométrie  à faire  connoître  les 
angles  obtus. 

Théorème  I. 

\ 

882.  Dans  tout  Triangle  les  Sinus  des  Jngles  font 
proportionnels  aux  côtés  oppofés  aces  angles  (fig.  177.). 

Demonst.  Les  moitiés  font  proportionnelles  aux 
touts  : or  les  fiiîuç  des  angles  font  les  moitiés  des  côtés 
oppofés  aux  angles.  Car  fi  l’on  infyrit  le  triangle  ABC 
dans  un  cercle  ; l’angle  A étant  infcrit , a pour  mefure 
la  moitié  de  l’arc  fur  lequel  il  eft  appuyé.  Or  le  finus 
de  la  moitié  de  l’arc  CB  , & par  conléquentde  l’angle 
A eft  la  moitié  de  la  corde  BC  (876.) , laquelle  corde 
eft  le  côté  oppofé  à l’angle  A.  De  même  l’angle  C 
étant  infcrit,  a pour  mefure  la  moitié  de  l’arc  fur  le- 
quel il  eft  appuyé.  Or  le  finus  de  la  moitié  de  l’arc 
AB  , & par  conféquent  de  l’angle  C , eft  la  moitié 
de  la  corde  AB,  laquelle  eft  le  côté  oppofé  à l’angle 
C.  11  faut  dire  la  même  chofe  de  l’angle  B:  donc,  &c. 

Remarque. 

88;.  Le  Théorème  fera  toujours  vrai,  foit  que 
le  triangle  foit  Obliquangle , foit  qu’il  foit  Rectangle , 
foit  qu’il  foit  Obtufangle.  Mais  obfervez  que  le  fi- 
nus 
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hüs  de  l’angle  obtus  eft  le  même  que  le  finus  de  fon 
fupplément , comme  nous  l’avons  dit  j & que  ce 
finus  du  fupplément  eft^  toujours  la  moitié  du  côté 
» oppofé  à l’angle  obtus»  Car  dans  le  triangle  BAC  [fig. 
179.  ) le  fupplément  de  l’ahgle  en  A eft  l’angle  en  U, 

( puilque  ces  deux  angles  font  infcrirs , & que  leur 
fomme  étant  appuyée  fur  la  circonférence  entière , a 
par  conféquent  pour  mefure  la  demi-circonférence  ; ) 
or  le  finus  de  l’angle  en  D eft  (876.)  la  moitié  du 
côté  BC  : donc  la  moitié  du  côté  BC  fera  aufli  le  finus 
de  l’angle  en  A. 

Corollaire  I. 

884.  Dans  tout  triangle  reétangle  , comme  CAB 
{fig.  178.) , le  finuS'total , ou  le  rayon  eft  au  finus 
de  l’un  ou  de  l’autre  des  angles  aigus  , comme  l’hypo- 
thénufe  eft  au  côté  oppofé  à cet  angle  aigu.  En  effet  * 
CA  eft  en  même-tems  finus  total  & hypothénufe  ; 
AB  eft  en  même-tems  finus  de  l’angle  C,  Sc  côté  op- 
pofé à cet  angle.  Or  l’on  a évidemment 

CA  : AB  ::  CA  : AB. 

• Corollaire  1 1. 

885.  Dans  tout  triangle  reétangle  CHE,  le  finus-» 
total  eft  à la  tangente  de  l’un  des  angles  aigus  , com- 
ine le  côté  adjacent  à cet  angle  eft  au  côté  oppofé  ail 
même  angle , ou  l’on  aura 

CE: EH  ::  CE: Eh. 

Car  CE  eft  en  même-tems  finus  total  & côté  adjacent 
de  l’angle  C , 8c  EH  eft  en  même-tems  tangente  de 
l’angle  C , & côté  oppofé  à cet  angle. 

Corollaire  III. 

$86.  Dans  tout  triangle  reétangle  le  finus  total, 
ou  le  rayon  eft  à la  fécante  cfe  l’un  des  angles  aigus  , 
comme  le  côté  adjacent  à cet  angle  eft  à l’hypothé-* 
liufe , ou  l’on  a 

CE:  CH:;  CE:  CH: 

Cç 
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parce  que  CE  eft  en  même-rems  finus  total  & côté 
adjacent  de  l’angle  C;  &c  CH  eft  en  même-tems  fê- 
tante de  l’angle  C & hypothénufe. 

Remarquez  que  les  proportions  que  donnent  les 
trois  corollaires  précédens  , font  fondées  fur  ce  que 
dans  un  triangle  rectangle  chaque  côté  peut  faire  dou- 
ble fonction  , comme  nous  l’avons  dit  (879.). 

Théorème  II. 

S 8 7.  Dans  tout  Triangle  fealène  ABC  ( fig.  180.) 
fl  du  plus  grand  angle  B on  abbaiffe  une  perpendiculaire 
fur  le  côté  oppofé  le  plus  grand  côté  AC  fera  à la  fom- 
me  des  deux  autres  BC , B A j comme  la  différence  de  ces 
côtés  ejl  à la  différence  des  fegmens  CE  3 EA  j faits  par 
la  perpendiculaire  abbaiffée. 

Construction.  Du  centre  B , & de  l’intervalle 
du  petit  côté  CB  , décrivez  une  circonférence  , & 
prolongez  AB  jufqu’en  G , pour  avoir  AG  , fomme 
des  deux  côtés  , & HA  leur  différence  : abbaiffez  la 
perpendiculaire  BE  pour  avoir  les  fegmens  CE,  EA, 
dont  la  différence  fera  DA  = EA  — EC  , comme  il 
elt  évident , puifque  (41  2.)  CE=EL^ 

Démonst.  Les  parties  extérieures  AH,  AD  des 
deux  fécantes  AG  , AC  , font  réciproquement  pro- 

Forrionnelles  aux  fécantes  entières  , comme  nous 
avons  prouvé  (540.)  : donc  on  aura 
AC  : AG  ::  AH  : AD , 

dans  laquelle  proportion  le  premier  terme  AC  eft  le 
plus  grand  côté  du  triangle;  le  fécond  terme  AG  eft  la 
fomme  des  deux  autres  côtés  BA , BC  ; & HA  eft  leur 
différence;  & DA  eft  la  différence  des  deux  fegmens. 

Théorème  III. 

888.  Dans  tout  triangle  fealène  la  fomme  de  deux 
côtés  quelconques  BA , BC  ejl  à leur  différence  DC , 
comme  la  tangente  de  la  demi  fomme  des  angles  A&C 
cppofes  à ces  côtés  } ejl  à la  tangente  de  la  demi-différence 
de  ces  mêmes  angles  ( fig.  1 8 1 . 
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Construction.  Du  point  B , comme  centre  .& 
de  l’intervalle  du  petit  côté  BA  , décrivez  un  cercle; 
menez  la  droite  DA  & la  parallèle  CF  ; prolongez 
CB  jufqu’en  E,  & menez  la  ligne  EAF,  laquelle  lera 
perpendiculaire  aux  lignes  AD  & FC  , à caufe  de 
l’angle -droit  EAD.  Or 

I' . On  aura  la  ligne  CE=CB-f-BA  , fomme  des 
côtés  , & DC  leur  différence. 

11°.  L’angle  ECF  eft  égal  à la  demi-fomme  des 
angles  BAC , &c  BCA.  Car  l’angle  ECF=EDA  , 
parce  qu’ils  font  correfpondans.  Ôr  l’angle  infcric 
EDA  eft  fous-double  de  l’angle  central  ELÀ  (46$.); 
lequel  étant  extérieur  au  triangle  ABC , eft  par  con- 
féquent  égal  à la  fomme  des  cieux  angles  intérieurs 
oppofés  ’BAC-f-ÔCA  : donc  l’angle  EDA  , ou  fou 
. égal  ECF  , eft  la  moitié  de  la  fomme  des  angles 
BAC  4- BCA. 

111°.  L’angle  ACF  eft  égal  à la  demi-différence  des 
deux  mêmes  angles  BAC  , BCA.  Car  le  plus  grand 
angle  BAC  = BAD  + DAC  : or  DAC  = ACF, 
parce  qu’ils  font  alternes  internes:  donc  BAC  = 
.BAD  -F-  ACF.  Mais  BAD=BDA  , à caufe  du  trian- 
gle ABD  ifocele  : donc  on  aura  EAC  = EDA  -+- 
ACF.  Or  dans  cette  équation  BAC  eft  le  plus  grand 
des  deux  angles , &c  EDA  eft  la  moitié  de  la  fomme 
des  angles:  donc  ACF  eft  la  moitié  de  leurdifférence; 
puifque  de  deux  quantités  inégales,  la  plus  grande 
(198.)  eft  toujours  égale  à la  moitié  de  la  fomme, 
plus  à la  moitié  de  la  différence. 

IV°.  Puifque  l’angle  F eft  droit , fi  on  prend  CF 
pour  rayon  , & que  du  point  C , comme  centre  , on 
décrive  line  circonférence  , la  ligne  FE  fera  la  tan- 
gente de  l’angle  ECr  , demi-fomme  des  angles  ; 8c 
FA  fera  la  tangente  de  l’angle  ACF  , demi-diffé- 
rence de  ces  mêmes  angles. 

Démonst.  Les  deux  triangles  EFC  , EAD  font 
Semblables  par  la  conftruétion  ; donc  on  aura 

C c a 


t 
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EC  : DC  ::  EF  : AF, 
dans  laquelle  proportion  le  premier  terme  EC  eft  là 
fomme  des  côtés  BC,  BA  j le  fécond  eft  la  différence 
des  mêmes  côtés  ; le  troifiéme  eft  la  tangente  de  la 
demi-fomme  des  angles  } & le  quatrième  eft  la  tan- 
gente de  la  demi-différence  des  mêmes  -angles  ; 
donc , &c. 

Nombre  II. 

De  la  Conjlruclion  de  la  Table  des  Sinus  j Tangentes 
& Sécantes. 

1°.  Pour  conftruire  la  table  des  finus , tangentes 
& fécantes  , on  fuppofe  que  le  rayon  du  cercle , au 
centre  duquel  le  fommec  de  l’angle  eft  placé , eft 
divifé  en  un  très-grand  nombre  de  parties  ,*  par  ex  : 
en  10000000  de  parties.  Or  les  linus  , tangentes  8c 
fécantes  en  contiendront  toujours  un  certain  nombre , 
plus  ou  moins  grand  , félon  qu’ils  feront  plus  grands 
ou  plus  petits. 

11°.  L’angle  obtus  n’a  point  d’autre  finus  que  ce- 
lui de  fon  fupplément  , comme  nous  l’avons  die 
(88 i.)j  8c  par  conféquent  la  recherche  des  finus 
confifte  à trouver  les  finus  des  angles  depuis  une 
minute  jufqu’à  un  degré  , & depuis  un  degré  juf- 
qu’à  90. 

111°.  Si,  les  finus  des  angles  , ou  arcs , éroient 
proportionnels  aux  angles  ou  aux  arcs,  dès  qu’on 
auroit  fonnu  le  finus  d’un  angle  , on  trouveroit  aifé- 
ment  par  la  réglé  de  trois  les  finus  de  tous  les  au- 
tres angles.  Mais  nous  avons  prouvé  (881.)  que  les 
finus  étoient  proportionnels  , non  aux  angles  , ou 
aux  arcs  ; mais  aux  côtés  oppofés  aux  angles  , ou  aux 
cordes  qui  foutiennent  des  arcs  doubles. 

IV°.  Les  finus  des  angles  étant  les  moitiés  des 
cordes  qui  foutiennent  des  arcs  doubles  , pour  les 
trouver , la  queftion  fe  réduit  à trouver  les  cordes 
de  tous  les  arcs  depuis  une  minute  jufqu  a un  degré  j 
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& depuis  un  degré  jufqu’à  90.  Or  les  finus  étant 
trouvés  il  fera  facile  de  trouver  les  fécances  & les 
tangentes. 

Théorème  I. 

889.  Dans  les  cercles  inégaux  les  cordes  BC  & DÇ 
des  arcs fcmblables font  entr  elles 3 comme  les  rayons  AC 
& AE  de  leurs  cercles  ( fig.  99.  ). 

Demonst.  Les  doux  triangles  ACBj  AED  font 
femblables  : donc  on  aura  la  proportion 

BC  : DE  ::  AC  : AE. 

1» 

Remarque. 

890.  C’eft  fur  ce  principe  qu’a  été  conftruit  le 
compas  de  proportion , dont  un  des  principaux  ufa- 
ges  eft  de  trouver  les  cordes  des  différens  arcs  dans 
un  cercle  donné  [fig.  160.  ). 

Construction.  L’on  fuppofe  un  cercle , ou  un 
demi-cercle , qui  ait  cté  divifé  le  plus  exactement 
qu’il  a été  poflïble  , en  fes  degrés  depuis  un  degré 
jufqu’à  1S0.  Enfuite  prenant  deux  lignes  mobiles 
autour  d’un  point  A pris  pour  centre  du  compas  de 
proportion  , l’on  tranfporte  toutes  les  cordes  da 
cercle  divifé  fur  les  deux  lignes  mobiles  de  part  & 
d’autre  , par  ex  : la  longueur  de  la  corde  A $0  , qui 
eft  une  coçde  de  30  degrés  , fe  tranfporte  de  A en 
D;  la  corde  A 60  fe  tranfporte  de  A en  E , & ainlî  da 
refte. 

Solut.  Soit  maintenant  donné  un  cercle  à vo- 
lonté , 8c  dont  le  rayon  foit  nommé  EF , 8c  qu’il  foit 
.propofé  de  trouver  dans  ce  cercle  un  arc  de  40  de- 
grés j j’ouvre  les  deux  branches  du  compas  de  pro- 
portion , de  fa<;on  que  le  rayon  EF  foit  porte  de 
60  en  60  : enfuite  cherchant  l’intervalle  qui  fe  trou- 
ve entre  40  & 40 , je  le  porte  fur  le  cercle  à divi- 
fer  , & j’ai  une  corde  de  40  degrés  : 8c  par  confé- 
quent  fi  du  point  A pris  comme  centre , & de  l’inter- 
yalle  AO  je  décris  un  arc  entre  les  branches  dacom-ç 

Ce  y 
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ras  de  proportion,  cet  arc  fera  de  40  degrés , & 
angle  formé  par  les  deux  branches  du  compas  fera 
de  40  degrés  ; ce  qui  donne  la  méthode  de  faire  ai- 
fément  un  angle  de  tel  nombre  de  degrés  que  l’on 
voudra. 

* Demonst.  A caufe  des  deux  triangles  femblables 
AOM  & AEF  , on  a la  proportion 

AE  :'EF  ::  AO  : OM. 

Or  dans  cette  proportion  le  premier  terme  eft  le 
rayon  fur  lequel  a été  conftruir  le  compas  de  pro- 
portion , parce  que  la  corde  de  £0  degrés  ^ft  égale 
(51 6.)  au  rayon;  le  fécond  terme  eft  le  rayon  du 
cercle  à diviler  , le  troifiéme  terme  eft  la  corde  de 
40  degrés  du  premier  cercle  : donc  le  quatrième 
terme  fera  la  corde  de  40  degrés  du  fécond  cercle. 
Car  dans  les  cercles  inégaux  nous  venons  de  prouver 
que  les  cordes  des  arcs  femblables  font  emr’elïes  com- 
me les  rayons. 

Théorème  II. 

891.  Dans  tout  Quadrilatère  inferit  au  cercle , le 
Rectangle  J ait  des  deux  diagonales  3 ejl  égal  d la  fomme 
des  deux  Rectangles  faits  fous  les  côtés  oppofés-du  Qua- 
drilatère ( fig.  181.),  c’ejl- à- dire  3 que  AC  X BD  = 

ABxDC+ADxBC. 

Demonst.  Menez  la  ligne  AE , enforte  qu’elle 
fade  l’angle  DAE  égal  à l’angle  BAC  ; & les  trian- 
gles ABC  & AED  feront  femblables.  Car  l’angle 
£CA  = ADB  , parce  qu’ils  font  appuyés  fur  le  mê- 
me arc;  & l’angle  BAC=DAE  par  la  conftruétion  : 
donc  on  aura  (5  ; 5 ) CB  : CA  ::  DE  : DA;  & par 
conféquent  (199.)  CB  X DA  = CA  X DE.  Pareil- 
lement les  triangles  ABE,  ACD  font  aufli  fembla- 
bles. Car  l’angle  ABE  = ACD,  parce  qu’ils  font 
appuyés  fur  le  même  arc  AD  , & ajoutant  l’angle 
EÂC  aux -deux  angles  égaux  BAC,  DAE  , vous  au- 
rez l’angle  BAE=DAC  : donc  (535.}  on  aura  AB  : 
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BE  ::  CA  *.  CD;  8c  par  conféquent  ABxCD=BE 
X CA , 8c  ajourant  les  deux  équations,  on  aura 
GB  x DA  -h  AB  x CD  = CA  x DE  -h  CA  x BE  = 
CB  x DÉ+BË=CA  x DB , 
dans  laquelle  équation  le  premier  membre  eft  la  fom- 
me^des  re&angles  faits  fous  les  côtés  oppofés  du  qua- 
drilatère ; 8c  le  dernier  eft  le  rectangle  fait  fous  les 
deux  diagonales  : donc  , 8cc. 

Problème  I. 

8 9 1.  Connoijfant  la  corde  AB  d’un  arc , trouver  lcc 
corde  AEde  fon  fupplément  ( fig.  i i 8.  ). 

Solut.  L’angle  en  A eft  droit  (464.) , 8c  par  con- 
féquent le  triangle  EAB  eft  redtangle.  Si  donc  on 
fuppofe  le  rayon  divifé  en  10000000  départies,  le 
diamètre  BE  en  vaudra  20000000  ; par  conféquent 
fi  du  quarré  du  diamètre  vous  retranchez  le  quarré  de 
la  corde  connue  AB , le  refte  fera  le  quarré  de  la  corde 
AEj  dont  la  racine  quarrée  exprimera  le  nombre  que 
contient  AE. 

• Problème  IL 

895.  ConnoiJJane  les  cordes  de  deux  arcs  AB,  AD* 
trouver  Ja  corde  BD  de  la  fomme  des  deux  arcs  (hg.  183 .)» 

Solut.  Cherchez  par  le  problème  précédent  les 
cordes  des  fupplémens  BC  8c  DC  , 8c  menez  le  dia- 
mètre AC.  Donc  fi  vous  multipliez  AB  par  DC,  8c 
AD  par  BC  , la  fomme  de  ces  produits  fera  (891.) 
égale  au  reétangle  des  deux  diagonales  BD  8c  AC  * 
lequel  étant  divifé  par  le  diamètre  AC  , donnera  au 
quotient  la  corde  cherchée  BD. 

Corollaire. 

894.  Si  l’on  avoir  fuppofé  AD  = AB  , comme  on 
le  voit  {fis.  184.)  , alors  la  corde  BD  auroit  été  la- 
corde  d’un  arc  d#uble  de  l’arc  BA.  C’eft  pourquoi 

1°.  Connoiflant  la  corde  d’un  arc  , on  peut  par  la 
méthode  du  problème  précédent , connoître  la  corde 
d’un  arc  double.. 

Ce  4 
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11°.  Connoiflant  la  corde  d’un  arc,  on  peut  trou- 
ver celle  d’un  arc  triple.  11  ne  s’agit  que  de  trouver 
la  corde  d’un  arc  double  , & enfuire  îa  corde  de  là 
fomme  de  l’arc  fimple  & de  l’arc  double,  (893.)  & 
vous  aurez  la  corde  de  l’arc  triple. 

111°.  ConnoilTant  la  corde  d’un  arc , on  peut  facile- 
ment trouver  la  corde  d’un  arc  quintuple.  Pour  cela 
il  faut  trouver  la  corde  d’un  arc  double  & la  corde 
d’un  arc  triple , & enfuite  la  corde  de  la  fomme  de 
ces  deux  arcs  (893.),  laquelle  fera  la  corde  d’un  arc 
quintuple. 

Problème  III. 

895,  ConnoiJJant  la  corde  BD  d'un  arc  3 trouver  la 
corde  B A de  la  moitié  de  çet  arc  ( fig.  184.). 

Solut.  Ayant  mené  le  rayon  BF  , du  quarré  de 
çe  rayon  ôtez  le  quarré  de  BE,  moitié  (412.)  de  la 
corde  connue , & le  refte  fera  le  quarré  de  FE  , dont 
extrayant  la  racine  , vous  aurez  la  ligne  FE  : donc 
AE  , qui  eft=  AF  — EF,  fera  connue.  Quarrez  la 
ligne  ÀE  , &c  ajoutez  fon  quarré  à celui  de  BE  ^Ia 
fomme  fera  le  quarré  de  la  corde  BA  , dont  ex- 
trayant la  racine  , on  aura  la  corde  cherchée  BA  d’un 
arc  fous-double.  . 

Problème  IV. 

89  6.  ConnoiJJant  la  corde  d'un  arc , trouver  la  corde 
du  tiers  de  cet  arc . 

Solut.  L’on  fçait  que  la  corde  a d’un  arc  fous- 
triple  doit  être  plus  grande  que  le  tiers  d’une  corde 
b d’un  arc  triple.  Suppofons  donc  pour  la  première 
un  nombre  de  parties  un  peu  plus  grand  que  le  tiers 
des  parties  de  la  fécondé  , & par  cette  corde  fuppo- 
fée  a cherchez  la  corde  d’un  arc  triple.  Si  celle  que 
vous  trouverez,  eft  égale  à la  corde  donnée  b , la  cor- 
de a fera  la  corde  d’un  arc  fous  tripèe  3 mais  fi  celle 
que  vous  trouvez , n’eft  pas  la  même  que  la  corde  don- 
née b,  augmentez,  ou  diminuez  le  nombre  de  par- 
ties que  vous  aVez  fuppofé  à la  corde  a , jufqu’à  ce 
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•que  vous  ayez  trouvé  par  la  corde  a , la  corde  d’un  arc 
triple  , qui  foit  la  même  que  la  corde  donnée  b. 

Corollaire. 

897.  Connoiftant  la  corde  d’un  arc  , on  peut  trou- 
ver par  la  même  méthcyle  la  corde  de  la  cinquième 
partie  de  l’arc  3 en  fuppofant  pour  la  fécondé  un  nom- 
bre de  parties  un  peu  plus  grand  que  la  cinquième 
partie  de  la  première , de  cherchant  par  cette  corde 
iuppofée  la  corde  d’un  arc  quintuple. 

Remarque. 

898.  Le  rayon  du  cercle  étant  fuppofé  divifé  en 
i®oooooo  de  parties  égales  , il  fuit  que  la  corde  de 
60  degrés,  qui  eft  égale  au  rayon  ( 5 16.  ),  fera  de 
1 0000000  de  parties.  Or  connoiftant  la  corde  de  60 
degrés, on  voit  allez  comment  on  peut,  par  l’ufage 
des  problèmes  de  des  corollaires  précédons  , trouver 
les  cordes  de  tous  les  arcs  du  quart  de  cercle  , depuis 
une  minute  jufqu’à  un  degré  , de  depuis  un  degré 
jufqu’à  90  degrés  ; de  par  conféquent  comment  on 
peut  déterminer  les  finus  de  tous  les  arcs  , puifque  les 
finus  font  les  moitiés  des  cordes  qui  foucienncnt  des 
arcs  doubles. 

De  plus  nous  allons  voir  comment , ayant  trouvé 
les  finus  de  tous  les  arcs,  011  peut  déterminer  leurs 
co-finus,  leurs  tangentes  de  leurs  fécantes. 

Problème  V- 

899.  Connoiffant  le  finus  AB  d'un  arc 3 trouver  le 
finus  FA  de  fon  complément  ( fig.  178.  ). 

Solut.  Dans  le  triangle  rçétangle  FCA,  on  con- 
noît  l’hypothénufe  CA  qui  eft  égale  au  rayon  ; de 
plus  on  connoît  par  l’hypothèfe  le  côté  FC  =5=  AB 
donc  il  fera  aifé  de  trouver  le  rroifiéme  côté  , ou  le 
co-finus  FA , en  retranchant  le  quarré  de  FC  du 

3uaxré  de  CA , de  extrayant  la  racine  quarrée  de  la 
ifférence. 

Problêm.e  VI. 

900.  Ayant  trouvé  les  finus  & les  cofinus  des  arcs  t 
trouver  leurs  Tangentes  ( fig.  1 7 8.  ). 
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Soldt.  Il  eft  évident  que  pour  tous  les  arcs  on 
aura  les  triangles  femblables  CBA  , CEH  qui  donne- 
ront la  proportion  CB  : BA  CE  : EH,  dans  la- 
quelle on  connoît  les  trois  premiers  termes  ,'fçavoir  , 
le  co-finus  CB,  le  finus  droit  BA , & le  finus  total 
CE:  donc  on  connoîtra  le  quatrième  terme  , fçavoir  y 
la  tangente  EH. 

Problème  VII. 


901.  Connoijfant  la  tangente  d'un  arc , trouver  la  Co- 
tangente  , ou  la'Tangente  de fon  complément  (fig.  185.). 

Solut.  Divifez  le  quatre  du  rayon  par  la  tangente 
de  l’arc , Sc  le  quotient  fera  la  co-tangente. 

Démonst.  La  raifon  en  eft  que  le  quarré  du 
rayon  eft  égal  au  produit  de  la  tangente  d’un  arc  & 
de  la  tangente  de  fon  complément  : Car  les  triangles 
CEH  , CIA  font  femblables  , & donnent 
EH  : CE  ::  CI  ou  CE  : IA: 
donc  on  aura  CÉ1  = EH  X IA , 


Sc 


CE- 


EH 


= 1A; 


donc  divifant  le  quarré  du  rayon  par  la  tangente  de 
l’arc,  on  aura  la  co-tangente. 

Remarque. 

90 1.  C’eft  pourquoi  ayant  trouvé  par  le  problème 
VI , les  tangentes  de  tous  les  arcs  depuis  un  degré  juf- 
qu’à'  45  degrés  , on  pourra  trouver  toutes  les  tangen- 
tes depuis  45  degrés  jufqu’à  90  par  la  méthode  du 
problème  VII  ; ce  qui  donnera  les  co-tangentes  , Sc 
cette  pratique  fera  plus  facile  que  lî  l’on  cherchoir 
immédiatement  les  tangentes  des  grands  arcs  par  la 
méthode  du  fixiéme  problème. 


Problème  VIII. 


90  j.  Connoijfant  les  Tangentes  de  tous  les  arcs  y dé- 
terminer les  Sécantes  (fig.  178.  ). 

Solut.  Le  triangle  HCE  eft  reétangle  : donc  ajou- 
tant le  quarré  de  la  tangente  HE  au  quarré  du  rayon 
CE  , on  aura  le  quarré  de  la  fécante  CH  , dont  ex- 


/ 

Digitized  by  Googl 


DE  GEO  MET  RIE.  41 1 
frayant  la  racine  quarrée  , on  aura  la  fécante  CH  elle- 
même. 

Corollaire. 

904.  GonnoifTànt  la  co-tangente  IA  d’un  arc  OE 
(fig.  18  5.),  il  feraaifé  de  trouver  la  co- fécante  CA  du 
même  arc.  Car  le  triangle  ICA  étant  rettangle , fi  l’on 
ajoute  le  quarré  de  la  co  tangente  IA  au  quarré  du  rayon 
IC  , on  aura  le  quarré  de  la  co  fécante  CA. 

Remarque  I. 

905.  Les  Géomètres  ayant  trouvé  les  finus,  co-finus, 
tangentes , &c.  de  tous  les  arcs  du  quart  de  cercle,  en 
ont  drelTé  une  table  partagée  en  différentes  colonnes , 
qui , prifes  de  haut  en  bas  , donnent  les  finus , co-fi- 
nus  , tangentes , &c.  de  tous  les  angles  par  degrés  &C 
minutes  jufqu’à  45  degrés  j & prifes  de  bas  en  haut , 
donnent  les  finus  , co-finus  , tangentes,  &c.  pour  les 
angles  depuis  45  degrés  jufqu’à  90  ; comme  on  peut 
le  voir  par  cet  exemple , dans  lequel  on  fuppofe  le 
rayon  divifé  en  10000000  de  parties,  & où  nous 
repréfentons  feulement  la  colonne  des  finus  & co- 
finus  pour  quelques  angles. 


I.  Degré, 


|M. 

Sinus. 

Co-Sinus. 

O 

1745  • 14 

999 84  • 77 

60 

10 

1036  • 08 

99979  • 17 

S° 

20 

1316  • 90 

99971  • 9i 

40 

3° 

16 17  • 69 

999&1  • 73 

3° 

4° 

1908  • 47 

9991 7 • 69 

20 

5° 

3 199  • Il 

999 48  • 81 

10 

60 

348g  • 9S 

99919  • 08 

O 

Co-Sinus. 

Sinus. 

M. 

88.  Degrés. 
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Il  eft  clair  qu’étant  donné  un  angle  quelconqné 
par  ex  : d’un  degré  $o  minutes  , 8c  cherchant  dan» 
Ja  première  colonne  à gauche  , qui  appartient  à l’an- 
gle d’un  degré,  le  nombre  50  de  minuces  de  cet 
angle  , vous  trouverez  à côté  le  finus  2617  • 69, 8c 
le  co-finus  99965  • 7J.  pareillement  fi  l’on  donne 
un  finus , 8c  qu’il  faille  trouver  à quel  nombre  de 
degrés  8c  minutes  il  appartient , il  faut  chercher  ce 
finus  dans  la  colonne  des  finus  ; 8c  fi  on  ne  l’y 
trouve  pas  précifément , s’arrêter  à celui  qui  en  ap- 
proche le  plus  , & prendre  les  degrés  & minutes  qui 
lui  répondent. 

Remarque  1 1. 

906.  Pour  abréger  les  calculs  delà  Trigonométrie, 
les  Géomètres  , après  avoir  trouvé  les  finus  , tangen- 
tes & fécantes  des  angles,  ont  cherché  les  logarithmes 
de  ces  mêmes  finus , tangentes  8c  fécantes  , 8c  en  ont 
conftruit  des  tables , lefquelles  procurent  dans  le  cal- 
cul des  triangles  la  même  facilité  que  donnent  les 
logarithmes  des  nombres  naturels  , dont  nous  avons 
parlé.  Mais  il  eft  bon  de  remarquer , 

1°.  Que  pour  plus  grande  précifion  on  a cherché 
ces  logarithmes  pour  des  finus  8c  tangentes , dont 
le  rayon  , ou  le  finus  total.,  éroit  de  10000000000 
de  parties  , ou  de  onze  caraéfeces  j quoique  dans  les 
tables  il  ne  foit  ordinairement  que  de  10000000  de 
parties , ou  de  huit  caraéteres  5 parce  que  l’on  en  a 
retranché  trois , tant  au  finus  total , qn’aux  autres 
finus  , tangentes  8c  fécantes. 

11°.  C’eft  pourquoi  fi  l’on  vouloit  vérifier  le  lo- 
garithme de  quelque  finus  , ou  tangente , il  fau- 
droit  auparavant  ajouter  trois  zéro  à ce  finus , ou 
à cette  tangente,  ( ce  qui  eft  prefque  la  mêmechofe 
que  fi  on  leur  ajoutoit  les  trois  caraéteres  qu’on  en 
a retranchés , ) & on  chercheroit  enfuite  le  loga- 
rithme dç  ce  nombre  augmenté , fuivanc  la  méthode 
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qui  a été  prefcrite  (8 1 1 .)  ; & c’eft  par  ce  procédé  que 
l’on  a trouvé  les  logarithmes  des  finus  , tangentes  &c 
fécantes  du  quart  de  cercle  de  minutes  en  minutes. 

111°.  Srle  logarithme-finus , ouïe  logarithme  tan- 
gente qui  réfulte  d’une  opération  , ne  fe  trouve  pas 
exactement  dans  les  tables,  5c  qu’on  veuille  fçavoir  à 
quel  nombre  de  degrés,  minutes  & fécondés  il  appar- 
tient , il  faudra  pratiquer  la  même  méthode  qui  a été 
donnée  (810.)  pour  les  logarithmes  des  nombres  na-, 
turels. 

Nombre  III. 


De  la  Réfolution  des  Triangles . 

Il  y a quatre  cas  à diftinguer  ici:  fçavoir  , dans  un 
triangle  , ou  bien  l’on  connoît  deux  côtés  & un  angle 
oppofé  à l’un  des  côtés  connus  j ou  bien  l’on  connoît 
deux  angles  5c  le  côté  compris  ; ou  bien  l’on  connoît 
les  trois  côtés  j ou  bien  l’on  connoît  deux  côtés  5c  l’an- 
gle compris. 

Problème  I. 


907.  Réfoudre  un  Triangle  quelconque  ABC  ( fig. 
1 7 6.  ) dans  lequel  on  connoît  deux  côtés  AB  & BC , & 
un  angle  A oppofé  à l’un  des  côtés  connus. 

Solut.  1°.  Faites  la  proportion  ; le  côté  BC  eft  au 
finus  de  l’angle  oppofé  A , comme  le  côté  AB  eft  au 
finus  de  l’angle  oppofé  C (881.),  ou 

BC  : S . A ::  BA  : s • c. 


& par  ce  moyen  on  connoîtra  un  fécond  angle  dans 
le  triangle  ABC  ; 5c  par  conféquent  le  troifiéme  angle 
fera  àuili  connu. 

11°.  De  plus  le  troifiéme  côté  AC  fe  connoîtra  faci- 
lement , en  faifant  une  proportion  femblable  dans 
laquelle  le  côté  cherché  foit  le  quatrième  terme  j fça- 
voir , le  finus  de  l’angle  A eft  au  côté  oppofé  BC  , 
comme  le  finus  de  l’angle  B eft  au  côté  oppofé  AC, 
ou  S • A : BC  ::  S • B : AC. 

111°.  C’eft  pourquoi  fuppofant  l’angle  en  A de 
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35  degrés  40  minutes,  le  côté  oppofé  BC  de  33 6 
toifes  , & que  le  triangle  foie  redrangle  en  B , on 
trouvera  dans  les  tables  que  le  (inus  d’un  angle  de 
35  degrés  40  minutes  eft  58306  • 87,  & que  le  fi- 
nus  de  l’angle  droit,  ou  le  finus  total,  eft  1 0000000 j 
ainfi  la  proportion  précédente  deviendra 
58306  • 87  : 336  ::  10000000 
ou  en  retranchant  les  deux  derniers  chiffres  dans  les 
nombres  qui  expriment  les  finus  , fuivamt  la  réglé  t 
que  nous  avons  donnée  en  parlant  (791.)  des  frac- 
tions décimales , l’on  aura  58307  : 336;;!  00000  : x, 
& le  quatrième  terme  x , ou  le  côté  cherché  AC,  qui 
eft  Phypothénufe  3 fe  trouvera  être  576. 

IV°.  Les  Géomètres  ayant  conftruit  une  table  des 
logarithmes  pour  les  finus , co-finus , tangentes  ,•  &c. 
des  difFérens  angles  , on  pourra  , à la  place  des  finus 
des  angles,  fubftituer  leurs  logarithmes  , & à la  place 
des  nombres  naturels  qui  repréfentent  les  côtés  con- 
nus , fubftituer  aulli  leurs  logarithmes , &:  dans  ce 
cas  la  proportion  ci-delfiis  deviendra  976571  • 97  : 
252633  • 93  100000000  : x , dans  laquelle  on 

trouvera  le  quatrième  terme  x par  la  voie  d’addition 
& de  fouftraéfcion  , au  lieu  de  la  multiplication  & de 
la  divifion  qu’il  eût  fallu  employer  dans  la  précédente 
proportion. 

Problème  II. 

908.  Réfoudre  un  Triangle  quelconque  ABC  ( fig. 
177.  ) dont  on  connolt  deux  angles  B & C & le  côté 
compris  BC. 

Solut.  Les  deux  angles  B & C étant  connus  , le 
troifiéme  angle  A eft  par  conféquenc  connu  3 c’eft 
pourquoi  faifant  la  proportion 

S • A : BC  : : s • c : AB , 
on  connoîtra  le  fécond  côté  AB  5 & faifant  la  propor- 
tion S’A:  BC  ::  S • B : AC, 

on  connoîtra  le  troifiéme  côté  AC , & le  triangle  ABC 
deviendra  par-là  parfaitement  connu. 
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Problème  III. 

909.  Réfoudre  un  Triangle  quelconque  fcalène  CBA 
( fig.  180.  )j  dont  on  connoît  les  trois  côtés. 

Solut.  Il  faudra  divifer  le  triangle  donné  en  deux 
triangles  rectangles  par  une  perpendiculaire  BE,  ab- 
baiffce  du  plus  grand  angle  fur  le  côté  oppofé. 

11°.  Faire  la  proportion  (887.) , le  grand  côté  AC 
eft  à la  fomme  ÂG  des  deux  autres  côtés  , comme  la 
différence  AH  de  ces  deux  côtés  eft  à la  différence  DA 
des  fegmens  CE,  EA , faits  par  la  perpendiculaire, 
ou  AC  : AG  ::  AH  : DA. 

IIIe.  Connoiffanr  le  côté  CA,  fa  moitié  eft  aufli 
connue  : donc  fi  à cette  moitié  vous  ajoutez  la  moitié 
de  la  différence  DA  , vous  aurez  le  plus  grand  feg- 
ment  EA  qui  eft  égal  (298.)  à la  moitié  de  la  fom- 
me , plus  la  moitié  de  la  différence  de  ces  fegmens 
inégaux. 

1V°.  C’eft  pourquoi  dans  le  triangle  reétangle 
BEA,  vous  connoifTez  maintenant  les  côtés  EA,  BÂ, 
& l’angle  droit  en  E:  donc  faifant 

BA  : S • E ::  EA  : S • B, 

vous  connoîtrez  un  fécond  angle  B , & par  conféquent 
le  troifîéme  angle  A. 

V°.  Maintenant  dans  le  triangle  BCA  , vous  con- 
noifTez  les  trois  côtés  & un  angle  A oppofé  à l’un  de 
ces  côtés  : donc  il  fera  facile  de  connoîcre  les  autres 
angles  par  la  méthode  du  premier  problème. 

Problème  I*V. 

910.  Réfoudre  un  Triangle  quelconque  fcalène  ABC 
( fig.  181.  ) , dans  lequel  on  connoît  deux  côtés  AB, 
BC  y & T angle  compris  B. 

Solut.  1°.  Il  faut  chercher  un  des  angles  oppofés 
aux  côtés  connus , en  faifant  (888.)  la  proportion  : la 
fomme  des  deux  côtés  connus  CB  BA  = CE  eft  à 
leur  différence  DC  , comme  la  tangente  de  la  demi- 
fomme  des  angles  oppofés  aux  côtés  connus  eft  à la 
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tangente  de  la  demi-difFcrence  de  ces  mêmes  angles.’ 
11°.  Le  quatrième  terme  de  cette  proportion  fêta 
connoitre  la  différence  des  deux  angles  oppofés  aux 
côtés  connus.  Mais  on  en  connoît  la  fomme  par  l’hy- 

f>othèfe  : donc  prenant  la  moitié  de  la  fomme , plus 
a moitié  de  la  différence  de  ces  angles,  oii  connoît  le 
le  plus  grand  des  angles , fçavoir  A ; ou  prenant  la 
moitié  de  la  fomme  , moins  la  moitié  de  la  différen- 
ce , on  connoîtra  le  plus  petit  des  angles , fçavoir  C : 
donc  dans  le  triangle  ABC  on  connoît  maintenant 
les  trois  angles. 

111°.  On  connoîtra  le  troifiéme  côté  AC  par  la  mé- 
thode du  premier  problème. 

Nombre  IV. 

Ufage  & Application  de  la  Trigonométrie. 

1°.  L’ufage  de  la  Trigonométrie  confifte  à mefuret 
fur  le  terrein  des  angles  &c  des  lignes.  Les  lignes  fe 
mefurent  par  le  moyen  de  la  perche , de  la  toife  ou 
du  pied  ; les  angles  fe  mefurent  par  le  moyen  du 
graphométre. 

11°.  La  Toife  eft  une  mefure  qui  contient  6 pieds; 
la  perche  de  Paris  contient  j toifes  ; 1000  toifes  font 
la  petite  lieue;  nSi  toifes  font  la  lieue  commune. 

111°.  Le  Graphométre  eft  un  cercle  , ou  demi-cer- 
cle exa&emenr  divifé  en  fes  degrés  & minutes , & 
accompagne  d’une  alidade  & des  deux  pinnules  (fg. 
i 8 8 . ).  L’alidade  eft  un  diamètre  roulant  fur  le  cen- 
tre. Les  pinnules  font  deux  platines  de  métal  perpen- 
diculairement élevées  aux  deux  extrémités  de  l’alida- 
de , & percées  pour  diriger  le  rayon  vifuel  vers  l'objet 
que  l’on  cherche. 

Problème  I. 

9 1 1 . Mefurer  fur  le  terrein  un  angle  ; par  ex  : t angle 
ABC j dont  lefommet  B eft fuppofé accejfiblc  (fi g.  i 86.). 
Solut.  1°.  Pofez  le  centre  du  graphométre  au 

fommet 
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fommet  B de  l’angle  à mefurer  , & plantez  des  pi- 

quets fur  chacun  des  deux  «ôtés  de  l’angle , par  ex  : 
aux  points  A & C. 

11°.  Dirigez  l’alidade  vers  le  piquet  A , en  regar- 
dant par  les  fentes  des  deux  pinnules  3 faites  enluité 
tourner  l’alidade , pour  la  diriger  vers  le  piquet  C. 

111°.  Comptez  enfuite  fur  le  graphométre  les  de- 
grés & minutes  compris  entre  les  deux  directions  BC 
6c  BA  de  l’alidade , Sc  vous  autez  la  mefure  de  l’angle 
propofé.  • - & 

Problème  II.  i 

9 1 1.  Mefuret  fur  U terrein  un  Angle  /aillant  BCD , 
dont  le  fommet  C tjl  fuppofé  inaccejfible  ( fig.  191.). 

Solut.  1°.  Pofez  le  graphométre  horifontale- 
ment , Sc  tournez  l’alidade  de  façon  qu’elle  aligne  le 
côté  CD,  & plantez  un  piquer  à un  point  quelconque 
b de  l’alignement. 

11°.  Par  le  moyen  du  graphométre  alignez  auflî  le 
côté  BC  , 3c  plantez  un  piquet  à un  point  quelconque 
d de  l’alignement. 

111°.  Aux  points  b Sc  d mefurez  immédiatement 
les  angles  C bd , Sc  C db , 3c  vous  connoîtrez  le  troifié- 
me  angle  £Cd=BCD  oppofé  au  fommet. 

Problème  III. 

9 13.  Mefurer  fur  le  terrein  un  Angle  rentrant  ABC  , 
dont  le  fommet  B eft  fuppofé  inaccejfible  (fig.  193.). 

Solut.  P.  Alignez,  comme  dans  le  problème  pré- 
cédent, lés  côtés  AB  Sc  BC  de  l’angle,  Sc  plantez  des 
piquets  dans  des  points  quelconques  a 3c  c , pris  dans 
•les  alignemens  des  côtés. 

11°.  Aux  points  a Sc  c mefurez  immédiatement  les 
angles  Bac , Sc  B ca  , Sc  vous  Connoîtrez  le  tfoifiéme 
angle  ABC , qui  eit  le  fupplément  des  deux  autres. 

Problème  IV. 

914.  Mefurer  une  hauteur  accejfible  par  le  pied  3 par 

Dd 
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ex  : la  hauteur  perpendiculaire  AB  d’une  Tour  ( fig. 

187.).  . . ..... 

Solut.  1°.  Prenez  un  point  de  ftation  D , d’où 
vous  viferez  par  le  moyen  de  l’alidade  du  graphomé- 
|re  les  points  A & B , pour  mefurer  l’angle  ADB. 

11°.  Mefilrez  la  diftance  , ou  ligne  DB  , qui  eft  la 
bafe  du  triangle  ADB,  lequel  eft  re&angle  en  B , & 
dont  l’angle  B eft  par  conséquent  connu. 

IH°.  Dans  le  triangle  ADB  vous  comjoiflez  deux 
angles  D & B,  & le  coté  compris  DB  : vous  connoî- 
trez  donc  le  côté  AB,  ou  la  hauteur  perpendiculaire 
de  la  tour , en  faifant  la  proportion , le  nnus  de  l’an- 
gle A eft  au  côté  oppofé  & connu  DB , comme  le  finus 
de  l’angle  D eft  au  côté  cherché  Ab  , ou , 

S • A : DB  ::  s • D : AB. 

r ■ . ' . . 

Problème  V. 

915.  Mefurer  une  Hauteur  inaccejjible  par  le  pied, 
par  ex  : la  hauteur  perpendiculaire  d’une  Tour  AB  ( iig. 
i 87.  ) dont  le  point  B cjl  fuppofc  ïnàccejftble. 

Solut.  1°.  Prenez  deux  points  de  ftation  C & D, 
& mefurez  la  diftance  CD. 

11°.  Du  point  C vifez  les  points  A & D pour  me- 
furer l’angle  ACD  , & du  point  D vifez  les  points  A 
& C , pour  mefurer  l’angle  ADC. 

111°.  Cela  pofé , vous  connoiftez  dans  le  triangle 
ACD  deux  angles  Sc  le  côté  compris , le  rroifiéme 
angle  fera  par  conféquent connu:  c'eft  pourquoi  vous 
pourrez  connoître  le  côté  AD , en  failant  la  propor- 
tion S • A : CD  ::  S t C : AD. 

IV°.  Au  point  de  ftation  D vifez  les  points  A & 
B , pour  mefurer  l’angle  ADB.  D’ailleurs  on  connoît 
l’angle  en  B qui  eft  droit  ; dans  le  triangle  ABD  vous 
connoiftez  donc  tous  les  angles  &c  un  côté  ; c’eft  pour- 
quoi vous  connnoîtrez  le  coté  AB  , en  faifant  la  pro- 
portion 

S • B : AD  ::  5 • D : AB. 
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: * Problème  VI. 

9 1 6.  Mefurer  une  hauteur  oblique  & inaccefjtble  par 
le  pied  y par  ex  : la  pente  AB  d'une  montagne  3 dont  le 
point  B ejl  fuppofé  inaccffgble  ( fig.  189.  ). 

Solut.  1°.  Prenez,  comme  ci-devant,  deux  points 
de  dation  C & D , & réfolvez  par  la  méthode  ci-def- 
fus  le  triangle  ACD , pour  connoîtte  le  côté  AD. 

II0.  Ait  point  de  dation  D mefurez  l’angle  ADB 
d’un  fécond  triangle  ADB  , dans  lequel  vous  connot- 
erez par  conféquent  deux  chofes , fçaVoir  le  côté  AD , 
& l’angle  ADB. 

111°.  Maintenant  fi  l’on  pouvoir  mefurer  immédia- 
tement le  côté  BD  du  fécond  triangle  , ce  triangle 
feroir  aifé  à réfoudre  , parce  que  l’on  y connoîtcoit 
deux  côtés  & l’angle  compris  ; mais  ce  côté  11e  peut 
pas  être  mefuré  immédiatement , à caufe  du  pçint  B 
inacceflible.  >■  - . : — : 

1V°.  Il  faut  donc  prendre  un  ttoifiértie  point  de 
dation  E , duquel  vifant  les  points  D & B , vous  for- 
merez par  les  rayons  vifuels  un  troiliéme  triangle 
dans  lequel  vous  connoîtrez  les  angles  en  E & D en 
les  mefutant  par  le  graphométre , & le  côté  ED  que 
l’on  peut  melurer  immédiatement  : la  folution  de  ce 
triangle  BED  fera  coanoître  le  côté  cherché  BD. 

V°.  Cela  pofé , dans  le  triangle  ADB  vous  con- 
noilfez  trois  chofes , fçavoir,  les  deux  côtés  AD , BD, 
' & l’angle  compris  ADB.  11  faut  donc  maintenant  cher- 
cher la  valeur  d'un  des  angles  oppofés  à l’un  des  côtés 
connus  , en  fai&nt  la  proportion  (888.).  * 

La  fomme  des  deux  côtés  connus  AD-+-DB  e(l  à leur 
différence  , comme  la  tangente  de  la  demifùmme  des 
angles  oppofés  à ces  côtés  3 ejl  à la  tangente  de  la  dcm 
mi- différence  de  ces  mîmes  angles . 

Cette  proportion  fera  connoîrre  les  angles  du 
triangle  ABD,  lefquels  étant  connus,  Vous^tonnoîr 

Dd  1 
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trez  facilement  le  côté  AB  , en  faifant  la  proportion 
s • A : BD  ::  S • D : AB. 

Problème  ■ V LL 
917.  Mefurer  fur  le  ter  rein  une  dijlance  accejfible  par 
une  feule  de  fes  extrémités  > par  ex  : la  largeur  d'une 
Riviere. 

Solut.  La  largeur  de  la  riviere  foit  repréfentée 
par  la  ligne  AB  ( fig . 176.  ) : pour  la  mefurer  prenez 
deux  points  de  dation  B & C , 8c  mefurez  leur  dis- 
tance CB  } de  plus  à l’autre  bord  de  la  riviere  choi- 
fiiïez  un  objet  vifible  , par  ex  : A,  que  vous  puilTez 
vifer  des  deux  points  de  dation  B & C.  Or  au  point 
de  dation  B mefurez  l’angle  ABC , & au  point  de 
dation  C mefurez  l’angle  ACB  Gdonc  dans  le  trian- 
gle ACB  vous  connoiilêz  deux  angles  & le  côté  com- 

Eris  : donc  vous  connoîtrez  le  coté  AB  , en  faifant 
l proportion  (88i.). 

S : A : BC  ::  S • C • AB. 
Problème  V 1 1 I. 

918.  Mefurer  la  dijlance  de  deux  obj ets  inacceffibles  3 
tels  que  C & D ( fig.  1 8 6.  ). 

Solut.  1°.  Prenez  deux  points  de  dation  A & B , 
& mefurez  leur  didance  AB. 

11°.  Du  point  A mefurez  l’angle  CAB , & du 
point  B mefurez  l’angle  CBA , & réfolvez  le  triangle 
CBA  pour  çonnoître  le  côté  BC. 

IÎI°. • Réfolvez  de  la  meme  maniéré  le  triangle 
ABD  pour  çonnoître  le  côté  BD. 

IV0.  Si  dans  le  triangle  CBD  vous  mefurez  l’angle 
CBDj  vous  y connokrez  trois  choies  , fçavoir , les 
deux  côrcs  BD  & BC  , 8c  l’angle  compris  B. 

V°.  Pour  réfoudre  le  triangle  Cf5D,  il  faut 
plus  chercher  l’un  des  angles  oppofés  ^ux  côtés  con- 
nus par  la  méthode  donnée  au  fixisme  problème 

VI0.  Connoiflant  par-là  tous  les  angles  de  ce  trian- 
gle , il  l|ra  aifé  de  trouver  le  côté  CD,,. en  faifant  la 
proportion  S • C : BD  ::  S • B : CD. 
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Problème  IX. 

919.  Mefu&r  la  défiance  de  plufleurs  objets  confédé- 
rés comme  inucefjibles  3 ou  lever  une  Carte  Géographi- 
^ (fig.  194.  ). 

SoLur.  1°.  Prenez  une  bafe  MN,  dont  vous  véri- 
fierez la  longueur  le  plus  exactement  qu'il  ferapoflible. 
Pofez  le  graphométre  au  point  de  ftation  M , & vifez 
fucceflivement  les  points  A , B , C , D,  pour  mefu- 
rer  les  angles  NMD,  NMC , NMB , NMA , ( on  doit 
pafler  l’angle  NME,  parce  qu’il  eft  trop  aigu , & l’an- 
gle NML , parce  qu’il  eft  trop  obtus.  ) En  fui  te  trans- 
portez le  graphométre  au  point  de  ftation  N & vifez 
fucceflivement  les  memes  points  A , B,  &c.  pour  me- 
furer  les  angles  MND , MNC , MNB , MNA. 

11°.  Les  rayons  vifuels  partis  des  extrémités  M &r 
N formeront  les  triangles  MAN , MBN , MCN , 
MDN  , dont  la  Solution  vous  donnera  fa  pofition  des 
points  A , B,  C,  D.  Car  dans  le  triangle  MAN  con- 
noiiïant  la  bafe  MN,  & les  angles  formés  fur  cette  ba- 
fe , vous  connoîtrez  évidemment  par  Ta  Trigonométrie 
les  côtés  AM  & AN  , & vous  aurez  conféquemmenc 
la  pofition  du  point  A.  Pareillement  dans  le  triangle 
MBN  connoiflant  la  bafe  MN  & les  angles  fur  cette 
bafe  , vous  aurez  les  côtés  BM  , BN  , & par  confé» 
quenrla  pofition  du  point  B,  & ainfi  de  fuite. 

111°.  Maintenant  du  point  N vifez  les  poinrs  K, 
H , G , F , pour  mefurer  les  angles  MNK  , MNH  , 
MNG  , MNF } & pareillement  de  l'extrémité  M vi- 
fez les  mêmes  points  K , H , &c.  pour  mefurer  les 
angles  NMK  , NMH  , NMG  , NMF,  ce  qui  vous 
donnera  comme  ci-devant , des  triangles  dont  vous 
connoîtrez  les  côtés , & conféquemment  la  pofition 
des  points  K , H , G , & c.  Car , par  ex  : dans  le 
triangle  MNK  , connoiftantla  bafe  MN  & les  angles 
fur  cette  bafe  , vous  trouverez  les  côtés  NK  &MK  , 

conféquemmcnt  la  pofition  du.  point  K.  11  iauc 
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dire  la  même  chofe  pour  les  points  H , G , F. 

1V°.  Pour  avoir  les  points  E & L , prenez  dans 
les  triangles  déjà  téfolus  des  côtés  qAlcohqnes  con- 
nus pour  fervir  de  bafes  ; par  ex  : pour  avoir  le  point 
L prenez  pour  bafe  le  côté  connu  AM.  Or  fi  du  point 
M yous  mefurez  l’ariglë  AML , 8c  dil  point  A 1 angle 
LAM  , vous  connoîtrez  dans  le  triangle  AML  la  bafe 
ÀM , & les  deux  angles  fur  cette  bafe  : donc  vous 
connoîtrez  aifément  les  côtés  AL , & ML , 8c  par  ccut- 
féquent  la  pofition  du  point  L, 

ARTICLE  1 I |. 

La  Stéréométrie. 
Problème  I, 

920.  Trouver  la  folidité  d1  un  Cube. 

Solut.  Mefurez  un  côté  du  cube , 8c  multipliez  le 
par  lui-même  , le  produit  fera  k bafe  : multipliez 
cette  bafe  par  la  hauteur  du  cube  , ou  par  le  côté, 

( qui  n’eft  pas  diftingué  de  la  hauteur , ) ce  fécond 
produit  dounera  la  folidité  du  cube.  Par  ex  : fi  le 
côté  d«  cube  eft  de  4 pieds , vous  aurez  4 x 455 
16  , 8c  c’eftla  bafe  : faites  enfuite  16  X 4 = 64,  8c 
ç’eft  U folidité  du  cube. 

Problème  II, 

, 911,  Trouver  la  folidité  d’un  Prifme, 

Solut,  Cherchez  la  bafe  du  prifme,  en  multi- 
pliant l’un  par  l’autre  les  deux  produifâns , d’où  ré- 
îulte  cette  bafe  ; multipliez  enfuite  la  bafe  par  la 
hauteur  du  prifme , 8c  vous  en  aurez  la  folidité. 
Par  ex  : fi  la  bafe  du  prifme  eft  un  exagone  régulier  , 
dont  chaque  côté  foit  de  5 pieds  , 8c  dont  la  circon- 
férence fera  par  conféquent  de  $0  pieds  , cherchez- 
çn  le  rayon  droit , que  je  fuppofe  être  de  4 pieds  ; 
8c  vous  aurez  4 x 30=0,110,  dbnt  la  moitié  60  fera 
(j8  t,)  la  bafe  du  prifme.:  multipliez  cetté  bafe  par 
la  hauteur  , que  je  fuppofe  être  de  8 pieds  , 5c  vous 
aurçz.  gq  X 8 -s=i  480  , pour  k folidité  du  prifme. 
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Corollaire. 

921.  La  pyramide  étant  (751.)  le  tiers  d’un  prifme 
de  même  hauteur  8c  de  même  bafe , vous  trouverez 
la  folidité  de  la  pyramide , en  cherchant  celle  d’un 
prifme  de  mênv.  hauteur  & de  même  bafe  , & que 
vous  diviferez  par  *. 

Problème  III. 

923.  Trouver  la  folidité  d'un  Cylindre. 

Solut.  Cherchez  la  furface  du  cercle  qui*  eft  la 
bafe  du  cylindre , en  multipliant  le  rayon  par  la  demi- 
circonférence  , & multipliez  cette  bafe  par  la  hauteur 
du  cylindre  ; le  produit  fera  la  folidité  du  cylindre. 

Corollaire. 

914.  Le  cône  étant  le  tiers  (75  6.)  d’un  cylindre 
de  même  bafe  8c  de  même  hauteur  , vous  trouverez 
la  folidité  du  cône  en  cherchant  celle  d’un  cylindre 
de  même  bafe  & de  même  hauteur,  & dont  vous 
prendrez  le  tiers. 

Problème  IV. 

92  j.  Trouver  la  folidité  d’un  Cône  tronqué  CADF 
(fig.  141.). 

Solut.  Ie.  Cherchez  lâ  hauteur  du  cône  entier 
CIF  par  le  moyen,  des  deux  triangles  femblables 
CGA  , CBI , lefquels  donnent  la  proportion  , CG , 
différence  des  rayons  CB  & A o , eft  a GA , hauteur 
du  cône  tronqué  , comme  le  plus  grand  rayon  CB  eft 
à la  hauteur  BI  du  cône  entier; ou 

CG  : GA  CB  : BI. 

IIa.  ConnoifTant  la  hauteur  BI  du  cône  entier  CIF, 
cherchez-en  la  folidité  en  prenant  le  tiers  du  produit 
de  fa  bafe  par  fa  hauteur. 

111°.  Retranchez  la  hauteur  oB  du  cône  tronqué 
de  ta  hauteur  IB  du  cône  entier  y6c  vous  aurez  la  hau- 
teur du  petit  cône  AID. 

IV°.  ConnoifTant  la  hauteur  du  petit  cône , dont 

Dd  4 
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IV0.  Donc  la  folidité  de  la  fphere  fera  à celle  du 
eube  circonfcrit,  comme  513333.  } eft  à 1000000; 
& en  multipliant  par  3,  comme  1570000  eft  à 
3000000;  & en  divifant  par  10000,  comme  157 
eft  à 300.  Ainfi  la  fphere  eft  au  cube  circonfcrit  i 
peu  près  dans  le  rapport  de  157  a 300. 

Problème  VII. 

918.  Mefurer  la  capacité  d’un  va/c  circulaire , par 
ex  : la  capacité  d’un  Tonneau  ( fig.  1 90.  ). 

Solut.  Comme  le  tonneau  forme  un  ventre 
vers  le  milieu , & que  de  ce  milieu  il  va  toujours  en 
diminuant  vers  fes  deux  extrémités  , on  a coutume 
de  le  confidérer  comme  un  cylindre , dont  la  bafe 
eft  un  cercle  moyen  proportionnel  arithmétique  en- 
tre le  cercle  qui  forme  le  fond  & celui  qui  forme  le 
ventre. 

11°.  C’eft  pourquoi  mefurez  l’aire  ou  la  furface 
d’un  des  fonds  AB , & celui  du  plus  grand  cercle 
CD  ; prenez-en  la  fomme , & la  moitié  de  cette 
fomme  multipliée  par  la  longueur  EF  du  tonneau , 
donnera  à peu  près 'la  capacité  du  tonneau.  Car  ce 
produit  donnera  un  cylindre , qui  aura  pour  hau- 
teur la  longueur  du  tonneau  , & pour  bafe  un  cercle 
moyen  arithmétique  entre  le  plus  petit  & le  plus 
grand  cercle  du  tonneau. 

Corollaire  P 

929.  Lorfque  l’on  connoît  la  capacité  d’un  vaf<j 
cylindrique , ou  la  quantité  de  fluide  qu’il  peut  con- 
tenir , il  eft  facile  de  déterminer  celle  d’un  autre 
vafe  cylindrique  de  même  hauteur  , mais  de  diffé- 
rent diamètre.  Car'  les  cylindres  de  meme  hauteur 
font  entr’eux  comme  îeurs  bafes.  Mais  les  bafes 
étant  des  cercles,  font  entr’elles  comme  les  quar- 
rés  de  leurs  diamètres  ; & par  conféquent  les  capa- 
cités de  deux  vafes  cylindriques  qui  ont  même  hau- 
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teur , font  entr’elles  comme  les  quarrés  de  leurs. 

diamètres. 

Corollaire  1 1. 

9 je.  De  ce  principe  les  Géomètres  déduifent  une 
méthode  facile  & ingénieufe  de  mefurer  la  capacité 
d’un  vafe  cylindrique  quelconque,  étant  connue  celle 
d’un  vafe  cylindrique  plus  petit  & femblable. 

1°.  Soit  [fig.  1 9 1 . ) AB  le  diamètre  d’un  vafe  cy- 
lindrique donné , & qui  foit  fuppofé  contenir  une 
mefure  : fur  l’extrémité  A élever  une  perpendicu- 
laire indéfinie,  fur  laquelle  prenez  Ai=AB,  & 
menez  Bi  3 Bi  fera  le  diamètre  d’un  vafe  qui  con- 
tiendra deux  mefures , mais  qui  a la  même  hauteur 
que  le  premier. 

11°.  Faites  Ai  = Bi  3 Bi  fera  le  diamètre  d’un  va- 
fe qui  contiendra  trois  mefures , mais  qui  aura  en- 
core la  même  hauteur  que  le  premier.  On  trouve 
de  cette  maniéré  les  diamètres  B 3 , B4 , ou  A4  , Aj  » 
&c.  de  plufieurs  autres  vafes  plus  grands. 

111°.  Si  vous  portez  fur  une  verge  de  bois  ou  de 
fer,  d’un  côté  les  divifions  trouvées  Ai  , Ai , A3  » 
&c.  & fur  l’autre  côté  , autant  de  fois  qu’il  fera  pof- 
fible , la  hauteur  d’un  cylindre  qui  ne  contient  qu’une 
mefure  3 cette  verge  s’appelle  Jauge , & fert  à mefurer 
lès  capacités  des  vaifteaux  cylindriques. 

IV  °.  La  raifon  en  eft  que  deux  cylindres  de  même 
hauteur  ( laquelle  f#t  celle  d’une  mefure , ) étânt  en- 
tr’eux  comme  les  quarrés  de  leurs  diamètres  (919.), 
le  quarré  du  diamètre  d’un  vafe  qui  contient  deux , 
trois  , quatre  , &c.  mefures , fera  par  conféquent 
double  , rriple  , quadruple  , ôcc.  du  quarré  du  dia- 
mètre d’un  vafe  qui  n’en  contient  qu’une.  Or  le 
quarré  de  Br , ou  de  Ai , eft  le  double  3 le  quarré  de 
Bi  , ou  de  A3  , eft  le  triple  du  quarré  de  AB  , ou  de 
Ai  , ((  14.)  : donc  Ai  fera  le  diamètre  d’un  vafe  qui 
contient  deux  mefures  3 A3  , celui  d’un  vafe  qui  con- 
tient trois  mefures , Sec . « 
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V°.  Si  vous  appliquez  donc  au  diamètre  d’un  vafe 
cylindrique  le  côté  de  la  jauge  où  font  marquées  les 
divifions  Ai  , Ai , A3  , &c.  vous  verrez  tout  d’un 
coup  combien  ce  diamètre  donne  de  mefures  j & 
tnulripliant  ce  diamètre  ( ou  le  nombre  de  mefures 
indiqué  par  ce  diamètre  ) par  la  hauteur  du  vafe , le 
produit  fera  la  quantité  de  rtiefures  que  tout  le  vafe 
peut  contenir  : ainfi  le  diamètre  étant  A 5 , & la  hau- 
teur 8 , vous  aurez  j X 8=40  mefures* 


< — r~“ 

LIVRE 

TROISIÈME. 

J N T R O D U Ç T I O N 


AUX  SECTIONS  CONIQUES. 

SI  dans  le  cône  on  fait  différentes  fe&ions  par  le 
moyen  d’un  plan  , les  lignes  qui  paroîtront  décri- 
tes à l’extrémité  de  ces  ferions  , feront  des  courbes 
que  l’on  appelle  Sections  coniques.  Ces  courbes  ont 
des  propriétés  remarquables  & intérefTantes  pour  les 
fciences  & les  arts.  C’eft  pourquoi  les  Géomètres  fe 
font  appliqués  à en  faire  connoître’  la  nature  , à dé- 
montrer leurs  différentes  propriétés  , & à remarquer 
les  différens  phénomènes  qui  en  peuvent  réfulter.  On 
peut  confidérer  les  fe&ions  coniques , foit  dans  le 
cône  même  où  elles  prennent  leur  origine  ; foit  hors 
du  cône,  ou  dans  un  plan  fur  lequel  on  peut  les  dé- 
crire, ou  les  concevoir  décrites.  Nous  allons  les 
envifager  fous  ces  deux  rapports. 

SECTION  I. 


Des  Sections  Coniques  conjîdcrées  dans  le  Cône. 

HYPOTHESE. 

► » -* 

93I*Cf  dans  le  cône  on  fait  des  feéfions  par  le  moyen 
»3d’un  plan  coupant , les  figuies  , ou  feétions. 
coniques  qui  en  réfulteront , feront  de  différente  ef- 
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pece  , fuivant  la  diredtion  c’aura  fuivi  le  plan  , 
comme  on  va  le  voir. 

1°.  Si  l’on  coupe  le  cône  par  un  plan  qui  tombe  du 
fommec  fur  la  bafe  , foie  perpendiculairement , foit 
obliquement , la  fedtion  faite  par  ce  plan  fera  un 
Triangle. 

llu.  Si  l’on  coupe  le  cône  par  un  plan  parallèle  à 
la  bafe , la  fedtion  donnera  un  Cercle. 

111°.  Si  le  plan  coupant  qui  vient  de  donner  le  cer- 
cle , au  lieu  d’être  parallèle  à la  bafe , venoit  un 
peu  à s’incliner  & à devenir  oblique  fur  cette  bafe  , 
alors  la  fedtion  S.r  (fig.  i.  ) , qui  en  réfultera  , ne  fera 
plus  un  cercle  , mais  pourra  être  regardée  comme  un 
cercle  allongé  dans  un  fens , 8c  rétréci  dans  un  autre  j 
ou  comme  un  cercle  qui  auroit  deux  axes  inégaux  : 
cerre  courbe  s’appelle  Ellipfe. 

IV®.  Si  le  plan  coupant  qui  vient  de  donner  f*el- 
lipfe  , devenoit  oblique  fur  la  bafe  3 de  façon  qu’il 
devint  tout-à-fait  parallèle  au  côté  AB  (_ fie . i.),  alors 
la  fedtion  ne  fera  plus  une  ellipfe  , mais  pourra  être 
r^ardée  comme  une^  ellipfe  infinie  , ou  dont  le  fom- 
mec inférieur  feroit  infiniment  éloigné.  Car  le  plan 
coupant  étant  parallèle  au  côté  ÂB  du  cône  , ne 
pourra  jamais  couper  ce  côté  , 8c  donner  un  fecojid 
fommec  oppofé  au  premier  S j cette  fedtion  s’appelle 
Parabole. 

V°.  Si  le  plan  coupant  qui  vient  de  donner  la  pa- 
rabole , devenoit  perpendiculaire  â la  bafe  du  cône  ; 
ou  même  s’il  tomooit  fur  cette  bafe , de  façon  à 
être  incliné  fur  elle  , mais  fans  être  parallèle  au 
côté  du  cône,  alors  la  fedtion  donneroit  une  courbe 
infinie  , comme  la  précédente  , & on  l’appelle  Hy- 
perbole. Telle  eft  la  courbe  mSm  ( fig . 3.).  Si  au  cône 
CAB  on  joignoit  par  le  fommet  A un  autre  cône 
égal  au  premier  , & fi  le  plan  coupant  étoit  fuppofé 
prolongé  * il  rencontreroit  le  fécond  cône  , 8c  y fe- 
roit une  fedtion , laquelle  feroit  encore  une  hyper- 
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bole , comme  la  première , & on  l’appelle  Hyperbole 


conjuguée. 


Propofaian  I. 


93  x.  Il  n’eft  pas  poflible  de  faire  dans  un  cône 
des  feétions  d’où  reluirent  d’autres  figures  que  les 
cinq  que  nous  venons  de  pommer  , fçavoir  , le 
Triangle , le  Cercle  3 YEllipfe , la  Parabole  , ôc  Y Hy- 
perbole. . 

Démonst.  En  effet  le  plan  coupant  commence  la 
feétion  , ou  par  le  fommet  du  cône  , ou  par  un  point 
de  la  furface  du  cône. 

1°.  Si  la  feélion  commence  au  fommet  du  cône, 
elle  donnera  un  Triangle. 

II0.  Si  elle  commence  à un  point  de  la  furface  du 
cône  , ou  bien  le  plan  coupant  fortira  du  cône  , ou 
bien  il  reftera  en  dedans  du  cône. 

Si  le  plan  coupant  fort  du  cône  , ou  il  fera  paral- 
lèle à la  bafe  , & alors  la  feétion  donnera  un  cercle  y 
ou  il  fera  incliné  fur  la  bafe , & alors  la  fe&ion  don- 
nera une  cllipfe. 

Si  le  plan  coupant  refte  en  dedans  du  cône , mi 
il  fera  parallèle  au  côté  du  cône  , ou  il  fera  paral- 
lèle à l’axe  du  cône , ou  il  fera  incliné  fur  la  bafe  , 
fans  être  parallèle  ni  au  côté , ni  à l’axe  du  cône.  Or 
dans  le  premier  cas  la  feékion  fera  une  parabole  ; 
dans  le  fécond  & le  troifiéme  la  fe&ion  fera  une  hy- 
perbole. 

Proportion  1 Y. 

933.  La  nature  d’une  courbe  dépend  de  la  direc- 
tion qu’elle  fuit  dans  fes  différens  points.  11  eft  aifé 
de  déterminer  la  direébion  d’une  ligne  droite , parce 

3ù’elle  ne  dépend  que  de  deux  points:  on  peut  aulli 
éterininer  facilement  celle  d’une  circonférence  de 
cercle  , parçe  qu’elle  ne  dépend  que  de  trois  points. 
Mais  la  pofition  & la  direction  d’une  ligne  courbe 
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differente  du  cercle  n’eft  pas  aifée  à déterminer , par- 
ce que  fa  courbure  n’étant  pas  uniforme  comme  celle 
du  cercle , fa  pofïtion  8c  fa  direction  varie  dans  fe* 
différens  points.  Or 

1°.  Les  Géomètres  pour  pouvoir  déterminer  la 
pofïtion  & la  direction  d’une  courbe  , 8c  connoître  ' 
par  ce  moyen  fa  nature , ont  imaginé  de  tirer  d’un 
point  pris  dans  la  courbe  , une  ligne  telle  que  S p , 
ou  Sj  [fig.  1. 1.  j.)  autour  de  laquelle  on  conce- 
vait que  la  courbe  pût  faire  une  révolution.  Ils  ont 
appellé  cette  ligne,  laxe  de  la  courbe  , 8c  le  point, 
ou  les  points  de  la  courbe  qui  terminent  cet  axe  , 
s’appellent  le  fommet , ou  les  fommets  de  la  courbe. 

11°.  De  plus  de  chaque  point  de  la  courbe  les  Géo- 
mètres mènent  fur  cet  axe  des  lignes  MP  , mp  [fig, 
i.  z.  j.  ) tirées  perpendiculairement , ou  même  obli- 
quement , mais  dans  le  même  degré  d’obliquité  : 
ces  lignes  MP,  mp  , s’appellent  ordonnées  à l’axe  de 
la  courbe  ; la  portion  de  l’axe  comprife  entre  cha- 
que ordonnée  & le  fommet  S de  la  courbe , s’appelle 
abfcijfe  k & la  portion  de  l’axe  comprife  de  l’autre 
côté  entre  la  même  ordonnée  8c  le  fommet  oppofé  s , 
fe  nomme  co-abfcijje. 

111°.  Or  le  rapport  confiant  qui  fe  trouve  entre 
une  certaine  fonétion  de  chaque  ordonnée , 8c  une 
certaine  fond! ion  de  fes  abfdjjcs  correfpondantes  , 
eft  ce  qui  détermine  la  nature  de  la  courbe , & en  fait 
découvrir  les  propriétés  & les  affeétions. 

DÉFINITIONS. 

I. 

9 j 4.  L’ordonnée  & l’abfcifle  confïdérées  enfem- 
ble  s’appellent  eo-ordonnées,  8c  ce  font  les  différens 
rapports  que  les  co-ordonnées  peuvent  avçir  entre 
«lies  , qui  différencient  les  courbes. 

II. 

935.  Dansie  cercle  8c  Yellipfe  chaque  ordonnée  a 
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fon  abfcilïe  & fa  co-abfcilTe  ; dans  la  parabole,  il  n’y 
a point  de  co-abfcifle;  dans  l’ hyperbole  la  co-abfcifTe 
fe  trouve  du  même  côté  que  l’abfciflè , & fe  prend 
depuis  l’ordonnée  jufqu’au  fommet  de  l’hyperbole 
oppofée  ou  conjuguée. 

I I I. 

936.  Si  dans  un  même  cône  on  fait  une  fe&iort 
triangulaire  6c  une  feéfcion  hyperbolique,  parallèles 
l’une  à l’autre , & li  l’on  fuppofe  que  les  branches 
de  l’hyperbole  foient  en  dedans  du  triangle , 6c  pofées 
fur  le  même  plan  que  lui  3 alors  les  branches  de  l’hy- 
perbole prolongées  s’approcheront  toujours  de  plus 
en  plus  des  côtes  du  triangle  , fans  jamais  fe  confon- 
dre avec  eux.  Or  les  côtés  de  ce  triangle  s’appellent 
les  AJJymptotes  de  l’hyperbole , & le  triangle  lui- 
même  s’appelle  Triangle  AJJymptotiquc. 

Théorème  I. 

937.  Dans  la  parabole  les  Quarrés  des  Ordonnées 
font  entreux  comme  les  Abfcijfes  ( fi  g.  1 . ). 

Démonst.  Concevez,  que  par  le  point  E-pafle  le 
plan  d’un  cercle  parallèle  à la  bafe.  Si  par  le  fom- 
met A on  conçoit  faite  une  fe&ion  triangulaire  BAC 
perpendiculaire  à la  bafe  , & que  par  le  point  S il 
foit  fait  une  feftion  parabolique  mSm , perpendicu- 
laire fur  le  plan  du  triangle  3 le  plan  du  cercle  EDE  , 
( il  faut  dire  la  même  chofe  du  plan  du  cercle  BCB ,) 
& le  plan  de  la  parabole  fe  couperont  & feront  les 
feétions  MM  , ou  mm.  Or  le  plan  du  cercle  6c  le 

{dan  de  la  parabole  font  chacun  perpendiculaires  fur 
e plan  du  triangle  : donc  leur  commune  feétion  PM 
fera  perpendiculaire  (65 1.)  au  plan  du  triangle  : donc 
PM  fera  aufîî  perpendiculaire  (63  9.)  tant  au  diamè- 
tre ED  .du  cercle  , qu’à  l’axe  S p de  la  parabole  ( il 
faut  dire  la  même  cnofe  de  pm  , ) donc  les  lignes 
PM  , pm  , font  des  ordonnées  communes  au  cercle 
& à la  parabole.  • ♦ 

Or 
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Or  on  a par  ^propriété  du  cercle  (5  3 9.). 

. , » PM1  \pm  - ::  PD  x PE  : pC  x pB  ; 

&c  a eau fe  des  parallèles^  AB  , Sp  , qui  donnent  PE 

onaur,a  PM-  ::  PD  : PC.  Mais  a caufe 
. des  triangles  femblables  SPD,  SpC  ; on  a PD  : PQ 

S : S/7  J donc  PM’-  :Pm 1 ::  SP  : Sp,  c’eft-à-dire  , 
que  les  quartes  dés  ordonnées  PM  , pm , font  en- 
treux  comme  les  abfcilTes  correfpondances. 

Théorème  II. 

9 j 8.  Dans  VEllipfc  les  Quarrés  des  Ordonnées  font 
tntr  eux  comme  les  Rectangles  des  Abfcfjes  correspon- 
dantes ( fig.  2.).  Jr 

' iDuMr°NJ!>T,.Ayant  ^alt  pa^er  deux  PIans  parallèles 
a la  baie  du  cône , on  aura  deux  cercles  Emï  GMH 

qui  couperont  le  plan  de  la  fedion  elliptique  : & 
on  verra  , comme  ci-delTus , que  PM  & pm  font 
des  ordonnées  communes  au  cercle  & à la  fedion 
elliptique. 

Or  on  a (5  3 9.)  par  la  propriété  du  cercle 

PM‘:»*::PGxPH:,ExÆ 

Mais  les  triangles  femblables  SPH,  SnF  donnent 
a une  part  PH  : pF  " SP  » Sp . & Ies  triangles  fem. 
blables  spE  , jPG  donnent  de  l’autre  part  PG  : dE  •* 
s?  : sp-}  donc  en  multipliant  les  deux  dernieres  pr’cü 
portions  1 une  par  l’autre , ce  qui  donne 

PG  x PH  :_n_E  x />F  ::  sp  x sP  : sP  x sP, 
on  aura  PM‘  : pmL  II  SP  x sP  : Sp  x sp  t dans  la- 
quelle proportion  les  deux  derniers  termes  font  les 
rectangles  des  abfcilles  correlpondantes. 

Théorème  III. 

9*9-  Dans  V Hyperbole  les  Quarrés  des  Ordonnées 
font  entr’eux  comme  les  Rectangles  des  Abfcifjes  cor- 
refpondantes  ( fig.  3.  ).  ' . 

Démonst.  Par  la  propriété  du  cercle  on  a 

MP1  ::  PD  x PE:/>c  x ph. 

£ e 
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Or  à caufe  des  triangles  femblables  SPD,  SpC , on  a 
la  proportion  PD  : pC  SP'.Sjoj  8c  à caufe  des 
triangles  femblables  jPE,jrpB,on  a aufii  PE  : pB  :: 
$P:.sp3  donc  en  multipliant  les  deux  proportions 
l’une  par  l’autre  , on  aura 

, PD  x PE  : pC  x pB  ::  SP  x ^P  : S/?  x sp-y 

donc  on  aura  PM1  : C I SP  X sP  l Sp  X sp , dans 

laquelle  proportion  les  deux  derniers  termes  font  les 
rectangles  des  abicilfes  correfpondantes. 

Théorème  IV. 

- 9-40.  Dans  l’Hyperbole  les  branches  s’approchent 

toujours  de  plus  en  plus  des  Asymptotes  ^ fans  jamais 
les  toucher  3 quelque  prolongées  qu’on  les  Juppofe. 

< . Démgnst.  Si  dans  le  cône  on  conçoit  qu’il  foit 
fait  une  fe d'ion  triangulaire  , perpendiculaire  à la 
bafe  , 8c  une  fedion  hyperbolique  parallèle  au  trian- 
gle , les  côtes  du  triangle  feront  appuyés  fur  le  dia- 
mètre du  cercle  de  la  bafe  du  cône  , & les  branches 
de  l’hyperbole  fur  une  corde  du  même  cercle , la- 
quelle fera  parallèle  au  diamètre.  Or  plus  le  cône 
fera  prolongé  , plus  le  cercle  de  la  bafe  deviendra 
grand  , & moins  la  corde  différera  du  diamètre.  Car 
une  corde  parallèle  au  diamètre  , 8c  qui  refte  tou- 
jours à la  même  diftance  du  diamètre  , diffère  d’au- 
tant moins  du  diamètre,  que  le  cercle  eft  plus  grand: 
donc  les  branches  de  1 hyperbole  appuyées  fur  la  cor- 
de approcheront  toujours  ce  plus  en  plus  de  l’égaliré 
en  ouverture  avec  les  côtés  du  triangle  appuyés  fur  le 
diamètre. 

Or  quelque  prolongé  qu’on  fuppofe  le  cône , ou 
quelque  grand  que  l’on  fuppofe  le  cercle  de  la  bafe  , 
la  corde  différera  toujours  du  diamètre  , 8c  fera  plus 
petite  que  lui  : donc  les  branches  de  l’hyperbole  ne 
pourront  jamais  atteindre  les  côtés  du  triangle.  Mais 
fi  l’on  conçoit  pour  un  moment  que  les  branches 
de  l’hyperbole  foient  fur  un  meme  plan  que  les 
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côtés  de  ce  triangle  , ceT  corcs  fercnc  les  aflymptotes 
de  l'hyperbole:  donc  , &c. 

Propofition  I I. 

941.  Etant  donnée  une  feétion  hyperbolique  faite 
par  le  plan  coupant , 

# 1°.  Si  vous  luppofez  qu’il  y ait  deux  cônes  oppofés 
au  fommet , le  plan  coupant  qui  aura  donné  une 
hyperbole  dans  le  premier  cône  , donnera  une  hy- 

f*erbole  conjuguée  dans  le  fécond , comme  nous 
avons  dit  : & fi  par  les  fommets  des  deux  cônes 
vous  faites  palier  un  plan  qui  fade  dany  les  deux 
cônes  des  feétions  triangulaires  parallèles  aux  feétions 
hyperboliques  , les  côtés  de  ces  triangles  feront  les 
allymptotes  des  hyperboles. 

11°.  Si  au  lieu  de  deux  cônps  vous  fuppofez  qua- 
tre côqes  oppofés  par  les  fommets , alors  le  plan 
Coupant  qui  fera  une  feétion  hyperbolique  dans  l’un 
des  cônes , prolongé  , fera  de  femblables  feétions 
dans  tous  les  autres  , ce  qui  donnera  quatre  hyper- 
boles conjuguées , qui , prifes  routes  enlemble  , for- 
ment ce  que  l’on  appelle  le  Syjlême  entier  de  l’hyper- 
bole {fig.  4.  ) Vous  aurez  pareillement  les  asymp- 
totes de  ces  hyperboles  , en  faifant  pafler  par  les 
fommets  des  quatre  cônes  un  plan  coupant 'qui  y fafie 
des  feétions  triangulaires  parallèles  aux  feétions  hy- 
perboliques. 

111°.  Les  axes  de  ces  hyperboles  fe  prennent  depuis 
le  fommet  de  l’une,  jufiqu’au  fommet  de  l’fiyperbole 
oppofée  , & s’appellent  l’un  le  premier  axe  , l’autre 
le  fécond,  axe  , ou  Y axe  conjugue.  Lorfque  les  deux 
axes  font  égaux,  lhyperbole  s’appelle  circulaire  j o\i 
équilaterc  : lorfqu’ils  font  inégaux  , elle  s’appelle 
hyperbole  elliptique.  *\ 

, 1V°.  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  aura  ljeu  , 
foit  que  les  croies,  foient  droits  foit  qu’ils  foient 
obliques  , foit  qu’ils  foient  égaux , ou  inégaux  ; pour- 
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vu  que  les  côtés  de  l’un  dev  cônes  étant  prolongés 
au-delà  du  fommet,  deviennent  les  côtés  du  cône 
conjugué. 

Corollaire  I. 

94*.  Dans  le  cas  où  l’on  fuppofe  deux  cônes  oppo- 
fés  au  fommet,  le  plan  coupant  qui  auroit  donné  une 
feélion  parabolique  dans  le  premier  cône  , ne  pourra* 
jamais  , quelque  prolongé  qu’on  le  fupposât , donner 
une  parabole  conjuguée  dans  l’autre  cône.  Car  la  fec- 
tion  parabolique  étant  toujours  parallèle  au  côté  du 
cône , le  plan  coupant  forti  du  premier  cône  demeu- 
rera parallèle  au  côté  du  feconii  : donc  il  ne  le  ren- 
contrera jamais , & par  confcquent  ne  pourra  jamais 
entrer  dans  le  fécond  cône. 

Corollaire  1 1. 

94$.  La  parabole  n’a  point  d’aflymptotes.  Car  les 
aflymptotes  d’une  feélion  conique  font  les  côtés  d’un 
triangle  , dont  le  fommet  eft  le  même  que  celui  du 
cône , & dont  le  plan  eft  parallèle  au  plan  de  la  fec- 
tion  conique.  Or  il  n’eft  pas  poflible  de  faire  dans  le 
cône  de  feétion  triangulaire  parallèle  à la  feélion  para- 
bolique; parce  que  celle-ci  eft  toujours  parallèle  au 
côté  dû  cône,  6c  celle-là  ne  peut  jamais  l’être  J 
donc  , &c. 

SECTION  IL 

Des  Sections  Coniques  confidérées  fur  un  P Un, 

Lorsqu’on  envifage  les  feétions  coniques  fur  un 
plan , on  peut  les  conlîdérer  ou  abfolument  & en 
elles-mêmes  ; ou  par  comparaifon.^Nous  allons  les 
conlîdérer  fous  ces  deux  points  de  vue. 
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CHAPITRE  I. 

Des  S celions  Coniques  conjîdérées  en  elles-mêmes . 


N 


O u s parlerons  , i°.  de  la  parabole  j i°.  de 
l’ellipfej  30.  de  l’hyperbole. 

ARTICLE  I. 

De  la  Parabole . 
HYPOTHESE. 

/ 

944.  Si  fur  une  droite  AD  , pofee  fur  un  plan  ÿ 
{fig.  5.  ) on  mene  une  perpendiculaire  AC  , fur  la- 
quelle on  prenne  à volonté  un  point  F ; & fi  pat 
tant  de  points  que  l’on  voudra  de  la  droite  AD  , on 
mene  des  parallèles  DM  , fur  chacune  defquelles  on 
prenne  un  point  M , tel  que  l’on  ait  toujours  MD  =a 
MF , la  courbe  qui  palTera  par  tous  ces  points  M , 
s’appelle  Parabole  *,  & a les  mêmes  propriétés  que  celle 
que  nous  avons  confidérée  dans  le  cône,  comme  nous 
le  prouverons  bientôt.  La  ligne  AD  , ou  DD  s’ap- 
pelle Directrice  , & le  point  F s’appelle  Foyer . 

Corollaire  I . 

945.  La  ligne  AF  eft  partagée  en  deux  également 
au  point  S 3 c’eft-à-dire , que  l’on  a SA  = SF.  Car  S 
étant  un  point  de  la  courbe  décrire  , doit  être  égale- 
ment diftant  de  F & de  la  ligne  DA» 

Corollaire  I I. 

946.  C’eft  pourquoi  le  point  S eft  de  tous  les  points 
de  la  courbe  le  plus  proche  de  DA , & par  cette  rai- 
fon  eft  le  point  le  plus  élevé  , & s’appelle  le  fommet 
de  la  parabole» 

• Ee  3 
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DÉFINI  TI  O N S. 

I. 

947.  La  ligne  AC  dans  laquelle  fe  tiouve  le 

foyer  F , & autour  de  laquelle  on  conçoit  que  la 
courbe  en  tournant  feroit  fa  révolution  , s’appelle 
Y Axe  de  la  courbe  ; le  point  S où  l’axe  prend  fon 
origine  , s’appelle  le  fommet  de  la  courbe , ou  Y Origine 
de  l'axe . v 

IL  * 

948.  Nous  appellerons  Paramétré  de  l’axe,  une  ligne 
A quadruple  de  SA  , ou  quadruple  de  la  diftance  de 
l’origine  de  l’axe  ;Ha  directrice. 

•III. 

949.  §i  du  fommet  S , origine  de  l’axe,  ou  d’un 

fioint  quelconque  M de  la  courbe  , vous  menez  une 
igné  SB,  ou  SE,  ou  MT,  qui  touche  la  courbe  au 
point  S , ou  au  point  M , cette  ligne  s’appelle  Tan- 
gente , & les  points  S ou  M s’appellent  points  de  con- 
tingence. c 

I V. 

950.  Une  ligne  quelconque  mp  , MP  , tirée  d’un 

ftoint  quelconque  de  la  courbe  à l’axe  , & parallèle  à 
a tangente  SE , s’appelle  Ordonnée  à Taxe;  & les 
lignes  Sp,  ou  SP  , comprifes  entre  le  fommet  & l’or- 
donnée , s’appellent  AbfciJJ'es. 

V*. 

951.  Si  de  l’extremité  M d’une  ordonnée  quelcon- 
que MP  , vous  menez  une  tangente  MT  qui  rencon- 
tre l’axe  prolongé,  la  portion  TP  de  taxe  comprife 
entre  l’ordonnée  6c  l’extrémité  T de  la  tangente  , 
s’appelle  Sous-Tangente. 

VL 

951.  Si  du  point  M vous  menez  fur  l’axe  une  li- 
gne MC  qui  foit  perpendiculaire  à la  tangente. 
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cette  perpendiculaire  s’appelle  Normale,  la  portion 
CP  de  l’axe  comprife  entre  l'ordonnée  8c  la  perpen- 
diculaire M'S,  s’appelle  Sous  - Perpendiculaire  , ou 
Sous-Normale. 

V I I. 

95  j.  Si  l’on  fuppofe  la  perpendiculaire,  ou  Nor- 
male , prolongée  jufqu’d  ce  qu’elle  devienne  rayon 
d’un  cercle  qui  pafieroit  par  le  point  M , & dont  la 
courbure  fe  confondroit  avec  la  courbure  de  cette 
courbe  au  poinc  M , elle  s’appelle  alors  Rayon  de 
courbure,  & ce  cercle  s’appelle  cercle  ofculateur.  L’ufa- 
ge  de  ce  rayon  efi  de  déterminer  la  courbure  d’une 
feétion  conique , ou  de  toute  autre  courbe  en  un 
point  quelconque  donné. 

VIII. 

9^4.  Une  ligne  FM  menée  du  foyer  F à un  point 
quelconque  de  contingence  M , s’appelle  Rayon 
vecleur. 

Corollaire. 

955.  On  voit  par  ces  définitions  que  l’axe  cft  une 
ligne  q ;c  Fou  ne  doit  pas  conlîdérer  toute  feule  , mais 
comme  un  terme  auquel  fe  rapportent  plufieurs  lignes 

3ui  en  dépendent  , 8c  qui  forment  un  fyftème  fixe  8c 
cterminé,  que  l’on  peut  appeller  Syfteme  de  l'axe. 
Ce  fyftème  de  l’axe  comprend  Y ordonnée  8c  fes  abfcif- 
fes  ; la  tangente  8c  la  fous-tangente  ; la  perpendiculaire 
8c  la  fous-perpendiculaire  j le  paramétre  8c  le  rayon 
vecleur. 


H E O R H M E 


I. 


956.  Dans  la  courbe  que  l’on  vient  de  décrire  le 
Quarré  de  l’ordonnée  M?  (y)ejl  égal  au  rectangle  de 
l’abfcijfe  correfpondante  PS  ( x ) par  le  paramètre  p de 
l’axe  ( fig.  5.  ; c efi- ci  dire  3 que  l’on  ayy  — px. 

Démonst.  Suppofanc  la  quantité  confiante  SA  , 
ou  SF=tf,  on  aura  MF«=MD  (944.)  ==»  PS-f- SA 

E e 4 
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=x-\-a , 8c  PF  — x — a , ou  = û — x , félon  que 
le  point  P fe  trouve  au-deilous  , ou  au-delfus  du 
foyer  F. 

Or  le  triangle  reâangle  MPF  donne  MF1  = ML’» 
+ PF1 , ou  algébriquement. 

aa-\-  iax-+-  xx  =yy-\-aa  — iax-\-  xx  : 
donc  tranfpofant  on  aura  yy  = ^ax.  Or  (948.)  4 a 
e=  p : donc  yy  — px. 

Corollaire  I. 

957.  La  quantité  p étant  confiante  , on  peut  à fa 
place  fubflituer  l’unité  : donc  l’exprelfion  yy-=.px  \ 
deviendra  yyz=x , c’eft-à-dire,  que  dans  la  courbe 
qui  vient  d’être  décrite,  les  quarrés^y  des  ordon- 
nées feront  entr’eux  comme  les  abfcifles  correfpon- 
dantes'.  D’où  il  fuit  que  la  courbe  qui  vient  d’être 
décrite  , eft  une  parabole , & eft  la  même  que  celle 
que  nous  avons  eue  dans  le  cône  par  une  fetftion  pa- 
allele  au  côté. 

Corollaire  I I. 

958.  Puifque yy  —px,  il  fuit  que  x :y  II  y Z P» 
ou  que  x \y  l p , c’eft-à-dire  , que  le  paramétre  eft 
une  troificme  proportionnelle  à l’abfciife  & à l’or- 
donnée. 

Corollaire  III. 

959.  C’eftfur  cette  propriété  du  paramétre  qu’eft 
fondé  fon  ufage  , qui  confifte  à déterminer  le  rapport 
entre  la  longueur  & la  largeur  de  la  parabole  , lequel 
eft  le  même  que  celui  qui  régné  enq;e  l’abfcifTe  8c 
l’ordonnée  correfpondante.  En  effet  dans  l’équation 
yy  = px , fuppofons  p =*=  1 , 8c  elle  deviendra  yy 
s=x.  Or, 

1°.  Si  l’on  fuppofe  l’abfcifle  x = 7 , du  paramétre  , 
l’on  aurayys=;,  8c  y = j , c’eft-à-dire  , que  lorfque 
i’abfcifTe  eft  un  ~ du  paramétre , l’ordonnée  en  eft  le 
-f,  & par  conféquent  la  parabole’  alors  croît  davantage 
félon  la  largeur  que  félon  la  longueur. 
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II0.  Suppofons  l’abfcifle  * = 7 du  paramétre  , 8c 
nous  aurons  ^ = 7,  = c’eft-à-dire,  qu’alors 

l’ordonnée  eft  la  moitié  du  paramétre.  Or  le  point  de 
l’axe  où  l’abfcifle  eft  = 7 du  paramétre  , eft  le  foyer 
(945.)  i d’où  l’on  conclucl  que  dans  la  parabole  la  dou- 
ble ordonnée  qui  pafle  par  le  loyer  , eft  égale  au  para- 
métre , & que  dans  ce  cas  la  parabole  a encore  plus 
de  largeur  que  de  longueur. 

111°.  Suppofons  l abl'cilTe  x=  1 , ou  égal  au  para- 
métre , & l’on  aura yy  = 1 ; & y = 1 , c’eft-à-dire , 
que  dans  ce  cas  l’ordonnée  & l’ablcifie  font  éga- 
les , & que  la  parabole  a autant  de  longueur  que  de 
largeur. 

lV°.  Suppofons  l’abfcifTe  *=4  3 ou  quadruple’du 
paramétre , l’on  aura  yy  = 4 , 8c  y = z , c’eft-à-dire  , 
que  l’ordonnée  n’eft  que  double  du  paramétre,  & 
qu’alors  la  parabole  croît  plus  félon  la  longueur  que 
félon  la  largeur. 

V°  En  général  lorfque  les  abfciftes  font  repréfen- 
tées  par  les  fractions  — , ’,  7,  8cc.  les  ordonnées 
* feront  repréfentées  par  leurs  racines  £,7,7,  &c. 
Mais  lorfque  les  ablcifles  font  repréfentées  par  les 
nombres  1 '4’ 9 • 16*15  » ^c-  Us  ordonnées  feront 
comme  les  nombres  1 • 1 • 5 • 4 • 5 • &c.  Par  conféquent 
dans  le  premier  cas  la  parabole  croît  plus  en  largeur 
qu’en  longueur  , ou  s’écarte  plus  de  l’axe  que  de  la 
directrice  ; &.  dans  le  fécond  cas  elle  croît  plus  en 
longueur  qu’en  largeur,  ou  s’écarte  plus  de  la  direc- 
trice que  de  l’axe. 


Corollaire  IV. 


960.  Ayant  mené  de  l’extrémité  d’une  ordonnée 
MP  {fie.  7.),  une  corde  MA,  & une  ligne  MD 

Ferpendiculaire  à cette  corde  , la  portion  DP  de 
axe  comprife  entre  l’ordonnée  8c  cette  perpendi- 
culaire fera  égale  au  paramétre.  Car  à caufe  du 
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triangle  rectangle  DMA,  on  aura  AP  *.  PM  îî  PM  t 

DP,  ou  x :y  ::  y : ~=p- 

Théorème  II. 

961.  Une  perpendiculaire  MT,  qui  divife  en  deux 
également  une  droite  FB  , tirée  du  foyer  à la  directrice  3 
va  toucher  la  Parabole  en  un  point  quelconque  M 3 & ejl 
une  Tangente  ( fig.  5.  ). 

Demonst.  La  ligne  MT  , divifant  en  deux  égale- 
ment la  bafe  du  rriangle  DM  F , qui  eft  ifocele  (944.), 
& étant  perpendiculaire  à cette  bafe , pafte  néceftai- 
rement  par  le  fommet  M de  l’angle  DhM  (5 1 1.).  Or 
ceTommet  eft  un  point  de  la  parabole  : donc  la  ligne 
MT  touche  la  parabole  au  point  M. 

Or  elle  11e  la  coupera  point  \ car  elle  palfera  par 
tous  les  points  également  diftans  de  D & de  F.  Or  les 
points  de  la  parabole  qui  font  au-deflous  de  M s’éloi- 
• gnent  toujours  plus  de  D que  de  F , parce  qu’ils  font 
tous  à égale  diftance  (944.)  du  foyer  & de  la  direc- 
trice : donc , Hcc. 

Corollaire  I. 

962.  L’angle  HMX  formé  par  la  ligne  HM  , pa- 
rallèle à l’axe  , 5c  la  tangente  XMT , eft  égale  à l’an- 
gle TMF  formé  par  la  tangente  MT,  & le  rayon 
veéteur  MF  ; car  HMX  = DMT  = TMF. 

D’où  il  fuit  qu’un  rayon  de  lumière,  dirigé  fui- 
• vant  la  ligne  HM , fe  rcflcchiroit  au  foyer  F ; & pa- 
reillement que  partant  du  foyer  F au  point  M , il  fe 
réfléchiroir  fuivant  la  lisine  MH. 

O 

Corollaire  1 1. 

964.  La  perpendiculaire  FB  divife  la  tangente  MT 
en  deux  également  au  point  B.  Car  l’angle  MTF  = 
TMD  (449.)  = HMX  (445.)=TMF  (96 2.):  donc 
l’angle  MI'f  = TMF:  donc  le  triangle  TMF  eft  ifo- 
cele : donc  la  perpendiculaire  FB  tirée  du  fommet  fur 

V • 
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la  bafe,  ou  fur  la  tangente  MT  , la  divife  en  deux 
également. 

Théorème  III. 

964.  Dans  la  Parabole  la  Sous-perpendiculaire  3ou 
Sous-normale  PC  ejl  égale  à la  moitié  du  Paramétre  3 
& fan  exprejfion  ejl  s—^p  ( dg.  5.  ). 

Demonst.  Les  lignes  DF  & MC  font  parallèles, 
puifqu’elles  font  perpendiculaires  fur  une  même  ligne 
MT.  Elles  font  aulTi  égales  , puifqn’elles  font  parallè- 
les entre  des  parallèles.  De  plus  les  lignes  DA  & MP 
font  parallèles  & égales  : donc  les  triangles  DFA  , 
MCP  font  cquiangles  & égaux:  donc  on  aura  PC  — 
AF , ou  PC  = \p  ou  1a. 

Corollaire  I. 

96^.  Le  triangle  reétangle  CPM  donne  aulïî  MC*- 
= PMt +?Cs—yy-\-iPP—px-\-\pp:  donc  ap- 
pellant  m la  perpendiculaire , ou  normale  MC  , fon 
exprellion  fera  m = ~pp . 

Corollaire  1 1. 

966.  La  diftance  SC  du  fommet  au  point  C,  où  la 
normale  rencontre  l’axe  , eft  = SP-+-  PC:  donc  fon 
expreilîon  fera  SC  = jc— |— 

Théorème  IV. 

967 . Dans  la  parabole  la  Sous-Tangente  PT  ejl  dou- 
ble de  1‘  dbfcijfe  3 & fon  exprejfion  fera  PT  =s  ix. 

Demonst.  Dans  le  triangle  reétangle  CTM  , à 
caufe  de  la*  perpendiculaire  MP  abaiflce  du  fommet 
M fur  l’hyporliénufe  CT,  on  a CP:PM::PM:PT, 

yy 

ou  algébriquement  1 a\y\\y\  PT  : donc  PT  = 
or  yy  = +ax  : donc  PT  = , ou  PT  = ix. 

Corollaire. 

968.  Le  triangle  re&anglô  TPM  donne  aufli 
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MT7  = PM1  -4-  PT1  —yy  4-  4** = px  4-  4**:  donc 
1 expreflion  de  la  tangente  fera  MT  = y/px+^xx. 

Théorème  V. 

969.  Dans  la  Parabole  les  Perpendiculaires  FB  me- 
nées du  foyer  fur  les  tangentes  font  entr  elles  comme 
les  racines  des  rayons  vecteurs  r 3 menés  du  foyer  au  point 
de  contingence  M , ù fon  exprejfion  fera  FB  = \/~r. 

Demonst.  Si  du  fomtnet  B du  triangle  rectangle 
FBT,  on  mene  la  ligne  B1  parallèle  à l’ordonnée  MP, 
les  deux  triangles  femblables  TBI , TMP  donneront 
TB: TM  II  Tl: TP.  Or  TB  (963.)  eft  la  moitié  de 
TM  : donc  Tl  fera  la  moitié  de  la  fous-tangenteTP, 
& par  conféquent  la  perpendiculaire  B1  tombe  fur  le 
fommet  S de  la  parabole. 

Cela  pofé  , à caufe  des  triangles  femblables  FBS , 
FBT , on  aura  TF  : BF  ::  BF  : SF  : donc  BF1  = TF 
X SF.  Or  SF  = a (94  5 .) , & Tt  = MF , à caufe  du 
triangle  ifocele  MFT  : donc  bF1  = MF  X a ; & à 
caufe  de  la  quantité  confiante  a on  aura  BF7  propor- 
tionnel à MF  , ik  par  conféquent  BF  proportionnel  ï 
VMF,ouFB=  Y~r. 

Théorème  VI. 


970.  Dans  la  Parabole  , le  rayon  vecteur  FM  ejt 
égal  à TAbfciJfe  y plus  au  quart  du  Paramétre  de  l'axe  , 
& fon  exprejfion  eft  r —’x  4-  ; />. 

Démonst.  On  a (944.)  IM  = MD  = AP  = AS 
4-  SP  = x i p : donc  FM  , ou  r = x 4- 

DÉFINITIONS. 

I. 

971.  Dans  une  feélion  conique  on  appelle  Diamè- 
tre , toute  ligne  qui  paffe  par  le  centre  de  la  feélion  , 
& eft  terminée  de  part  & d’autre  par  des  points  oppo- 
fés  de  la  courbe.  D’où  il  fuit  que  puifque  dans  la  pa- 
rabole le  centre  eft  infiniment  éloigné  , le  diamètre 
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fera  toujours  une  ligne  quelconque  MH,  parallèle  i 
l’axe.  Le  point  M s’appelle  l’ Origine  du  diamètre. 

I L 

97 z.  On  appelle  Diamètre  conjugué  à une  autre 
diamètre,  celui  qui  eft  parallèle  aux  ordonnées  du 
premier , ou  à la  tangente  qui  parte  par  fon  extrémité. 
D’cù  il  fuit  encore  que  la  parabole  n’a  point  de  dia- 
mètre conjugué. 

1 I I. 

97 j.  Le  diamètre,  de  même  que  l’axe  , a un  para- 
métre , qui  dans  la  parabole  eft  une  ligne  quadruple 
de  la  diftance  MD  de  l’origine  du  diamètre  à la 
directrice. 

I V. 

974.  Une  ligne  quelconque  mO  , tirée  d’un  point 
de  la  parabole  au  diamètre  , & parallèle  à la  tangente 
qui  palEe  par  l’extrémité  du  diamètre , s’appelle  Or- 
donnée au  diamètre  , & la  ligne  Mo  comprife  entre 
l’origine  du  diamètre  & l’ordonnée , s’appelle  l ’Abf- 
cijje  de  cette  ordonnée. 

Corollaire. 

975.  On  voit  par  ces  définitions  que  le  diamètre , 
de  même  que  l’axe  , eft  une  ligne  que  l’on  ne  doit 
pas  confid^r  toute  feule  ; mais  comme  un  fécond 
terme  , auquel  fe  rapportent  plufieurs  autres  lignes 
qui  forment  le  fyjlême  du  diamètre  , dans  lequel  en- 
trent un  paramétre  3 une  ordonnée  j une  abfcijfe  , une 
tangente , &c. 

Théorème  VII. 

97  6.  Le  Paramétre  d'un  diamètre  quelconque  eft  plus 
grand  que  le  Paramétre  de  l’axe  du  quadruple  de  V Ab- 
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Démonst.  Le  paramétre  d d’un  diamètre  quelcon- 
que MH  eft  d=4MD.  Or  4MD  — 4AS  -+■  4SP  = 
4a  4*  =p  -|-  : donc , 8cc. 

Théorème  VIII. 

977.  Le  Paramétre  d d’un  diamètre  quelconque  ejl 
une  troifléme  proportionnelle  à la  moitié  ST  de  la  Jous- 
tangente  j & à la  tangente  M I\ 

C’eft-à-dire  , que  l’on  aura  ST  : MT  MT  : d , 
ou  parce  que  ST  = y,  on  aura~4--v  : MT: d. 

Démonst.  Nous  avons  eu  (968.)  MT 1 = px-h 
4„v.r  = x X p-i-fx.  Or  (973.)  d—  4 DM=/>-|-4* 
(976.)  : donc  = dx  , 8c  par  confcquent  x : MT 
c:  MT  : d,  ou  — x : MT  : d. 

Théorème  IX. 

. t 

978.  Le  quarré  d'une  ordonnée  quelconque  Om  à un 
diamètre  ejl  égal  au  produit  du  paramétre  d de  ce  dia- 
mètre par  fon  abfcijfe  a ^ ou  MO  j c’ejl-à-dire  , on  aura 
Om1  = MO  x d— ad. 

Démonst.  Du  point  m menez  l’ordonnée  mp , 

8c  du  point  O la  parallèle  OR  — MP  3 foit  SP  = * ; 
MP,  ou  N/>,  ou  Or=^j  NO,  ou  pR  — \ ; MO, 
ou  PR=ff.  Cela  pofé , les  deux  triangles  fembla-  • 
blés  TMP , NOra  donnent  la  proportion  Om  : ON 
::  TM  : TP,  & üïr-  : On7  ::  tm1  : îF.oualgé- 
, . — , , — rr  x dx 

bnquement  OmL  dx  : 4*y;  donc  Om1  = J 

dans  laquelle  l’équation  fe  trouve  une  inconnue  çç 
dont  il  faut  chercher  la  valeur , & que  l’on  trouvera 
en  cherchant  celle-  de  l’ordonnée  mp.  En  effet , 

1°.  L’abfcilTe  de  l’Ordonnée  mp  eft  Sp  = SP  -+■ 

PR  — t>R  =5  v-t-n  — Or  par  la  nature  de  la  para- 
bole l’on  a : MP1  S p l SP  , ou  algébriquement 

^ \yy  ::  x-\-a— 1 : x : donc^-  =yy  -i-^r—x  iyy  > 

& c’eft  une  première  équation,  ou  une  première 
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valeur  de'm/>*.  Mais  comme  il  s’y  trouve  deux  ef- 
peces  d’inconnues  , fçavoir  i & il  faut  (16$.  ) , 
pour  faire  évanouir  l’une  des  inconnues.,  chercher 
une  fécondé  équation  , ou  une  fécondé  valeur  de 

mpl • 

11°.  A caufe  des  triangles  femblables  TMP  , ON/«, 
on  aura  N/72  : ON  ::  PM  : TP,  ouhV.  : 1 ::  y : iXÿ 

donc  N/n  = — . Or  mp=Np  — Nw2  = MP — Nm= 

XX 


y — — : donc  ,,^—yy  — *11  *lyl  & c’eft  une 

IX  r * 4.ÏX 

fécondé  valeur  de  mp1 , qui  nous  donne  une  fécondé 
équation  ; & par  conféquent  il  y a maintenant  au- 
tant d’équations  que  d’inconnues. 

111°.  Prenons  la  valeur  de  mpl  dans  la  première 
équation,  pour  la  fubftituer  à la  place  de  mpl  dans 
la  fécondé  équation  ; ou , ce  qui  eft  le  même  , com- 
parons les  deux  valeurs  que  nous  venons  de  trouver 
pour  mp-\  & nous  aurons 


yy 


m , nyy  ....  , «yy 

1 —yy  H 

x 4 vx  x 


y ? vv  ^2  • ] 

& réduifant , — — = — : donc  ON1 , ou  rr  = xax. 

IV°.  Maintenant  fi  nous  fubftituons  cette  valeur 
de  11  à la  place  de  n dans  l’équation  Ôm*  = 

4 jdxx 

— — , nous  aurons  O ml= = ad. 

4xx  . 4xx 


Corollaire. 


979.  D’où  il  faut  conclure  que  les  propriétés  de 
l’axe  conviennent  aulli  au  diamètre  , & que  le  dia- 
mètre n’eft  autre  chofe  que  l’axe  lui-même  qui  a 
changé  de  pofition  , & qui  en  changeant  de  pofi- 
rion  , a fait  aulïï  changer  celle  de  toutes  les  lignes 
qui  formoient  fon  fyftême.  En  effet  fi  l’on  imagine 

3ue  l’axe  SP  fe  meut  parallèlement,  jufqua  ce  qu’il 
evienne  MH,  on  conçoit  que  la  tangente  SE  cou- 
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lera  le  long  de  la  parabole  , dont  elle  touchera  tou- 
jours un  point  feulement,  8c  qu’elle  deviendra  MT; 
que  l’ordonnée  MP  fe  changera  en  Om  ; l’abfciiïe 
PS  en  OM  ; la  diftance  SA  de  la  direftrice  en  MD , 
&c. 

Problème. 

'J 

980.  Trouver  deux  Moyennes  proportionnelles  entre 
deux  lignes  données  MH,  NO;  ou  réfoudre  par  le 
moyen  de  la  Parabole  le  problème  de  la  duplication  du 
Cube  (fig.  10.  ). 

Construction.  1°.  Menez  la  ligne  AB  = MH  : 
& fur  AB  prenez  AD  = NO. 

11°.  Divifez  AD  en  deux  également  au  point  H , 
& élevez  la  perpendiculaire  HC  égale  à la  moitié  dç 
AB. 

111°.  De  C comme  centre  8c  de  l’intervalle  CA 
décrivez  un  cercle  , 8c  par  le  point  A faites  paifec 
une  parabole  telle  que  AB  en  foit  l’axe , 8c  AD  le 
paramétre. 

IV°.  Du ‘point  G où  la  parabole  coupe  le  cercle  , 
menez  l’ordonnée  GE  à l’axe. 

Je  dis  que  les  lignes  GE  , AE  feront  les  deux 
moyennes  proportionnelles  cherchées  entre  les  deux 
lignes  AB , AD  ; ou  MH  , NO. 

Démonst.  Soit  le  paramétre  AD=p;  l’ordonnée 
GE=j;  l’abfcille  AE  = a:  ; la  portion  FE  = ^;  on 
aura  par  conféquent  DE  = x — /j.~Du  point  C ayant 
abbaiffé  la  perpendiculaire  CI  fur  GE , on  aura  GE 
-h  FE  , ou  y -+-  £ = AB.  Car  CH  étant  la  moitié  de 
AB  , IE=CH  fera  aufli  la  moitié  de  AB  : donc  IE  -b 
1E= AB  ; or  1E  -b  1E  ==  GE  -b  FE:  donc  GE-b  FE , 
ou  j -b  \ — AB. 

Il  faut  maintenant  prouver  que  AD  : GE  ;;  GE  ; 
AE  AE  ; AB  , ou  que  p\y  ::  y \ x ;;  * \y 

ou tt p ‘y  ' x D+v 

1% 
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1°.  Par  la  propriété  tle  la  parabole  yy  = px : donc 

P • y*  î*  y • x> ou  AD  : GE  ::  GE  : ae. 

11°.  Par  la  propriété  du  cercle  (540.)  on  a EA  : 
EG  ::  FE  : DE,  ou*  :y  ::  ^ donc**.— 

px=y%,  ou  xx=:yi-\-px  ; & fubftituant  dans  cette 
équation  yy  à la  place  de  px , elle  deviendra  **  = 
y\  d’où  l’on  déduit^  :*::*:  y -h  £.  Mais 

nous  avons  eu  ci-deflus  p l y il  y l ,v.:  donc  p l y II 
y i xilx  1 j + T,ou~/»  : yl  * ou^f  AD< 

GE  : AE  : AB.  Donc  , Ôcc. 

Et  par  conféquent  (i  l’on  fuppofe  AB  double  de 
AD,  ou  MH  double  de  NO  , il  s’enfuivra  que  le 
cube  fait  fur  GE  fera  double  du  cube  fait  fur  AD  = * 
NO  : car  dans  la  progreffion  géométrique  ~ AD  : 
GE  : AE  : AB , l’on  a (242.)  AD  : AB  ::  ÂD~»  : GÊî  ÿ 
or  AB  eft  double  de  AD  } donc  aufli  GEÏ  fera  double 
de  ÂDT. 

Remarque . 

981.  La  parabole  ne  fert  pas  feulement  pour  ré- 
foudre le  problème  de  la  duplication  du  cube  , elle  a 
encore  plufîeurs  ufages  applicables  aux  feiences  & aux 
arts.  On  s’en  fert, 

Ia.  Dans  la  pratique  du  Jet  des  bombes  , pour  dé- 
terminer l’élévation  , la  portée  , & les  autres  cir- 
conftances  du  jet , comme  çn  voit  dans  la  Mécha- 
nique. 

11°.  Pour  déterminer  Sc  calculer  le  cours  & le 
mouvement  des  comptes , comme  on  le  fait  voir  en 
Aftronomie.  . 

III®.  Dans  la  Catoptrique  & la  .Dioptrique  , pour 
déterminer  les  effets  &c  les  ufages  des  verres  tk  des 
miroirs  paraboliques. 

ARTICLE  II. 


De  VEllipfe.  ' •' 

HYPOTHESE  I. 

982.  Ayant  mené  fur  un  plan  une  ligna  AB  (fig> 

r r 
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ii.),  dans  laquelle  on  détermine  deux  joints  F 
également  diftans  chacun  des  extrémités  A » B ; fi 
vous  prenez  hors  de  cette  droite  des  points  M , G , 
&c.  tels  que  la  fomrne  des  diftances  de  chacun  de 
ces  points  aux  deux  points  F , /,  foit  confiante  , & 
toujours  égale  à la  droite  AB  , la  courbe  qui  paflem 
par  ces  points  M,  G,  &c.  s’appelle  une  Êllipfc  > Sf, 
eft  la  même  que  celle  que  nous  avons  confidércie  dajw 
le  cône  , comme  nous  l’allons  prouver. 

DÉFINI  T IONS. 


983.  La  ligne  AB  s’appelle  le  grand  Axe  de  eette 
courbe;  la  ligne  perpendiculaire  MN,  qui  parrage 
en  deux  également  le  grand  axe  , s’appelle  le  petit 
Axe  , ou  Y Axe  conjugué  ; on  les  appelle  aufli  premier 
& fécond  axes:  le  point  C,  où  les  deux  axes  fe  cou- 
pent , s’appelle  le  Centre . 

I I. 

984.  Une  troifiéme  proportionnelle  aux  deux 
axes  eft  nommé  le  Paramétre  de  l’axe , qui  fait  le 
premier  terme  de  la  proportion  ; en  forte  que  fi  l’on 
a AB  : MN  : ; MN  \p , fa  quantité  p fera  le  paramé- 
tre du^rand  axe. 

I I I. 

985.  Les  points  F , /,  s’appellent  Foyers , Sc  la 
fomine  des  diftances  de  ces  foyers  à chaque  point  de 
la  courbe.eft  toujours  une  quantité  confiante,  laquelle 
eft  égale  au  gra/id  axe;  fçavoir  , l’on  a toujours  MF 
4-  M/,  ou  GF  4-  G/=  AB. 

I V. 

986.  Chacun  des  axes  a fes  ordonnées  Sc  fes  ab- 
CcilTes.  Les  Ordonnées  font  des  lignes  menées  de  dif- 
féirens  points  de  la  courbe  fur  l’axe  , & parallèles  à 
l’axe  conjugué.  Les  Abfciffes  fe  prennent  depuis  l’ori- 
gine de  l’kxe  jufqu’aux  ordonnées. 
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Théorème  I. 
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987.  Dans  cette  courbe  le  petit  demi- Axe  ejl  moyen 
proportionnel  entre  les  diftances  d'un  des  foyers  aux 
deux  extrémités  du  grand  Axe  ( fig»  H.)  > c ejl- à- dire 
l’on  a FA  : MC  ::  MC:FB. 

Demgnst.  A caufe  du  triangle  re&angle  MCF  , 
on  aura  MC1  = FM1  — FC1.  Donc  lî  l’on  nommée  . 

la  diftance  du  centre  au  foyer  , a le  grand  demî-axe  , 

& b le  petit  demi-axe  , on  aura  algébriquement  bb 
. = aa — cc  : d’où  l’on  rire  la  proportion  a~-c\b  b \ 

a + c,ou  FA  : MC  : : MC  : FB. 

ThIorémi  IL 

988.  Dans  la  courbe  qui  vient  d’être  décrite  3 le 
quarré  de  Cordonnée  au  grand  axe  ejl  au  produit  de  fes 
abfcijfes  3 comme  le  quarré  du  petit  axe  ejl  au  Quarré 
du  grand  axe  ( fig.  1 2 . ). 

Démonst.  La  fonnne  des  deux  diftances , ou  des 
rayons  veéteurs  /M-j-'FM  foit  appellée  la , & leur  ' 
différènee  par  conféquenc  l’on  ^ura  (198.) /M  = 

<z-+-£,  & FM  = a — 

Suppofons  la  diftance  PC  de  l’ordonnée  auxentre 
=*,  & l’on  aura  l’abfcifte  AP=û — xy  & la  co- 
abfciftè  Pa  — a -H- 

Soit  aufti  l’excentricité  FC==t:,  $ç  l’on  aura  FP  = 
c — x,  P/—  c-p-  x\  Cela  étant , 

1°.  Le  triangle  reétangle  PMF  donnera  PM1  = 

MF’-  — FF7,  ou  algébriquement  =;  aa  — xa\ 

\\  — cc-\-  2CX  — xx. 

1I°%  Pareillement  le  triangle  re&angle  PM/  don-  ^ 
nera  PM*  =/M* — P/1 , ou  algébriquement  jj  = n<z 
—H  20^-4-^ CC 2C.V — xx. 

111°.  Prenant  la  valeur  de  jy  dans  la  première 
équation , & la  fubftituant  à la  place  de  jy  dans  la 
fécondé  équation  , celle-ci  deviendra  aa  — 2 a?  \ 

Ff  2 
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Il  — cc-\-icx  — xx  =3=  aa  -+-  ia%  -f-  ^ — cc  — 2 ex  — « 

XX  : & réduifant  ±ar  = 4CX  : donc  r = — . 

<* 

IV°.  Subftituant  certe  valeur  de  % à la  place  de 
l dans  la  première  équation , elle  deviendra^  = act 

ccxx 

— iex-4 — ce  -+•  i ex  — xx  j & multipliant  par 

aa , l’on  aura  aayy= a*  — xaaex  -+-  ccxx  — a&cc  -jr 
laacx — aaxx—aa — xx  X Tü—cc".  donc 
aayy  — aa  — xx  X aa — cc. 

Or  (9  8 7.)  aa — cc—bb.  Donc  divifant  le  premier 
membre  par  bb , &c  le  fécond  par  aa  — cc , on  aura 

yy  = aa  — xx  j d’où  l’on  tire  cette  proportion^/  : 

aa  — xxl’.bb’.aa  j c’eft-à-dire , que  dans  cette  courbe 
le  quarré  de  l’ordonnée  elt  au  produit  de  fes  abfcilTes, 
comme  , &c. 

Corollaire  I. 

989.  Si  nous  prenons  une  autre  ordonnée  quelcom 
que  MP=Y,  l’on  prouvera  de  même  que  Y1  : aa  — 
XX  ::  bblaaÿ  d’où  l’on  conclud  Y1  ’.y1  \\  aa — 
XX  : aa  — xx  ; c’eft-à-dire  , que  les  quarrés  des  or- 
données font  entr’eux  comme  les  produits  des  abfcif- 
fes , & par  conféquent  que  cette  courbe  eft  une  ellipjj: , 
Sc  la  même  que  la  feétion  conique  à laquelle  nous 
avons  donné  ce  nom. 

Corollaire  1 1. 

990.  Les  ordonnées  au  grand  axe  de  l’ellipfe  font 
proportionnelles  aux  ordonnées  correfpondantes  du 

• cercle  décrit  fur  le  grand  axe  de  l’ellipfe  {fig.  25.  ) 
car  par  la  propriété  au  cercle  l’on  a EGl  : NLl  GA 
X GB  : LA  X LB,  & par  la  propriété  de  l’ellipfe 
l’on  a FG1  : ÔL1  ::  GA  x GB  : LA  X LB;  donc 
FG1  : ÔL*  ::  EGl  : NLl , & par  conféquent  FG  : OL 
::  EG:NL. 
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Corollaire  III. 

991.  Puifque  les  ordonnées  de  l’ellipTe  font  pro- 
portionnelles aux  ordonnées  correfpondantes  du  cer- 
cle circonfcrit , il  fuit  que  la  fomme  des  ordonnées 
de  l’ellipfe  eft  à la  fomme  des  ordonnées  du  cercle 
(13  z.),  ou  que  la  furface  de  l’ellipfe  eft  à la  fur- 
face  du  cercle  , comme  une  feule  ordonnée  quel- 
conque de  l’ellipfe , eft  à l’ordonnée  correfpondanre 
du  cercle  3 & par  conféquent  que  la  furface  du 
cercle  décrit  fur  le  grand  axe  d’une  «ellipfe  , eft  i 
la  furface  de  l’elLipfe  , comme  le  grand  axe  eft  au 
petit  axe.  Car  le  grand  axe  CB  & le  petit  axe  CH 
{fig.  15.) , ou  ce  qui  eft  le  même  , CD  & CH  font 
ères  ordonnées  correfpondantes  du  cercle  & de  l’el- 
lipfe. 

Corollaire  I V. 

991.  Donc  la  furface  (E)  d’une  ellipfe  eft  égale  i 
la  furface  (C)  d’un  cercle  , dont  le  diamètre  x feroit 
moyen  proportionnel  entre  les  deux  axes  a & b de 
l’ellipfe.  Car  appellant  A la  furface  d'un  cercle  décrit 
fur  le  grand  axe  , l’on  aura  par  l’hypothèfe  a '.  x \ 
b : donc  (141.)  a \ b \\  aa  \ xx.  Or  A : E ” a',  b 
(991.)  ::  aa  ! xx  (z4Z.)  ::  A : C (610.) , & par  con*  • 
iequent  E = C. 

Corollaire 

99  3.  La  furface  (E)  de  l’ellipfe  eft  en  raifon  corn-’ 
pofée  de  fes  axes  j ou  comme  le  produit  ab„  Car  nous 
venons  de  voir  que  l’ellij>fe  E eft  = au  cercle  C , le- 
quel eft  comme  le  quarre  .v.v  de  fon  diamètre.  Or  xx 
— ab , à caufe  de  -77-  a : x : b : donc  , Ôcc. 

* K * ' 

ThéorêmrIIL. 

9 9 4.  Ayant  prolonge  la  ligne  /M  x de  façon  que  M nu 
= MF  j & ayant  tiré  la  ligne  mï  j je  dis  qu’une  ligne 

Ff  j 
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MT  qui  divifera  en  deux  également  la  ligne  mF , fêta 
Tangente  au  point  M de  l’ellipfe  ( fig.  ,11.) 

Demonst.  Ayant  mené  du  point  M de  l’ellipfe 
une  ligne  quelconque  MT  qui  divife  en  deux  égale- 
ment la  ligne  mF,  il  n’y  aura  que  le  feul  point  M de 
la  ligne  MT  qui  foit  de  l’ellipfej  tous  les  autres  points 
'feront  hors  de  l’ellipfe.  Car  la  fomme  de  leurs  di fian- 
ces , par  ex  : des  diftances  du  point  D aux  foyers  F , 
f fera  plus  grande  que  A a , ou  fm.  En  effet  concevant 
que  l’on  ait  joint  par  des  lignes  les  points  /,  D;  5c 
I)  , m , ces  lignes /O  , & Dm  feraient  les  deux  côtés 
d’un  triangle  dont/m  fera  le  troifiéme  côté  : donc  / D 
■4- Dm  feraient  plus  grands  que  fm.  Or  fm  = Aax 
"donc  la  fomme  /D  -h  Dm  ferait  plus  grande  quelle 
grand  axe  An, 

Corollaire. 

995.  Les  droites  rirées  des  foyers  aux  points  de 
contingence.,  ( lefquels  s’appellent  rayons  vecteurs 
de  l’ellipfe  , ) forment  avec  la  tangente  des  angles 
/MD?  TMT  égaux.  Car  /MD  =TMm  = TMF 
(fig.  1 1.  ).  D’où  il  fuit  qn’ug  rayon  de  lumière  allant 
d’un  des  foyers/ à la  circonférence  de  l’ellipfe,  fe  ré- 
fléchirait à l’autre  foyer  F. 

Théorème  IV. 


99<î.  Dans  ÏEllipfe  V expreffion  du  Rayon  vecteur 
FM  mené  du  foyer  au  point  de  contingence  3 efi  r = 
aa  — ex 

'i  * 

a 

Démomst.  Le  triangle  reéhngle  FMP  donne  FM1 
= PMl  H-  PF1.  Or  MP  —y  , &.  -PF  = c — x : doqc 
Pnaura  FMï==^y-H* — zor-f-xv.  Or  nous  avons  yu 

è •;  •:  . Uxx 

(988.)  que^y 3=  bb- : donc  fubftituant  on  aura 

FM:  zzzbb-—  — - -F- cç — icx  ~^~xx.  Npus  avons  vu 

- aa  1. 

auflî  (9871)  que  bbez^aa  — cc  : donc  fubftituant  en- 
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. ccxx 

core , on  aura  FM1  = aa  — ce — xx  H \-ec — i ex 

aa 

-f-  xx  y & réduifant , FM1  — aa  — ucx-\-  — -,  ou 

aa 

a*  — iaacx-±-ccxx  . aa — ex 

FM1  = : donc  rM,  ou  r— . 

aa  a 

Théorème  V. 

997.  L’exprejfion  de  la  Sous-Perpendiculaire  PE  eji 

bbx  PX  i 

— , ou  — . 
aa  za 

Démonst.  Ayant  mené  EM  perpendiculaire  fur 
MT  , & parallèle  à F/n  , on  aura  fm  : /F  II  M/n  : FE> 


aac  — ccx 


ou  la  : ic  r:  : FE  ; donc  FE  = : donc 

a aa 

retranchant  PF  = c — * de  la  quantité  précédente  , 
le  refte  fera 

•_  aac  — ccx  aax  — ccx  acr—cc  _ 

PE= c-\-x  = —x  X .Or 

aa  aa  aa 

(987-)  aa  — cc  — bb  : donc  fubftituant  , on  aura 
pour  l’expreflion  de  la  fous-perpendiculaire  PE== 

bbx  px 


aa—cc  _ 

x x .Or 

aa 


, OU—. 

aa  ta 


Théorème  VI. 


998 . L‘ exprejjion  de  la  Sous-Tangente  PT  ejl— — — . 

Démonst.  Le  triangle  reétangle  EMT  , dans 
lequel  la  ligne  MP  eft  une-  perpendiculaire  abbaif- 
fée  du  fommet  fur  l’hypothénufe , donne  EP  : PM 

; bbx 

PM  : PT,  ou  algébriquement  — Z y 1.1  y Z PT  j 
donc  PT  = -£p~>  & fubftituant  à la  placé  de  y y fa 
valeur , on  aura  PT  x=aM  ihx*  -ySc  divifanrpar  bb  y 


Ff  4 
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Corollaire. 

999.  Il  fuit , 

1°.  Que  fi  l’on  ajoute  CP  — x à la  quantité  PT  , 

dH 

on  aura  CT  = — , ce  qui  donne  x : a ;;  a i CT , ou 

CP  : CA  II  CA  : ÇT.  Donc  le  grand  demi-axe  eft 
moyen  proportionnel  entre  la  diftance  du  centre  à 
l’ordonnée  , & fa  diftance  à l’extrémité  de  la  tangen- 
te \ ce  qui  donne  une  autre  méthode  de  déterminer 
la  l'ous-tangente. 

11°.  Si  l’on  fuppofe  TP  = \ , on  aura  CT  = x 
-h?  : donc  la  proportion  précédente  fe  changera’en 
x : a ; : a : x -+-£  ; d’où  l’on  conclud  xx  x$r  ==  aa , 
ik  x%  = aa  — xx , c’eft-à-dire  , que  le  produit  CP 
X PT  eft  égal  au  reétangle  des  ablciflès. 

IU°.  Que  retranchant  CA  = a de  CT  = — , oji 

aura  AT  = — — — ^ d’où  l’on  peut  conclure  encore 
x 1 a 11  a x : AT , ou  CP  : CA  : : PA  : AT. 
Théorème  VII. 

1000.  VexpreJJion  de  la  Sous-Tangente  GD ,appar- 

• n M — y y 

tenante  au  petit  axe  elt 

y 

Démonst.  Les  triangles  femblables  TPM  3 MGD 
donnent  TP  : PM  , ou  GC  II  MG  , ou  PC  : DG  j 

ç’cft-à-dire,  algébriquement : y ::  x : DG  j 

donc  DG  =3 — . Or  (988.)  aa — xx  = —rr.  tk 

% aa — jcjç  \ y i - bb 

. r,  aabb  — aayy  . 

par  confcquent  xx  = — — — ; mettant  donc 

* DO 

cette  valeur  de  xx  à fa  place  dans  le  numérateur  de 

XXV 

la  fiaéVion  DG  = — , &c  au  dénominateur  à 

aa  — xx 
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<7<2YV 

la  place  de  aa — .v.v  fa  valeur  — — , on  aura  DGc= 

bb 

bb  — yy 

y 

Corollaire. 


iooi.  Ajoutant  CG  =y  à DG , on  aura  CD  = 

y : donc  y \ b\\b  : CD , ou  CG  : CB  : : CB  : CD. 

Donc  le  petit  demi-axe  eft  moyen  proportionnel  en- 
tre la  diftance  du  centre  à l’ordonnée  du  petit  axe  , & 
lit  diftance  à l’extrémité  de  la  tangente. 

DÉFINITIONS. 

I. 


ioci.  Si  d’un  point  quelconque  M de  l’ellipfe  & 
par  le  centre  C (jftg.  x8.)  on  mene  une  droite  Mot, 
elle  s’appelle  Diamètre  de  l’ellipfe , & fi  par  le  mê- 
me point  M on  fait  pafler  une  tangente  BMA,  & par 
le  centre  C on  mene  une  droite  N/z  parallèle  à 
cette  tangente  , cette  droite  s’appelle  le  diamètre 
conjugué. 


I I. 


i oo  ? . Une  droite  quelconque  TS , parallèle  à Mot  , 
s’appelle  l 'Ordonnée  au  diamètre  N/z , &.  les  portions 
NT,  nT  s’appellent  les  AbfcijJ'es  du  diamètre  N/z. 


1 1 L • 

1 004.  Urîe  droite  troifiéme  proportionnelle  à deux 
diamètres  conjugués  quelconques  , s’appelle  le  Para- 
métre du  premier  terme  de  la  proportion. 

Théorème  VIII. 


1005.  Dans  l’elhpfe , le  quarré  d'une  ordonnée  quel- 
conque à un  diamètre  ejl  au  rectangle  de  fes  abfcijfes  y 
comme  le  quarré  du  demi-diamétre  conjugué  ejl  au  qùarré  • 
du  premier  demi-diamétre  ( fig.  15.). 
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Construction.  1°.  Sur  le  grand  axe  ED  de 
l’ellipfe  décrivez  un  cercle , & menez-y  les  ordon- 
nées OH,  VG  , RS,  &c.  & vous  aurez  dans  l’el- 
lipfe les  ordonnées  correfpondantes  oH  , aG  , rS  , 
&c.  qui  feront  proportionnelles  (990.)  à celles  du 
cercle. 

11°.  Menez  dans  le  cercle  deux  diamètres  quel- 
conques OCF , PCR  perpendiculaires  l’un  fur  l’au- 
tre , & dans  l’ellipfe  menez  aufli  deux  diamètres 
oC/,  pCr  correfpondans  aux  diamètres  du  cercle  : 
& dans  ce  cas  VX  fera  une  ordonnée  du  cercle  par 
rapport  au  diamètre  PCR  , & ux  fera  une  ordonnée 
correfpondante  de  l’ellipfe  par  rapport  au  diamètre 
pCr . 

111°.  Soit  dans  l’ellipfe  l’ordonnée  ux=%  j le  demi- 
diamétre  C r=^e\  fon  conjugué  Co  = d , le  rayon 
du  .cercle  = r ; la  portion  O r=«  j & par  confé- 
quent  on  aura  l’abfcifle  xr—e  — «.a , & la  co-abfciiïe 
xp  = e -+-  a . 

IV°.  Cela  pofé  , je  dis  que  le  quarré  de  l’ordon- 
née ux  à un  diamètre  quelconque  p£r  de  l’ellipfe  eft 
au  reétangle  xr  X xp  de  fes  abfcifles , comme  le 
quarré  cô1  du  demi-diamétre  conjugué  eft  au  quarré 
CT1  du  premier  demi-diamétre  , ou  algébriquement 
U 1 ce  — uu  dd  : ce. 

Démonst.  1°.  Les  deux  triangles  xXM  , VMa 
font  femblables  & donnent  XM  : MV  ::  arM  • Mat 
donc  XM  -+-  MV  : MV  ::  *M  -+-  Ma  : Ma  j & par 
conféquent  XV  I MV  ::  xu  l Ma } ou 


MV  • Ma  ::  XV  : *a. 


11°.  Les  deux  triangles  VMa  , OCo  font  encore 
femblables  , puifque  tous  leurs  côtés  homologues 
font  parallèles  , Sc  donnent  par  conféquent  MV  : 
Ma  ” CO  : Co  j donc  on  aura  XV  : xu  il  CO  : Co  i 


d’où  l’on  tire 
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III*.  Les  deux  triangles  femblables  CX*  , CRr 
donnent  CX  : CR  C*  : Cr , ou  CX  lr  il  u l eÿ’ 

donc  CX  = — . 

t 

IV°.  Suppofant  dans  le  cercle  un  rayon  mené  du 
centre  C au  point  V , ce  qui  donnera  un  triangle 
reétangle  CXV  5 on  aura  XV'1  H-  CX*  = rr,  & fubf- 
tituant  à la  place  de  XV1  & CX1  leurs  valeurs  algé- 

rr77  rruu  rrecH 

briques , on  aura  H =rr:  donc  —rr  -H 

1 ddec  dd 

eerr  . 

rruu  = eerr  , ou  -77-  -+-  uu^  ce  : d ou  1 on  tire  pour 
ad 

l’équation  de  l’ellipfe  rapportée  à fes  diamètres 
y H = ee  — uu , ce  qui  donne  la  proportion  ^ : ec 

ail 

— uu  il  dd  • ec  , laquelle  étoit  à démontrer. 
Corollaire. 


1006.  Les  propriétés  des  diamètres  de  l’ellipfe 
font  donc  les  mêmes  que  celles  des  axes , & l’on  peut 
faire  ici  pour  l’ellipfe  un  raifonnement  femblable  à 
celui  que  nous  avons  fait  pour  la  parabole  : c’eft-à- 
dire , que  les  diamètres  de  l’ellipfe  ne  font  autre 
chofe  que  les  axes  eux-mêmes  , qui  ont  changé  de 
pofition  , & ont  fait  en  même-tems  changer  celle  de 
toutes  les  lignes  qui  formoient  leur  lyftême. 

Remarque. 

1 007.  On  fjit  ufage  de  l’ellipfe  dans  la  Dioptriquc 
& la  Catoptrique , pour  la  conftruétiou  des  verres  & 
des  miroirs  ardens  j dans  l 'Architecture , pour  la  conf- 
truélion  des  voûtes  \ dans  l 'Acoujlique  , pour  la  direc- 
tion du  fon  ; dans  1 ' Aftronomie  , pour  déterminer  & 
calculer  le  cours  des  planètes. 
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ARTICLE  III. 

De  l’Hyperbole. 
HYPOTHESE. 

1008.  Si  fur  une  droite  A a [fig.  14.)  on  prend 
deux  points  F , /,  egalement  éloignés  du  milieu  C , 
& que  dans  le  plan  lur  lequel  la  droite  eft  pofée,  on 
prenne  tant  de  points  que  l'on  voudra , comme  M , 
tels  que  la  différence  de  leurs  diftances  FM,/M  aux 
points  F ,/,  foit  confiante  & toujours  égale  à la  ligne 
A æ,  la  courbe  qui  paffera  par  tous  ces  points  M , s’ap- 
pelle Hyperbole , & eft  la  même  que  celle  que  nous 
avons  confidérée  dans  le  cône,  comme  nous  l’allons 
voir  j & comme  vous  pouvez  prendre  du  côté  oppofé 
des  points  femblables,  la  courbe  qui  paffera  de  même 
par  tous  ces  points  , s’appelle  Hyperbole  conjuguée . 

DÉFINITIONS. 

I. 

1 009.  La  droite  A a fe  nomme  le  premier  Axe  ; les 
points  A,a>  font  les  Sommets  ; les  points  F ,/,  les 
Foyers  j le  point  c s’appelle  le  Centre  ; la  droite  B b 
( fig . 17.  ) perpendiculaire  au  premier  axe  Aa , paf- 
fant  par  le  centre , & terminée  en  B , b par  des  fec- 
tions  d’arcs  de  cercle  décrits  des  points  Aôc  a avec  un 
rayon  égal  à l’excentricité  CF  , ou  C/,  s’appelle  le 
fécond  Axe. 

I L 

1010.  Une  troifiéme  proportionnelle  aux  deux 
axes , ou  à deux  diamètres  conjugués  quelconques  , 
s’appelle  le  Paramétre  du  premier  terme  de  la  pro- 
portion. 

I I I. 

101 1;  Si  dans  cette  courbe  , comme  dans  l’ellipfe  * 
on  fuppofe  le  premier  demi-axe  CA  = a , le  fécond 
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demi-axe  CB  = £,  le  paramécie  du  premier  a xç=p  , 
lordonnée  MP=y,  la  diftance  de  l’ordonnée  au 
centre  =x  , l’excentricité  CF  = c , on  aura  par  con- 
féquent  AP  = x — a , & ûP  = x-\-a  j l’on  aura  aullî 
FP  = x — c,  &/P  = x -+-c. 

Théorème  I. 

itJiz.  Le  fécond  demi- Axe  efi  moyen  proportionnel 
entre  les  diflances  d'un  des  Foyers  aux  deux  fommets 
de  la  Courbe  que  l’on  vient  de  décrire  j ceft-à-dire  que 
FA  : CB  ::  CB*.F<z,  ou  algébriquement  c — a '.  b ::  b ? 
c -f—  a.  , 

Démonst.  Le  triangle  reétangle  BAC  {fig.  17.  ) 
donne  Bc"1  = AB1  — Cai  , ou  algébriquement  bb  — 
cc  — aa  , d’où  l’on  tire  la  proportion  c — a : b H b: 
c —H  a. 

Théorème  II. 

1 o 1 j . Dans  cette  même  courbe  le  Quarré de  l’ordon- 
née au  premier  Axe  ejl  au  produit  de  fes  Abfcijfes  3 com- 
me le  Quarré  du  fécond  Axe  ejl  au  Quarré  du  premier 
Axe  ( fig.  14.  ). 

Démonst.  Nous  avons  la  différence  /M  — FM 
= 2a  j foit  donc  la  fomme/M  -fi-  FM  = 2%  , 8c  l’on 
aura  par  conféquent  (1 9 8 .) /M  = ç a , & FM  == 

l — a.  Or 

1°.  Le  triangle  reétangle  PMF  donne  MP1  ==  FM* 

— FPT  , ou  algébriquement  yy  = n — 2a£-haa  — 
xx  -|-  2cx  — cc. 

11°.  Le  triangle  reétangle  PM f donne  auljî  MP1- 

— M f1  — F f,  ou  algébriquement  yy=*=H~{-  20%-+- 
aa  — xx  — 2 ex  — cc. 

111°.  Comparant  ces  deux  valeurs  de  MP1  , onyy  , 
on  aura  — 2a\-\-aa — .va* -h  2 ex  — cc  — ■tf-\-2a\ 
_|_  aa  — xx  — 2 ex  — cc:  donc  on  aura  4 ex  =s  : 

donc  1 ==  c*. 

1V°.  Subftituant  cette  valeur  de  \ à la  place  de  ç 
dans  la  première  équation  , elle  deviendra  yy  = 
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ecxx 

1 ex -4 -aa  — xx-f-  icx  — cct  ou  aayy=sçcxx 

AA 

- — xaaex  -4-  a*  — aaxx  4-  laacx  — aacct  8c  rédui- 
fant  aayy  = ccxx  -4*  a*  — : aaxx  — aacc. 

V°-  Or  nous  avons  vu  (ion.)  que  bb  = cc—~ 
aa  ; donc  divifant  dans  cette  équation  le  premier 
membre  par  bb , & le  fécond  par  cc—  aa  , l’on*  aura 


— yy  =zxx  — aa.  D’où  l’on  conclud  yy  : xx  — aa 
bb 


Il  bb  l aa  $ c’eft-à-dire,  que  le  quarré  de  l’ordonnée 
eft  au  re&angle  de  fes  abfciftes  , comme  le  quarré  du 
fécond  axe  eft  quarré  du  premier  axe. 


Corollaire  I. 


1014.  Il  fuit  que  dans  cetre  courbe  les  quarrés  des 
ordonnées  font  entt’eux  comme  les  re&angles  des 
abfciftes  correfpondantes,  & par  conféquent  que  cette 
courbe  eft  une  Hyperbole , & la  même  que  celle  que 
nous  avons  confidérée  dans  le  cône. 


Corollaire  IL 

• 

1015.  L’on  avoir  pour  l’ellipfe  la  proportion  yy  : 
aa  — xx  ::  bb  î aa,  8c  l’on  a pour  l’hyperbole  yy  1 
xx  — aa  il  bb  : aa.  Ces  deux  courbes  ont  donc  les 
mêmes  propriétés , 8c  il  n’y  a de  différence  que  dans 
les  lignes  4- & — , qui  affeétent  la  quantité  x , lef- 
quels  donnent  pour  les  abfciftes  de  l’ellipfe  les  expref* 
fions  a -1-  x , a — x , 8c  pour  celles  de  l’hyperbole 

‘x  -f-  a , x — a. 

4 

Theorême  III. 

4 • . 

1 01 6.  Si  d'un  point  quelconque  M de  l'hyperbole  & 
de  l’intervalle  MF  , on  décrit  un  Arc  de  cercle  entre  les 
deux  rayons  vecteurs  MF  j M/j  une  droite  MT  qui  di- 
vifera  cet  Arc  en  deux  également  ,fera  tangente  à l' hy- 
perbole au  point  M (fig.  6.). 

Démonst.  La  droite  MT  n’aura  que  le  feul  point 
M commun  avec  l’hyperbole  ; tout  autre  point  tel 
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que  D fera  Hors  de  l’hyperbole.  En  effet  fi  du  point  D 
on  mene  aux  foyers  F ,/,  les  lignes  DF , D/,  on  verra 
que  leur  différence  fera  toujours  plus  petite  que  le 
grand  axe  ; car  du  point  D , comme  centre  & de  l'in- 
tervalle DF  , ayant  décrit  un  arc  entre  DF  & D/,  cet 
arc  coupera  D/ en  o,  Sc  M/en  * \ or  l’on  aura  toujours 
la  différence  des  lignes  DF  , D/,  laquelle  eft  fo  pfus 
petite  que  fn=sAa,  différence  entre  MF  Sc  M f:  car 
de  deux  fécantes  extérieures  fx  ,fo  menées  d’un  mê- 
me point  / à l’arc  convexe  Fo  décrit  du  centre  D , la 
plus  courte  (408.)  eft  la  ligne/o  , qui  prolongée  paffe 
par  le  centre  D : donc  fo  <C,fx , donc  à plus  forte  rai- 
fon  fo  <Cfnt  & Par  conféquent  fo  < A a j’donc  le 
point  D n’uft  point  à l’hyperbole. 

Théorème  IV. 

1017.  Dans  l’hyperbole  V éxprejjion  du  rayon  vecteur 
FM  mené  du  foyer  au  point  de  contingence  M , ejl  r =* 

ex—aa  c 

—— (fig.  14.).. 

Démonst.  Le  triangle  reétangle  FMP  donne  FM1 
= PM1  PF1  \ or  PM  =y  Sc  PF = x — c : donc  on 
aura  FM 1 =yy  -f- xx — icx-\-cc:  maintenant  fi  nous 
fubftituons  à la  place  de  yy  fa  valeur  prife  dans  l’é- 
quation de  l’hyperbole  , laquelle  valeur  eft  yy  = 

— bb , & fi  à la  place  de  bb  on  fubftitue  aufïï  fa 
aa 

valeur  qui  eft  (101 2.)  bb<=cc  — aa,  nous  trouverons 
après  les  fubftitutions  Sc  les  réductions  FM , ou  re= 


A 


Théorème  V. 

1018.  L'expreffion  de  la  Sous-perpendiculaire  PE 
eft  PE  = — ou  — ( fig.  1 4.  ) 

aa  i a 0 

D É u o n s t.  Ayant  mené  EM  perpendiculaire 
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fur  MT  , 8c  parallèle  à F/2,  les  !deux  triangles  fem- 
blables/EM,  fVn  donneront  fn  : /F  ::  M/z  : FE  j 
or  l’on  a dans  l’hyperbole  la  différence  des  rayons 
vç&eurs  , fçavoir  , fn=  xaj  la  diftance  / F = xb  j 


la  portion  Mn  = 


donc  fübftituant 


on  aura  la  proportion  x a : 


xc 


: FE  j donc 


FE  = — — — ; donc  retranchant  PF  = x — c de  la 

aa 

quantité  précédente  , on  trouvera  d’une  maniéré 
femblable  que  pour  l’ellipfe , PE  = ou  parce  que 

— = p , l’on  aura  auflî  PE  = — . 

za  1 i a 

Théorème  VI. 

1019.  Dans  V hyperbole  l’exprcjjion  de  U Sous-tan- 
gente PT  appartenante  au  grand  axe , efi  PT=— — — . 

Démonst.  Elle  eft  entièrement  femblable  à celle 
de  l’ellipfe  , en  obfervant  feulement  de  prendre  la 
valeur  de  yy  dans  l’hyperbole  , au  lieu  de  la  prendre 
dans  l’ellipfe. 

Corollaire. 


XX - 


de 


1010.  OtanfPT  de  CP , c’eft-à-dire , 

X 

x , il  reftera  CT  = — ; & l’on  aura  dans  l’hyperbole , 

comme  dans  l’ellipfe , CP  : CA  ::  CA  : CT. 
Théorème  VII. 

1021.  Dans  l’hyperbole  T exprejjion  de  la  Sous-tan - 

y y — bit 

gente  GD  appartenante  au  petit  axe , efi  GD  = - 

(fig.  13.). 

Démonst.  Ayant  mené  au  petit  axe  l’ordonnée 
MG  parallèle  à PC,  & prolongé  le  petit  axe  juf- 
qu’en  G , la  Sous-tangente  appartenante  au  petit 

axe 


Digitized  by  Googl^ 


<\ 


DE  GÉOMÉTRIE.  465 

âxe  de  l’hyperbole  fera  GD=CD-4-CG , par  la  rai- 
fon  contraire  i ce  que  dans  l’ellipfe  GD  = CD  — 
CG:  or  les  triangles  femblables  T PM  , MGD  don- 
nent TP  : PM  ou  CG  ;;  MG  ou  PC  ; DG,  ou  algé- 
briquement— — — ly  ::  xl  GD  , d’où  l’on  tirera 
en  fuivant  le  meme  procédé  que  pour  l’ellipfe  DG  aaa 

yy  — bb 


Corollaire. 

1011.  Dans  l’ellipfe  on  à eu  CG  GD  = CD 
— — % d’où  l’on  a conclu  y \ b \\b  \ CD  ; ou  CG  : 
CB  ::  CB  : CD;  dans  l’hyperbole  au  contraire  on  au- 
ra DG— CG  = CD  =—,  mais  d’où  l’on  conclura 

y 

comme  pour  l’ellipfe  y : b \ \ b : CD  ; ou  GC  t BC  * ! 1 
BC  : CD. 

DÉFINITION  S, 

■ 1. 

1013.  Si  par  le  fommet  A ( figi  17.  ) on  mene  AB, 
ab , aux  extrémités  du  fécond  axe,  & qu’on  mene  par 
le  centre  C deux  droites  parallèles  aux  lignes  AB , Ab , 
ces  deux  droites  s’appellent  les  Afymptotes  de  l’hy— 
perbole. 

* 1 h 

1014.  Les  lignes  KM  , HM,  GM  s’appellent  Or- 
données à l’afymptote,  lefquelles  font,  ou  parallèles 
au  premier  axe  , ou  parallèles  au  fécond  axe  , ou  pa- 
rallèles à Tafymptote  oppofée. 

Théorème  V 1 I I. 

102$.  Dans  l’Hyperbole  le  reclangle  de  l’ordonnée 
KM  à l’ Afytnptote  & parallèle  au  fécond  Axe  i par  ML 
prolongement  de  l’ordonnée  jufquà  l’Afymptote  oppo- 
fée j ejl  toujours  égal  au  qiiarré  du  fécond  Axe  , c’ejl-à- 
direj  on  aura  toujours  KM  X ML  = bb  (fig.  1 7.). 

Gg 
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Démonst.  Suppofant  comme  ci-delïus  (ion.) 
CA = a , CB , ou  AE  = b , PM  = y , CP  = # j 
à caufe  des  triangles  femblables  CAE  & CPK  , 

on  aura  a \ b \\  x \ PK  \ donc  on  aura  PK  = — , te 

a 

bx 

par  conféquent  on  aura  KM  = PK  — PM  = — 

— y,  8c  la  quantité  ML  = PL  (ou  PK  ) -h  PM  = 

- H-J  : donc  KM  X ML  = ^ — yy  ; & fi  à la 

place  de  yy  nous  fubftituons  fa  valeur  prife  dans  l'é- 
quation de  l’hyperbole,  nous  aurons  KM  X ML=s 

bbxx  bbxx ^ —-fâ . jonc  ie  reétangle  KM  x ML 

aa  aa 

eft  Toujours  égal  au  quarré  du  fécond  axe.  On  peut 

Erouver  la  meme  chofe  de  tout  autre  reftangle  fem- 
lable. 

^ Corollaire. 

\oi6.  L’afymptote  ne  peut  jamais  toucher  l’hyper- 
bole , quelque  prolongée  qu’on  la  fuppofe. 

Démonst.  L’afymptote  ne  peut  toucher  l’hyper- 
bole 8c  la  rencontrer , tant  que  les  points  K & M fe- 
ront différens , ou  tant  que  la  quantité  KM  fera  réelle , 
ou,  ce  qui  eft  le  même , tant  que  PK  fera  plus  grand 
que  PM.  Or  on  aura  toujours  PK  > PM.  Car  on  a 

toujours  PK  = — , & par  conféquent  PK’-  = >^-.  Or 

a 1 aa 

bbxx  ’ , , , ^ _ 

PM1 , ou  yy  = — f>b\  donc  PK1  > 1JM  - , & par 

conféquent  PK  ]>  PM. 

Théorème  IX. 

1027.  Le  Rectangle  de  l’ordonnée  MH  à un  Afymp- 
tote  j & parallèle  à Vautre  Afymptote  , par  fon  abfcijfe 
HC  , ejl  toujours  égal  au  Reélangle  AD  X DC  j & fera 
par  conféquent  une  quantité  confiante. 

D â mo n s t.  1°.  Remarquez  que  les  triangles 

'ri 
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BDC , BAé  font  femblables  , ce  qui  donne  la  pro- 
portion BC  f C b BD  ! DA.  Or  BC  = Cb:  donc 

BD  = DA.  Pareillement  BA  \ Ab  \\  BD  : CD.  Or 
BA  = Ab  : donc  BD  =*  DC  : donc  on  aura  BD  = 
DA  = DC. 

II0.  Soi  t menée  la  ligne  M/parallele  8c  égale  à l’abf- 
ciffe  HC  j les  triangles  KMH , EAD  font  ferpblables , 
& donnent  la  proportion  EÂ  î AD  KM  MH.  Pa- 
reillement les  triangles  /ML,  EAD  font  femblables  y 
& donnent  EA  ‘ AD  ::  ML  : M/j  donc  multipliant 
par  ordre  les  termes  des,  deux  proportions , ou  aura 
EA  x EA  : AD  x AD  ::  KM  x ML  : MH  x M/. 
Or  KM  X ML  = EA  X EA=ÉA*  =BC1  =bb,  com- 
me nous  l’avons  prouvé  (101^.):  donc  aulli  MH  X 
M/ = AD  x AD  5 & puifque  M/— HC,  on  aura 
MH  x HC  = ÂD^  = AD  x DC. 

Corollaire  I. 

ioaS.  Le  reélangle  ÀD  x DC, ou  plutôt  le  quar- 
ré  AD1  , ou  DC1  eft  ce  que  les  Géomètres  appellent 
la  PuiJJance  de  l’hyperbole.  Or  ce  reélangle  eft 
une  quantité  confiante  y & eft  toujours  égal  à la 
quatrième  partie  de  la  fomrne  des  quarrés  des 
deux  demi-axes  CA  , CB.  Car  puifque  AD  n’efl 
que  la  moitié  de  l’hypothénufe  AB  , on  aura  AD1 

A tj  j.  - - . 

= — . Or  M1  = AC’-  -+-  CB1  : donc  aD1  = 

_ 4 • 

CBM-AC1 

4 

Corollaire  II.  ' 

« 

1019.  Si  l’on  fuppofe  l’ordonnée  MH  =/  , là 
ligne  M/,  ou  fon  égale  l’abfcifTe  HC  ==  x , la  ligne 
AD , ou  DC  —r , ou  la  puifTance  a£)t  = rr,  on  aura 
l’équaticm  xy  — rr , que  l’on  appelle  l'équation  de 
l’hyperhole  rapportée  à fon  afyipptote  , ,de  même 

Dg  i 
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que  — yy  = xx — æ«  eft  l’équation  de  l’hyperbole 

rapportée  à fon  axe.  Or 

1°.  Puifque  xy  = rr , donc  on  aura  y — — , & la 
grandeur  confiante  & connue  rr  pouvant  être  fup- 
pofée  = i , on  aura  y .=  — } c’eft-à-dire  , que  l’or- 
donnée à l’afymprote  eft  toujours  en  raifon  récipro- 
que de  l’abfcifTe , ou  que  les  ordonnées  à l’afymptote 
vont  toujours  en  décroiflant , à mefure  que  les  abfcif- 
fes  augmentent. 

11°.  D’où  il  fuit  qtfe  les  abfcifTes  augmentant  fui- 
vant  la  progreflion  des  nombres  naturels  i • i • j • 
4-5  -6,  &c.  les  ordonnées  feront  repréfentées  par 
la  fuite  des  fra&ions  7,7,7,;,  7,7,  &c.  d’où  l’on 
conclud  que  l’afymptote  s’approche  toujours  de  plus 
en  plus  de  l’hyperbole.  D’ailleurs  nous  avons  prouvé 
(ioi6.)  que  l’afymptote  ne  peut  jamais  toucher  ou 
rencontrer  l’hyperbole , quelque  prolongées  qu’on  les 
fupposât  l’une  & l’autre  ( du  moins  fi  ce  n’eft  à l’infi- 
ni ) ; & c’eft-ià  une  propriété  remarquable  qui  carac- 
térife  l’hyperbole , 6c  qui  la  différencie  fur-tout  des 
autres  fedions  coniques. 

Théorème  X. 

1 o j 0.  Le  Rectangle  de  l’ordonnée  MG  à l’afymptote 
& parallèle  au  premier  axe  > par  NO  0 qui  ejl  la  mime 
ordonnée  prolongée jufqu’à  la  rencontre  de  l’autre  afymp- 
tote  , eft  toujours  égal  eu  Quarré  du  premier  demi- axe  ^ 
c eft-à-dire 3 que  MG  X MÔ=<zj. 

Démonst.  Les  triangles  GMK , CAÊ  font  fem- 
blables , & donnent  la  proportion  GM  : KM  I!  CA  : 
AE.  Pareillement  les  triangles  OLM , CAE  fonc 
femblables  , & donnent  la  proportion  MO  : ML  ; * 
CA  : AE  j donc  multipliant  par  ordre  les  termes  des 
deux  propprtions  j.on  aura  GM  X MO  : KM  x ML  : ; 
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AC1  î AE1.  Or  KM  X ML=AE1  = bb , comme  nous 
l’avons  prouvé  (iozj.):  donc  GM  X MO  = CAl 
— aa. 

■ Remarque  /. 

1031.  L’hypÉtbole  a fon  ufage  Sc  fes  applications 
dans  la  Dioptrique  Sc  dans  la  Catoptrique , pour  la 
conftruétion  Sc  l’ufage  des  verres  Sc  des  miroirs.  Si 
l’on  fuppofe  , par  ex  : une  futface  hyperbolique  for- 
mée par  la  révolution  d’fne  hyperbole  AMD  {fig. 

14.  ) , & qu’un  rayon  de  lumière  tombe  fur  la  conve- 
xité de  cette  hyperbole  dans  une  direction  VM  , la- 
quelle prolongée  , aboutiroit  au  foyer  F , ce  rayon  fe 
réfléchira  au  foyer/de  l’hyperbole  conjuguée.  Car, 
puifque  l’angle  de  réflexion  doit  être  égal  à l’angle 
d’incidence  , félon  les  loix  de  la  Phyfique  , le  rayon 
VM  fera  réfléchi  dans  la  direction  M/,  laquelle  , fui- 
vant  la  nature  de  l’hyperbole,  forme  avec  la  tangente 

DMT  l’angle  FMT  égal  à l’angle  d'incidence  VMD . . 

* 

Remarque  11 * 

On  fe  fert  au(E  fort  ingénieufement  de  l’hy- 
our  repréfenter  les  logarithmes  des  nombres. 

1°.  Suppofons  que  rafymptote  CL  {fig.  17.  ) foit 
divifce  en  parties  continuemenc  proportionnelles  , ' 
de  façon  que  ces  parties  prifes  toutes  depuis  le  cen- 
tre C de  l’hyperbole  , foient  en  progreflion  géomé- 
trique, telle, par  ex:  que  -jf  1 11:4:8;  iôrjz , Sic. 
ou  telle  autre  quelconque  , & que  par  les  points  de 
divifion  on  mene  jufqu’à  la  rencontre  de  l’hyper- 
bole des  lignes  parallèles  à la  fécondé  afymptote  • 

CK  , ces  parallèles  partageront  l’efpace  afymptoti- 
que  en  des  portions  que  l’on  appelle  Quadrilatères 
afymptotiques.  Or  les  Géomètres  prouvent  que  tous 
ces  quadrilatères  font  égaux  entr’eux  , Sc  par  con- 
féquent  le  premier  quadrilatère  étant  fuppolé  = 1 , 

. - Gg  J 

» M 

- V 

‘P 
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les  deux  premiers  feront  repréfentés  par  z , les  trois 
premiers  par  3 , les  quatre  premiers  par-  4 & ainfi 
du  refte.  C’eft  pourquoi  les  parties  auxquelles  on 
a divifé  l’afymptote  , représentant  les  termes  d’une 
progrellîon  géométrique  , les  quadrilatères  repré- 
fenteront  ceux  d’une  progreilion  arithmétique  , lef- 
quels  feront  par  confcquent  les  logarithmes  des  pre- 
miers. 

11°.  Le  tout  étant  fuppofé  comme  ci-deflus  , fi  du 
centre  C on  mene  des  dfj  métrés  aux  points  où  les 

raralieles  qui  forment  les  quadrilatères  , rencontrent 
hyperbole,  ces  diamètres  partageront  l’efpace afymp- 
totique  en  des  furfaces  que  l’on  appelle  Secteurs  hy- 
perboliques ; 6c  il  y aura  autant  de  ces  feéteurs , qu’il 
y a de  quadrilatères  formes  par  les  parallèles.  Or  les 
Géomètres  prouvent  que  chaque  feéteur  hyperboli- 
que eft  égal  à chaque  quadrilatère  correfpondant:  d’où 
il  fuit  qu’au  lieu  des  quadrilatères  on  peut  prendre 
des  feéteurs  hyperboliques  pour  repréfenter  les  loga- 
rithmes ; car  le  premier  feéteur  étânt  fuppofé  = 1 , 
les  deux  premiers  feront  repséfentés  par  2 , les  trois 
premiers  par  3 , & ainfi  du  refte. 


CHAPITRE  IL 

Des  Sections  Coniques  Comparées. 

• 

NOus  allons  confidérer  5c  comparer  lft  feétions 
coniques,  i°.  dans  leur  deferiptioh  ; z°.  dans 
leurs  équations  ; 30.  dans  leurs  afteaions  j 40.  dans 
leurs  mefures.  ' 


♦ 
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DE  GÉOMÉTRIE. 
ARTICLE  I. 

Des  Sections  coniqu«f  comparées  dans  leur  Defcrïption. 

définirions. 

i. 

i o j J . La  defcription  d’une  courbe  eft  ou  géométri- 
que ou  méchanique.  On  appelle  defcription  géométri- 
que, celle  dans  laquelle  on  a/Iîgne  plufieurs  points  par 
Iefquels  paiïè  la  courbe.  On  appelle  defcription  mé- 
chanique , ou  organique , celle  dans  laquelle  on  décrit 
la  courbe  d’un  mouvement  continu  à l’aide  des  inf- 
trumens. 

I I. 

1054.  Lorfqu’on  confidere  les  ferions  coniques 
fur  un  plan  , on  appelle  Section  conique  toute  ligne 
qui  eft  telle  que  les  deux  diftances  de  chacun  de  fes 
points,  l’une  MF  à un  même  point  F,  l’autre  MG  à 
une  même  droite  GA  ( fig . 20  , li  & u.  ) f foient 
toujours  en  même  raifon  , ou  dans  un  rapport  conf- 
iant , par  ex  : dans  le  rapport  de  a : p. 

I I I. 

1 o ? 5 • ^-a  figue  droite  AG  s’appelle  Directrice , ou 
Génératrice  de  la  feétion  ; le  point  F s’appelle  le  Foyer. 

’ ’ I V. 

103  6.  La  feétion  eft  une  Ellipfe , fi  MF  MG 
{fig-  2 x.  ) j une*Hyperbole , fi  MF  > MG  {fig.  2 1 . ) 3 
une  Parabole , fi  MF=MG  {fig.  20.  ) ; un  Cercle , fi  MG 
eft  infini  par  rapport  à MF  3 car  dans  ce  dernier  cas 
la  ligne  MF  n’ayant  plus  de  rapport  avec  MG  , refte 
feule  pour  déterminer  la  diftance  de  chaque  point 
M au  foyer  F , laquelle  diftance  par  cette  raifon  fe 
trouve  toujours  égale  dans  tous  les  points  de  la 
courbe.  Ainfi  la  feétion  eft  une  ellipfe , une  hyper- 
bole , une  parabole  , ou  un  cercle  , fuivant  que  dans 

Gg  4 
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Je  rapport  a '.p,  on  aura  a <^p , ou  a^>  p , ou  a =jp  \ 

ou  <x>  a ==p. 

P R O B^L  É M ^5  I, 

1037.  La  Directrice  GG  étant  donnée  de  pojiiion  x 
étant  donnés  le  foyer  F , & le  fommet  S , trouver  tant  de 
points  que  l’on  voudra  d’une  Section  conique  3 & par 
conféquent  décrire  géométriquement  une  Section  conique 
( fi  g.  zo,  ii  & 22.  ). 

Solut.  Du  fommet  S élevez  perpendiculairement 
à.  l’axe  une  ligne  SB  = SF  3 par  les  points  A & B me- 
nez la  ligne  indéfinie  ABD  , Çc  ayant  mené  tant  de 
droites  PD,  PD,  Scc.  que  l’on  voudra  , perpendicu-r 
laires  à l’axe , il  faut  marquer  fur  chacune  de  ces 
droites  un  point  M , tel  que  chaque  MF  foit  égale  à 
chaque  PD- 

Démonst.  Car  fi  de  l’un  de  çes  points,  on  éleve  à 
la  direétrice  la  perpendiculaire  MG  , à caufe  des 
triangles  fçmblables  ASB  , APD  , on  aura  PD  : PA 
;;  SB  ; SA , ou  ce  qui  eft'le  même,  MF  ; MG;:SF; 
SA  \\a\p\  donc  , &c. 

Corollaire  /. 

1038.  La  ligne  SB,  ou  la  diftance  SF  du  fommeç 
de  la  feétion  au  foyer  , eft  par  rapport  à SA  , diftance 
du  fommet  à la  direttricc , égalé  dans  la  parabole , plus 
petite  dans  l’ellipfe,  plus  grande  dans  l’hyperbole. 

Corollaire  I /, 

1039.  L’angle  SAB  dans  la  parabfcle  eft  de  45  de-» 

f;rés  , parce  que  SB  = SA  3 il  eft  plus  petit  dans  l’el-r 
ipfe,  parce  que  SB  < SA  3 il  eft  plus  grand  dans  l’hy* 
perbole , parce  que  SB  > SA. 

Problème  II. 

1 040.  Déterminer  la  longueur  du  grand  Axe  d’une 
feclion  conique  > ou  3 ce  qui  ejl  le  meme  , déterminer  les 
Sommets  S , s 3 oppofés  d’une  feclion  conique. 
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Soiut.  Le  premier  fommet  S étant  donné  par  l’hy- 
pothèfe , il  ne  s’agit  que  de  trouver  le  fommet  oppofé 
s.  Pour  le  trouver , 

1°.  Du  foyer  F menez  une  ligne  Fat  , qui  fade  avec 
l’axe  de  la  feétion  un  angle  de  45  degrcs  , & conti- 
nuez-la  jufqu  a ce  qu’elle  rencontre  la  ligne  indéfinie 
AD. 

11°.  Du  point  de  rencontre  menez  la  perpendicu- 
laire x s fur  l’axe  prolongé , autant  qu’il  le  faudra  : le 
point  s fera  le  fommet  oppofé  que  l’on  cherche,  & la 
diftance  Sr  fera  la  longueur  du  grand  axe. 

Démonst.  Par  la  conftrudtion  l’angle  en  s eft  droit, 
& l’angle  Æv:=  45  degrés  : donc  l’angle  Fx*  eft  aufli 
de  45  degrés:  donc  le  triangle  ¥$s  eft  ifocele:  donc 
•ïF  = sx.  Or  à caufe  des  triangles  femblables  ASB  , 
A sx , on  a sx  , ou  jF  : jA  SB  : SA  *;  a : p \ donc 
le  point  s eft  un  point  de  la  fe&ion. 

Corollaire  I. 

1041.  Dans  l’ellipfe  (fig.  11.)  la  ligne  Fa:  rencon- 
tre AD  au-deflous  du  premier  fommet  S , parce  que 
l’angle  sTxfi>sAx.  Dans  la  parabole  {fig.  ao.)  la  ligne 
Fa-  eft  parallèle  à la  ligne  AD,  parce  que  l’angle jFa; 
e=jAD.  Dans  l’hyperbole  [fig.  ai.  ) la  ligne  Fa:  ren- 
contre AD  au-deftus  du  fommet  S,  parce  que  l’angle 
jFa:  < jAD, 

Corollaire.  1 1. 

1041.  Dans  l’ellipfe  les  deux  fommets  S , s font 
à une  diftance  finie  l’un  de  l’autre  , & font  oppofés 
par  leur  concavité.  Dans  la  parabole  le  fécond  fom- 
met eft  infiniment  éloigné  au  premier  ; où  l’axe  eft 
infini.  Dans  l’hyperbole  les  deux  fommets  font  pofés 
à contre-fens  , & fe  tournent  leur  convexité  ; c’eft  ce 
que  les  Géomètres  ont  coutume  d’exprimer , en  difant 
que  le  fécond  fommet  ejl  éloigné  plus  quà  V infini  du 
' premier.  ■ 
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Théorème. 

• 

104  j.  Dans  une  Section  conique  l'intervalle  F f des 
deux  foyers  ejl  au  grand  Axe  S s dans  la  raifon  de  a\p\ 
c'ejl-à-dire , \f’.$>s\\a’.p;ouic\ia\\a’.p. 

Démonst.  Nous  avons  prouvé  (1037.)  que  sY  l 
sA  ::  SB  : SA  ::  a.\p-,  donc  jF  — SB  : jA  — SA  : : 
a'.p.  Or  par  la  cofiftruéFion  (1037.)  SB  = SF=jr/,  8c 
par  conféquent  jF  — SB  = F/;  pareillement  s A — 
SA  = jS:  donc  on  aura /F  ’.sS  l".  a : p. 

Corollaire  I. 

1044.  Dans  le  cercle  la  quantité  a eft  infiniment 
petite  par  rapport  à la  quantité  p : donc  l’intervalle 
/F  des  foyers  eft  infiniment  petit  par  rapport  à l’axe , 
c’eft-à-dire  , qu’il  eft  nul.  Dans  la  parabole  a=p , 8c 

far  conféquent  on  y aura  /F  = jS  : c’eft-à-dire  , que 
intervalle  des  foyers  eft  égal  à l’axe  , & par  confé- 
quent infini.  Dans  Yellipfe  a <^p , d’où  il  fuit  que 
l’intervalle  des  foyers /F  fera  plus  petit  que  l'axe. 
Dans  l’ hyperbole  a^>  p , d’oiV  il  fuit  que  l’intervalle 
des  foyers  fera  plus  grand  que  l’axe. 

Corollaire  IL 

1045.  U fuit  que  le  cercle  peut  être  regardé  comme 
une  feétion  , dont  les  foyers  fe  réunifient  en  un  feul 
& même  point  C,  qui  eft  le  centre;  que  1 ’ ellipfe  peut 
être  regardée  comme  un  cercle  dont  les  foyers  fe  font 
éloignés  du  centre  d’une  quantité  finie  , laquelle  s’ap- 

{>elle  excentricité  ; que  la  parabole  eft  une  ellipfe  dont 
es  foyers  fe  font  éloignés  infiniment  l’un  de  l’autre; 
que  1 hyperbole  eft  une  ellipfe  dont  les  foyers  fe  font 
éloignés  plus  qu’à  l’infini»  l’un  de  l’autre  , & fe  font 
pofés  à contre-fens. 

Comme  le  centre  eft  toujours  placé  entre  les  deux 
foyers,  iL  arrive  que  dans  la  parabole  il  n’y  a point  de 
centre  ; que  dans  le  cercle  8c  Yellipfe  il  eft  en  dedans 

% 
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de  la  courbe 3 8c  que  dans  Y hyperbole  il  eft  en  dehors 
de  la  courbe , placé  entre  les  fommets  des  hyperboles 
conjuguées. 

Problème  III. 

ï 046.  Etant  donné  le  Rapport  entre  les  ordonnées  & 
les  abfcijjes  ; ou  étant  donné  l’équation  d’une  Seclioa 
conique  > la  décrire  fur  un  plan. 

Solut.  Ayant  mené  une  ligne  droite  , & Payant 
divifé  en  parties  égales  pour  avoir  des  abfcilTes , qui , 
prifes  depuis  l’origine  , croilTent  dans  le  rapport  des  • 
nombres  1 • i • 3 • 4 • 5 , 8cc.  élevez  à chaque» 
point  de  divifion  des  ordonnées  perpendiculaires 
qui  foienr  avec  les  abfcilTes  correfpondantès  dans  le 
rapport  exprimé  dans  l’équation  donnée.  C’eft  pour- 
quoi 

1°.  Si  Ie*s  ordonnées  font  entr’elles  dans  le  rapport 
confiant  des  abfcilTes  correfpondantes  , la  ligrfe  qui 
palTera  par  les  extrémités  de  ces  ordonnées  , donnera 
un  triangle  : car  dans  un  triangle  , par  ex:  ACD  (fg. 

103.).  Ayant  mené  des  ordonnées  parallèles  à la  bafe , 
ces  ordonnées  font  toujours  entr’elles  comme  les  abf- 
cilTes correfpondantes , à caufe  de  la  fîmilitude  des 
triangles  ACD , A mo  , A mo  , 8cc. 

11°.  Si  les  ordonnées  font  telles  que  le  quarré  de 
chaque  ordonnée  foit  égal  au  reélangle  des  abfcilTes 
correfpondantes  , la  courbe  qui  palTera  par  les  extré- 
mités de  ces  ordonnées  fera  un  Cercle  ( fig . 25.).  Car 
nous  avons  prouvé  (5  3 9.)  qu’une  ligne  quelconque 
menée  d’un  point  de  la  circonférence  perpendiculai- 
rement fur  le  diamètre  ( laquelle  ligne  eft  toujours  , 
ordonnée  du  cercle  ) étoit  moyenne  proportionnelle 
entre  les  deux  fegmens  ( ou  abfciffts  ) du  diamètre  , 

& que  par  conféquent  fon  quarré  étoit  égal  au  rec- 
tangle des  abfcilTes  correfpondantes. 

111°.  Si  dans  ce  cercle  vous  divifez  les  ordonnées 
proportionellement , c’eft- à-dire,  fi  vous  en  prenez  , 
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foit  la  moitié  , foit  le  tiers  , foit  le  quart , &c.  & fi 
vous  faites  palier  une  ligne  courbe  par  tous  les  points 
de  divifion  (fig.  15.  ) , cette  courbe  fera  une  Ellipfc. 

Car  les  ordonnées  FG,  HC , &c.  de  cette  courbe 
étant  proportionnelles  aux  ordonnées  correfpondan- 
tes  EG  j DC,  &c.  du  cercle  par  la  conftrudlion  , leurs 
quarrés  feroot  aulîî  proportionnels  aux  quarrés  des 
ordonnés  du  cercle.  Or  les  quarrés  des  ordonnées  du 
cercle  font  égaux  aux  produits  des  abfcilTes  corref- 
pondantes  : donc  les  quarrés  des  ordonnées  de  la 
. # courbe  décrite,  feront  proportionnels  aux  produits  • 

# des  abfcilTes  , & par  conféquent  la  courbe  décrite  eft 
une  Ellipfc. 

IV0.  Si  fur  la  ligne  des  abfcilTes  vous  élevez  des 
ordonnées , telles  que  leurs  quarrés  foient  entr’eux 
comme  les  abfcilTes  correfpondantes , la  courbe  qui 
terminera  les  ordonnées  , fera  une  Parabole. 

V%  Si  fur  la  ligne  des  abfcilTes  vous  élevez  des  or- 
données , telles  que  leurs  quarrés  foient  comme  les 
produits  des  abfcilTes,  mais  en  prenant  la  co-abfcilTe 
* du  même  côté  que  l’abfcilTe  , vous  aurez  une  Hyper- 

bole. 

Remarque. 

1 047.  La  courbe  qui  palTe  par  les  extrémités  des 
ordonnées  , s’appelle  lieu  Géométrique , & l’équation 
qui  exprime  le  rapport  des  co-ordonnées  s’appelle 
lieu  Algébrique.  Ainfi  le  problème  précédent  confifte 
à trouver  & à déterminer  le  lieu  géométrique  des  or- 
données , dont  le  lieu  algébrique  elt  connu. 

Problème  IV. 

1048.  Décrire  méchaniquement  , ou  par  un  mouve- 
ment continu  une  Section  conique  fur  un  plan  ( fig.  23  ^ 

24  & 28.  ). 

Solut.  1°.  Pour  le  Cercle , il  n’y  a point  de  diffi- 
culté. Il  fe  décrit , comme  Ton  fçait , en  fixant  une 
des  pointes  du  compas  , & en  faifant  tourner  l’au- 
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tre  , gardant  toujours  la  meme  ouverture  : ou  bien 
l’on  prend  lin  point  quelconque  C que  l’on  appelle 
centre  > &où  fe  réunifient  les  deux  foyers  ;on  y plante 
un  piquet  dans  lequel  on  engage  une  corde,  dont  les 
deux  bouts  font  réunis,  & l’on  fait  tourner  autour  de  ce 
centre  une  pointe  ou  ftilet  qui  tienne  toujours  la  cor- 
de tendue  ; cette  pointe  dans  fou  mouvement  trace 
la  circonférence  d’un  cercle. 

11°.  Comme  Y Ellipfe  a deux  foyers  qui  font  dis- 
tingués du  centre  , il  faut  concevoir  que  les  foyers 
qui  étoient  réunis  au  centre  C dans  la  defcription 
du  cercle , s’en  font  éloignés  , & font  devenus  les 

f oints  F,/  (fg.  14.  ) ; par  conféquent  pour  décrire 
ellipfe  , au  lieu  d’un  piquet , il  en  faut  planter  deux 
aux  points  F,/,  autour  defquels  fera^ngagée  la  corde 
ci-defius , & la  pointe  M , qui  tiendra  cette  coyle 
tendue , décrira  par  fon  mouvement  une  ellipfe.  Car 
il  eft  évident  que  la  fomme  des  diftances  de  chaque 
point  de  la  courbe  aux  deux  foyers  F ,/eft  confiante , 
& qu’elle  eft  égale  à toute  la  quantité  de  cette  corde 
prife  des  deux  foy^s  , laquelle  quantité  mefure  le 
grand  axe. 

111°.  Si  l’ellipfe  étoit  infinie  , ou  devenoit  une 
Parabole  , elle  auroit  par  conféquent  fes  foyers  infi- 
niment éloignés  l’un  de  l’autre  , & en  ce  cas  la  por- 
tioh  M / de  la  corde  ne  couperoit  point  l’^xe  , n ce 
n’eft  à une  diftance  infinie  , & deviendroit  par  con- 
féquenr  parallèle  à l’axe.  Donc  pour  décrire  une  pa- 
rabole d’un  mouvement  continu  3 il  n’y  a qu’à  faire 
en  forte  que  la  portion  M / de  la  corde  devienne  5c 
refte  toujours  parallelle  à l’axe , & pour  cela  on  fe 
fert  de  deux  réglés  , l’une  droite  5c  immobile  BAB 
{fig.  2 j.  ) , 5c  l’autre  EDC  mobile  5c  en  forme  d’é- 
querre. Alors  tenant  toujours  le  fil  tendu  &'affujetti 
à la  réglé  mobile  par  le  moyen  d’un  ftilet  que  l’on 
fera  couler  le  long  de  la  réglé  mobile , 5c  faifant 
mouvoir  cette  réglé  en  l’éloignant  toujours  de  l’a.v  * 
/ 
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parallèlement,  ce  ftilet  décrira  une  ellipfe infinie,  ou 
une  parabole. 

IV0.  Si  l’ellipfe  étoit  allongée  plus  qu’à  l’infini, 
auquel  cas  elle  feroit  une  Hyperbole , il  arriveroit  que 
l’un  de  fes  foyers  étant  au  point  F (fig.  i8.)  l’autre 
fe  trouveroit  placé  à conrre-fens  au  point d’où  il 
fuit  que  la  réglé  DE  ( fig . 13.  ) , qui  étoit  parallèle  à 
l’axe  , & dont  l’extrémité  E étoit  cenfée  tendre  au 
fécond  foyer  de  la  parabole  infiniment  éloigné  , mais 
dans  le  même  fêns , doit  fe  replier  pour  fixer  cette 
extrémité  E au  foyer / de  l’hyperbole.  C’eft  pourquoi, 
pour  décrire  l'hyperbole  par  un  mouvement  continu , 
il  n’y  aura  qu’à  fixer  une  des  extrémités  de  la  réglé  au 
foyer / [fig.  18.  ) &c  aftujettir  à cette  réglé  le  fil , ou 
le  cordon  qui  payt  du  foyer  F.  Car  faifant  mouvoir 
cette  réglé  , en  l’éloignant  toujours  de  l’axe , le  ftilet 
qui  tiendra  la  corde  tendue  & coulera  le  long  de  la 
réglé  mobile,  d’écrira  l’hyperbole  EAE;  & parle  moyen 
d’une  fécondé  réglé  fixée  par  fon  extrémité  à l’autre 
foyer  F , & à laquelle  on  fixeroit  un  fil , ou  un  cor- 
don qui  parriroit  du  point/,  on  décrira  de  la  même 
maniéré  l’hyperbole  conjuguée  en  eae. 

ARTICLE  IL 

Des  Sections  coniques  comparées  dans  leurs  Equations. 

t * 

• Proposition  I. 

1049.  Dans  le  triangle  une  ordonnée  quelconque 
mo^fig.  103.)  eft  à fon  abfciftê  mA , comme  une 
autre  ordonnée  quelconque  CD  eft  à fon  abfciftê 
CA  ; car  les  deux  triangles  femblables  Amo  , ACD 
donnent  la  proportion  mo  rtiA  CD  : CA:  c’eft 
pôurquoi  faifant  mo—y,  mA  = x,  CD=  a,  & 
CA  = b , la  proportion  deviendra  y • x ;;  a • b\ 

d’où  l’on  déduit  l’équation  yb  — ax  , ou  y — 

laquelle  eft  l’équation  du  triangle. 
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• Proposition  II. 

1050.  Dans  le  cercle  une  ordonnée  quelconque 
EG  ( y ) ( fig . z 5 » ) eft  moyenne  proportionnelle  entre 
les  abfciffes , ou  fegmens  du  diamètre , de  forte  que 
nommant  l’abfciéTe  x , le  diamètre  za,  la  co-abfciffe 
ferais  — x , 8c  l’on  aura  la  proportion  x y \\  y \ 
za  — x , d’où  l’on  déduit  l’équation  yy  = zax — xx , 
qui  eft  l’équation  du  Cercle. 

Corollaire. 

1051.  Si  l’on  prend  l’ordonnée  DC  égale  au  rayon 
(a) , l’abfcifle  fera  CB  = a , & la  co-abfciffe  CA 
= a.  Par  conféquent  fi  l’on  compare  les  deux  ordon- 
nées EG , DC  , on  aura  par  la  propriété  du  cercle 
EG1  DC1  ’.l  GB  X GA  : CB  X CA , ou  algébrique- 
ment yy  : aa  zax  — xx  : aa  j d’où  l’on  conclud 

—yy  = zax  — xx , qui  eft  encore  l’équation  du  cér- 
cle  , 8c  laquelle  ne  différé  de  la  précédente  que  par  le 
coefficient  — = 1 , qui  exprime  l’égalité  des  axes , 
ou  diamètres  du  cercle. 

Proposition  III. 

1051.  Si  l’on  fuppofe  que  les  axes  du  cercle  de- 
viennent inégaux  , auquel  cas  le  cercle  fe  change  en 
ellipfe , alors  le  premier  axe  étant  exprimé  par  a , 
le  fécond  doit  être  exprimé  par  b , 8c  la.  fraétion 

— fe  changera  en*^;  ainfi  l’équation  précédente  de- 

dU  00 

viendra  -^yy—zax  — xx  , 8c  c’eft  l’équation  de 
Y Ellipfe  , laquelle  ne  différé  de  celle  du  cercle  que 
par  la  fraftion  ^ , laquelle  exprime  l’inégalité  des 
deux  axes  de  Y ellipfe. 

On  peut  auffi  prendre  l’équation  — yy  = zbx  — 
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xx,  laquelle  eft  encore  à l’ellipfe  , ôc  appartient  au 

petit  axe , de  meme  que  1 équation  — y y — zax — .vx 

appartient  au  grand  axe. 

Proposition  TV. 

105}.  Si  dans  l’ellipfe  on  fuppofe  que  le  grand 
axe  ia  foit  prolongé  à l’infini , auquel  cas  l’ellipfe 

fe  change  en  Parabole  , alors  dans  l’équation  ^ yy 

— 1 iax — -xx 3 le  terme  — xx  fera  infiniment  petit , 
& par  conféquent  nul  par  rapport  au  terme  lax  , & 

alors  l’équation  de  l’ellipfe  deviendra  ^ yy  lax  , 

& en  fimplifiant^y^^p  j & faifant  la  quantité 
9 Zbb 

connue  & confiante  — —p  , on  aura  yy  —px,oc 

A 

c’eft  l’équation  de  la  Parabole. 

Proposition  V. 


1054.  Si  dans  l'équation  de  l’ellipfe  ^yy  = lax 

— xx , on  fuppofe  que  les  fommets  A , a , & les 
foyers  F , f,  foient  placés  à contre-fens  , auquel 
cas  l’ellipfe  devient  une  Hyperbole  ; alors  la  co-abf- 
cifie  qui  étoit  la  — x , fe  trouvera  placée  dans  le 
même  fens  que  l’abfcifle  , & fer«  par  conféquent 
1 a-\- x:  donc  le  reélangle  des  abfciftes  alors  fera 
iax-\-xx , &c  l’équation  précédente  fe  changera  en 


yy^zXOX  + XXj 


& c’eft  l’équation  de  l’ Hyperbole 


appellée  elliptique , c’eft-à-dire , de  l’hyperbole  dont 
les  deux  axes  font  inégaux , Sc  qui  par  cette  raifon  eft 
dite  dériver  de  l’ellipfe. 

Si  dans  cette  derniere  équation  on  fuppofe  a = b , 
ou  fi  l’on  fuppofe  que  les  deux  axes  de  l’hyptrbole 

foient 
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. i , . • aa  da  • 

foient  égaux  , alots  on  aura  — — — = 1 : & l’e- 
. 0 bb  aa 

quation  fe  changera  en  celle-ci  , yy  = 1 ax  -f-  xx  $ 

& c’eft  l'équation  de  Y Hyperbole  appellée  circulaire  , 

c’eft-à-dire,  de  l’hyperbole  dont  les  deux  axes  font 

égaux  , ,§c  qui  par  cette  raifon  eft  dite  dériver  du 

cercle. 

Corollaire  I. 

1055.  Il  fuit  que  les  équations  de  l’hyperbole  foit 
• circulaire  , Toit  elliptique  , 11e  différent  des  équa- 
tions du  cercle  & de  l’ellipfe,  que  par  le  ligne  -f-  qui 
aftefte  le  terme  xx  pour  les  hyperboles , au  lieu  que 
le  ligne  — affeéte  le  même  terme  x*  pour  le  cercle 
l’ellipfe. 

Corollaire  II. 


10^6.  On  voit  par  ce  qui  vient  d’être  dit,  que 
le?  équations  des  feébions  coniques  dcrivenf  toutes 
d’une  équation  primitive  ; fçavoir , de  l’équation  du 
cercle  ; & par  cohféquent  que  la  nature  des  feétions 
coniques  peut  être  repréfentée  par  une  équation 
générale  , qui  pourra  s’appliquer  à chaque  feéfcion 
en  particulier  , en  la  modifiant  fuivant  les  diffé- 
rences qu’admettent  les  feétions  en  particulier  par 
rapport  aux  axes  , aux  abfcilïes , aux  co-abfciffes  , 


&c.  Cette  équation  générale  fera  ^ yy  ==  lax  ~f~  xx 

ibbx  y bbxx  ..  p,  . t 

ou_yy  = ± , que  1 on  appelle  1 équation  ge- 


néralifïime  àl 'axe  des  feétions  coniques  & de  laquelle 
on  peut  déduire  l'équation  à l’axe  de  chaque  feétion 
en  particulier.  Car 

1°.  Si  l’on  fuppofe  a=J>,  & qu’on  prenne  dans 
le  fécond  membre  le  ligné  — , alors  de  l’équation 

'générale  **  yy  — l'ax-^rxx , on  déduira,  l’équation 

yy  r=  zax  — xx  , qui  eft  celle  du  Cercle.  . 

HE 


I 
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11°.  Si  l’ou  fuppofe  a >•  b , &:  qu’on  prenne  dans 

le  fécond  membre  le  figne  — , on  aura  “-^yy—  zax 

— xx  , qui  eft  l’équation  de  l 'EUipfe. 

111°.  Si  l’on  fuppofe  a — oo  b , le  terme  — xx  fera 

ûd 

nul  par  rapport  à lax  f & on  aura  —yy=  iax,  ou 
hbbx  / • 

yy  = , pour  l’équation  de  la  Parabole. 

IV0.  Si  l’on  prend  le  figne  -+-  dans  le  fécond 
membre  , &•  qu’on  laide  tout  le  refte  , on  aura  * 

*~yy=  ax-\-xx , & ç’eft  l’équation  de  l’hyperbole 

Elliptique  \ 8c  fuppofant  a=s=  b,  on  aurayy  = zax- h 
xx , pour  l’équation  de  l’hyperbole  Circulaire. 

Prciposition  V. 


1057.  Dans  les  équations  précédentes  on  peut 
fuppofer  la  quantité  — = p.  Or  la  quantité  p — — ■ 

d • U 

s’appelle  le  Paramétre  , lequel  eft  une  troifiéme  pro- 
portionnelle a\ix  quantités  a 8c  b , ou  au  grand  & au 

• . , , 4^  ibb 

petit  axe:  car  2 a : 2 b\\  2 b\  — = ~ = p.  Or 
V -,  i a ■ a 1 

1°.  Puifque  p—  — , il  s’enfuit  qu’en  fuppofant 


a — b on  aura  p — — = la  , c’eft-à-dire , que  dans 
le  cercle  le  paramétre  eft  égal  au  diamètre. 

,,  zhb  M ■ _ . p Ib 

11°.  Puifque  p = j — , il  s eniuit  que  — = — : par 

* 1 a 1 .1  a aa  1 

confisquent  fi  dans  l’équation  généraliiîîme  yy  = 

zbhx  , bixx  r . n . ^ . i . , zbb  p . 

■ ± > on  nibftitueT7  a la  place  de  — , & — a la 

a aa  1 a za 

place  de  — , elle  deviendra  yy  =cpx  + — , que  l’on' 
appelle  l’équation  gcnéraliflime  au  Paramétre. 


* 
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- Corollaire. 

Ï058.  Comme  de  l’équation  généraliflîme  à Taxe 
nous  venons  de  déduire  l’équation  à l’axe  de  chacune 
des  feétions  coniques  , de  même  dé  l’équation  géné- 
raliflîme  au  paramétre,  on  peut  déduire  les  équa- 
tions particulières  aux  paramétres  des  feétions  , en 
la  modifiant  à-peu-près  fuivant  la  méthode  ci-deflîis. 
Car  . 

1°.  Si  l’on  fuppofe pyss  la , 8c  fi  l’on  prend  le  ligne’ 
— , le’  fécond  terme  du  fécond  membre  deviendra 
— xx  y 8c  l’équation  fera  yy—px — xx , qui  elt  l’é- 
quation au  paramétre  du  Cercle. 

110.,  Si  dans  l’équation  généraliflîme  on  fuppofe 
p la  , ou  p la  , 8c  que  l’on  prenne  le  ligne  — -, 

DXX 

l’équation  deviendra  yy=px- , & c’eft  l’équa- 

tion au  paramétre  de  YEllipfe. 

III0.  Si  l’on  fuppofe  ia  — 00  , alors  le  fécond  ter- 
me du  fécond  membre  devenant  nul  , l’équation  fera 
y y — px,8c  c’eft  l’équation  au  paramétre  de  la  Pa- 
rabole. 

IV°.  Si  dans  l’écpation  au  paramétre  du  cercle , 
vous  fubftituez  le  ligne -+- au  lieu  de  - — , l’équation 
fera yy  — px-\-xx , 8c  c’eft  l’équation  au  paramétré 
de  Y Hyperbole  circulaire. 

V°.  Si  dans  lcquation  au  paramétre  de  l’elüpfe , 
vous  fubftituez  le  figne  -+-  au  lieu  du  ligne  — , l’é- 
quation deviendra^  = px  -|-  — , 8c  c’eft  l’équation 
au  paramétre  de  Y Hyperbole  elliptique. 

ARTICLE  III. 

Des  Sections  coniques  comparées  dans  leurs  affections. 

Théorème  I. 

1059.  Dans  une  feclion  conique  le  Paramétre  ejl  égal 
ci  la  double  ordonnée  qui  paJJ'e  par  le  foyer.  • 

Hht 
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Démonst  Si  l’on  appelle  x la  diftance  du  cen- 
tre à 1’ordonnce  y , alors  l’équation  généralifEme  * 

°~yy=  ic.v  + v*,  deviendra ‘^yy=Z+Zaa±xx. 

Or  lorfqu’on  prend  l’ordonnée  qui  palTe  par  le 
foyer  , alors  la  diftance  de  l’ordonnée  au  centre  fe- 
ra la  même  que  celle  du  foyer  au  centre,  & l’on 
aura  x — c : donc  mettant  c à la  place  de  x , l’équa- 
tion gcnéraliflime  fe  changera  en  ^ yy  = ZjZ  aa  -h 

cc.  Or  aa^hcc—bb:  donc  ^ y y — bb\  donc  aayy 

b*  N lb 

= M : & divifant  par  aa  , yy  = — : donc  y — — 

1 aa  a 

z=p  , &c  ly  = — =p\  c’eft-à-dire  , que  la  double 

ordonnée  i y qui  pa(Te  par  le  foyer  d’une  feétion  co- 
nique , eft  égale  au  paramétre. 


Théorème  II. 

* ioijo.  Le  Paramétre  d’une  Section  conique  ejl  par 
rapport  à la  diftance  du  fommet  au  plus  proche  foyer  j 
quadruple  dans  la  Parabole  ; moins  que  quadruple 
dans  l’ Ellipfc  ; plus  que  quadruple  cÇans  L’Hyper- 
bole. ; 

Démonst.  Nous  venons  de  prouver  que  l’or- 
donnée y qui  paire  par  le  foyer  , eft  y = - : donc  yy 
• 2» 

= — . Or  fubftituant  cette  valeur  de  yy  dans  l'é- 
quation au  paramétre  des  feétions  coniques  , laquelle 
efkyy  ~pxzjrP-^  > cette  équation  deviendra  — 

= px  + P-^  : donc  divifant  par p , on  aura  - — .v~b* 
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1 XX 

— : donc  p — ^x^r . Or  la  quantité  x exprime 

ici  la  diftance  du  fommet  au  plus  proche  foyer  j d’où 
il  s’enfuit  m 

1°.  Que  dans  la  parabole  a étant  infini',  le  terme 

%xx 

devient  infiniment  petit , & par  conféquent  nul 

par  rapport  à 4*  : donc  dans  la  parabole  011  aura  p 
= 4.V  j c’eft-à-dire  , que  le  paramétre  p eft  quadruple 
de  la  diftance  du  foyer  au  fommet. 

11°.  Dans  l’ellipfe  on  zj?  = 4*  — — — ÿ c’eft-à- 

dire,  que  le  paramétre  eft  moins  que  quaduple  par 

XXX 

rapport  à la  diftance  x , de  toute  la  quantité . 

« 

111°.  Dans  l’hyperbole  on  a p = 4*-+-  — — • c’eft- 

d 

à-dire,  que  p eft  plus  que  quadruple  par  rapport  à x , 
xxx  • 

de  toute  la  quantité 

\ •• 
Théorème  III. 

1061.  Dans  toute  Section  conique  la  Sous-tangente 
ejl  par  rapport  à l’abfciffe double  dans  la  Parabole  ; 
plus  que  double  dans  l’ElUpfe  j moins  que  double  dans 
l’Hyperbole. 

Démonst.  1°.  Dans  la  parabole  l’abfciffe  eft  x\ 
& la  fouSrtangente  eft  (967.)  PT  = ix  : donc,  &c. 
Il0;  Dans  l’ellipfe  l’abfcifle  eft  a — x , & la  fous- 

tangente  eft  PT  = — — --  : donc  011  a PT  la  — x 

x 

î*,fl+x:-x.  Or  dans  l’ellipfe  a eft  toujours  plus 
grand  que  x : donc  a -f-  .v  eft  plus  que  double  de  x : 
donc  aufli  PT  eft  plus  que  double  de  l’abfcifte 
a — x. 

111°.  Dans  l’hyperbole  l’abfcifle  eft  a:  — a , 8c  la. 

H h j 
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fous-tangente  eft  PT  ==— — — : donc  PT  : .v — à 

x-\-  a I .v.  Or  dans  l’hyperbole  a eft  toujours  plus 

Série  que  x : donc  .v  a eft  moins  que  double  de  x : 
onc  PT  eft  aufli  moins  que  double  de  l’abfcifle 
•v  — a. 

Théorème  IV. 

1061.  Dans  toute  Section  conique , la  Sous-perpendi- 
culaire ejl  par  rapport  à la  moitié  du  Paramétré  , égalé 
dans  la  Parabole  ; moindre  3 dans  l’Ellipfe  ; plus  gran- 
de j dans  l’Hy  perbole.  * 

Demonst.  1°.  Dans  la  parabole  le  paramétre  eft 
44.  Or  la  fous-perpendiculaire  eft  PC=  iû  (fig.  5.): 
donc , 8cc. 

11°.  Dans  l’ellipfe  , 8c  dans  l’hyperbole  la  fous- 

perpendiculaire  ( fig . 12  & 14.)  eftPE  = ^:  donc 

PE  : l-p  ::  x : a.  Or  x eft  toujours  plus  petit  que  a 
dans  ï elhpfe  eft  plus  grand  que  a dans  l’hyper- 
bole : donc  PE  <i~p  dans  l’ellipfe,  & fi*  { p dans 
l’hyperbole. 

Théorème  V. 

1063.  Le  quarré  du  petit  demi-axe  dans  une  Section 
conique  ejl  égal  au  Rectangle  de  deux  Perpendiculaires 
fur  la  tangente  l’une  menee  d’un  point  de  l’axe  au 
point  de  contingence  j ( 8c  qui  eft  par  conféquent 
Normale , ) l’autre  menée  du  centre  de  la  tourbe  à la 
tangente  ; c ejl-  à dire  , quel’ on  aura  bb  = EM  X CN 
( fio.  1 6.  ). 

Df.monst.  1°.  Dans  l’ellipfe  prolongez  le  petit 
demi-axe  CB  jufqu’à  la  rencontre  de  la  tangente, 
menez  l’ordonnée  MP  au  grand  axe  , 8c  l’ordonnée 
MG  au  petit  axe  , on  aura  les  triangles  PME,  NCD , 
femblables:doncon  aura  PM,  ou  CG  :ME;t  NC:  CD: 
donc  MExCN  = CGxCD  = cBt=W  i car  nous 
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fcvons  prouvé  (1001.)  que  CG  X CD  = ûTl , à caufe 
de  CG  : CB  ::  CB  : CD.  • 

11°.  Dans  la  parabole  la  ligne  CN  eft  infinie  , a 
caufe  du  centre  infiniment  éloigné  du  fommet  j d’où 
il  fuit  que  dans  la  parabole  on  xbb  — EM  x œ = 
o*  , ou  que  le  quarré  du  petit  axe  , &:  par  conféquenc 
le  petit  axe  lui  même , eft  infini. 

III9.  Dans  le  cercle  la  ligne  EM  n’eft  pas  diftin- 
guce  de  CN  , parce  que  dans  le  cercle  toute  ligne 
perpendiculaire  fur  la  tangente  au  point  de  contin- 
gence , pâlie  par  le  centre  , ou  eft  rayon  : donc  dans 
Te  cercle  on  aura  EM  = CN  = a , Se  par  conféquenc 
bb=  EM  X CN  = CNi  —aa\  c’eft-à-dire  , qué  dans 
le  cercle  le  petit  axe  eft  égal  au  grand  axe  , ou  que 
tous  les  axes  font  égaux. 

Vl°.  Dans  l’hyperbole  on  aura  , comme  dans  Tel— 
lipfe , EM  x CN  = CG  xCD  = CB1  = M>  avec 
cette  différence  que  dans  l’hyperbole  le  centre  C , & 
par  conféquent  la  perpendiculaire  CN  fe  trouvant  au- 
deflus  du  fommet  [fig.  1 3 . ) , la  valeur  de  CD  fe  trou- 
ve être  pour  l’hyperbole  CD  = GD  — CG , au  lieu 
quelle  eft  pour  l’ellipfe  CD  = GD-f-  CG. 

Théorème  VI. 

î 064.  Le  Quarré  du  petit  demi-axe  dans  une  Section 
conique  eft  égal  au  Rectangle  de  deux  perpendiculaires 
élevées  des  deux  extrémités  du  grand  Axe  , jufqu’à  la 
rencontre  de  la  Tangente  pc  eft-à-dire  3 que  R on  a bb  = 
AO  X <zR  ( fig.  1 6.  ). 

DÉ  monst.  1°.  Dans  l’ellipfe  les  deux  triangles 
femblables  TAO  , TPM  , donnent  la  proportion 
TA  : AO  ::  TP  : PM.  Pareillement  les  deux  trian- 
gles femblales  TuR , TCD  donnent  la  proportion  • 
Ta  : aR  CT  : CD.  Multipliant  ces  deux  propor- 
tions par  ordre , on  a TA  x Ta  : AO  X aR  ” PT 
•X  CT  : PM  ou  CG  X CD.  Si  dans  cette  proportion 
les  ahtécédens  font  égaux  , les  conféquens  I-e  fe- 

llh  4 
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ront  aufli.  Or  l’oit  a TA  x Ta  = TP  x CT,  cac 


tenant  (998.)  PT  = 


, & ( 999.  ) CT  = 


- : donc  PT  X CT  = - 

X x 

3onc  PT  X CT  = TA  X Ta:  donc  aufli  AO  X aR 
= CD  X CG  = bb  ( 1 00 1 .). 


■ xx 


aa  a * — aaxx 
X — = 

X XX 


11°.  Dans  le  cercle , comme  dans  l’ellipfe , on 
trouvera  AO  X aR=CD  X CG  = bb  ; mais  dans 
le  cercle  bb  — aa  , & par  conféquent  AO  X aR 


~ aa. 

111°.  Dans  la  parabole  la  ligne  aR  eft  infinie  d 
caufe  du  fécond  fommet  a infiniment  éloigné,  & par 
conféquent  on  aura  AO  X aK  = bb  = 00  • c’eft-à- 
dire , qu’on  ne  pourra  pas  déterminer  la  valeur  du 
re&angle  AO  X aR  , ni  du  quarré  du  petit  axe  , l’un 
& l’autre  étant  infini. 

IV°.  Dans  l'hyperbole  on  démontrera  , comme 
dans  l’ellipfe  , que  AO  X aR  x=  CD  X CG  bb  f 
en  obfervant  de  changer  les  -4-  en  — , & les  -y  en 
■4-dans  les  valeurs  que  les  lignes  TA,  Ta  & TP  , 
CT  aveient  dans  la  démonftration  pour  l’ellipfe. 


Thïo^’éme  VII. 

ïo<j  5.  Le  Quarré  du  petit  demi-axe  dans  une  Section 
Conique  ejl  égal  au  Rectangle  de  deux  Perpendiculaires  3 
menées  des  foyers  fur  la  tangente  ; c’efi-à-dire  * l'on  a 
bb  = Y\  X /H  ( fig.  16.  ). 

Démqnst.  1°.  Dans  l’ellipfe  , les  deux  triangles 
femblables  TFI  , TEM  donnent  la  proportion  TF  ! 
FI  ;;  TE  ; EM.  Pareillement  les  deux  triangles  fem-r 
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blables  T/H,  TCN  donnent  la  proportion  T/ : /H 
Il  TG  : CN.  Multipliant  par  ordre  les  deux  pro- 
portions , l’on  aura  TF  x T/:  FI  x /H  ::  TE  X 
TC  : EM  X CN } fi  les  antécédens  font'  égaux , les 
confikjuens  le  feront  auiîi.  Or  l’on  a TF  X T / 


= TE  X TC:  car  TF  = CT  — CF  = — — c = 

X 

aa  — ex  ad  • aa+cx 

— ; & T/=  CT  -h  C/  = h c= : 

X XX 

aa  — ex  aa  -f-  ex  a ♦ — ccxx 


donc  TF  x T/= 


Pareillement  TE  = PT  -4-  PE  = 


K 

aa — xx 


xx 

bbx 


(.997 


& iooi.1)  , & CT  = — (999.)  : donc  TE  X CT  = 

aa — xx  ^ bbx  aa  a 4 — aaxx  aabbx  a* — aaxx 

x * aa  x xx  aax  xx 

i . — aaxx  bbxx  ... 

—h  bb  =. . Or  (987.)  bb  = aa 

ce  : donc  fubftituanr  , on  aura  TE  X CT  = 

a*  — aaxx  -f-  aaxx  — ■ ccxx  a*  — ccxx  , 

! = : donc  TE  X 

XX  XX  t 

TC  = TF  x T f-y  & par  conféquent  FI  x/H  = EM 
X CN  = bb. 

11°.  Dans  le  cercle  les  deux  foyers  F ,/fe  trouvant 
réunis  en  un  même  point  C.qui  eft  le  centre  du  cercle , 
on  aura  FI  =/H  = a ÿ & par  conséquent  Fl  X / H 
F=  Fï1  ?=  aa  =x=  bb,  . 

111°.  Dans  la  parabole  la  ligne  / H eft  infinie  à 
caufe  du  fécond  foyer /infiniment  éloigné  , d’où  il 
arrive  , comme  ci-deffus , qu’on  ne  peut  pas  détermi- 
ner la  valeur  du  rcélangle  FI  X /H,  ni  du  quarré  bb 
dans  la  parabole. 

IV°.  Dans  l’hyperbole  on  démontrera  , comme . 
dans  l’ellipfe  , que  le  reétangle  FI  X /H  = EM  X 
CN  =bb}  en  obfervant  de  changer  les  -F-  en  — Sc 
les — en  -h,  dan#  les  valeurs  que  les  lignes  TF  , T/» 


* 
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& TE , TC  avoient  dans  la  démonftration  pout 

l’ellipfe. 

Corollaire. 

io 66.  Nous  avons  donc  plufieurs  valeurs  de  bb , ou 
du  quarré  du  petit  denai-axe  dans  une  feétion#coni- 
que  j fçavoir , 

ap  i f 

1°.  L’on  a bb.=  — , parce  que  le  paramétré p = 

a " * 

II0.  L’on  a bb^=-aa — cc , parce  que  le  petit  detni- 
axe  eft  moyen  proportionnel  entre  les  diftances  d’un 
des  foyers  aux  deux  fommets. 

111°.  L’on  a {fig.  1 6.)  M=EM  X CN  , parce 
que  le  quarré  du  petit  demi-axe  eft  égal  au  produit 
de  deux  perpendiculaires  menées  fur  la  tangente  , 
l’une  du  centre  , l’autre  d’un  point  de  l’axe  au  }x>int 
de  contingence. 

IV°.  L’on  a bb=aR  X AO,  parce  que  le  quarré 
du  petit  demi-axe  eft  égal  au  produit  de  deux  lignA 
menées  de  la  tangente  perpendiculairement  aux  extré- 
mités du  grand  axe. 

V°.  Enfin  l’on  a bb  = FI  X / H , comme  nous 
venons  de  le  prouver. 

Théorème  VIII. 

• 

i o6j.  Les  Perpendiculaires  menées  du  foyer  fur  les 
tangentes  aux  diffère  ns  points  de  la  Courbe  j croiffent 
dans  la  Parabole,  fuivant  la  progrejjlon  des  Racines  des 
rayons  vecteurs  ; dans  l’Ellipfe , elle  croiffent  dans  une 
plus  grande  raifon ; dans  l’Hyperbole,  elles  croiffent  dans 
une  moindre  raifon. 

Démonst.  I.  Partie.  Dans  la  parabole  {fig.  5.) 
nous  avons  prouvé  (969.)  que  FÎT*  = FM  : donc 
FB  = >/FM. 

Démonst.  II.  Partie.  Dans  l’ellipfe  {fig-  8.  ) 
les  triangles  femblables  FMT  ; /NT  donnent  la 
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proportion  FT  : FM  / T : / N j donc  / N =3 
FM  x f T 

— — ; 5c  multipliant  par  FM  , on  aura  / N X 
FM=— ^-,Oc  (io<Î5.)/N  x FM  = bbi  donc 


;&puifquç£3eft 


FT 


prp  ~ ~ J ’/  J 

,,  FM1  x fT  bb  x FT 

bb=  -p—  , & FM‘  = yŸ 

une  quantité  confiante  , on  aura  FM1  = ^-*, , 8c  par 

conféquent  fi  / T écoit  une  quantité  confiante , ou 
FT  

fi  l’on  avoit  FM1  = — » alors  FM1  feroit  dans  le  rap- 
port confiant  du  çayon  veéteur  F T. 

Mais  / T diminue  , lorfque  FT  augmente  ; par- 
ce que  dans  l’ellipfe  la  fournie  des  rayons  veéteurs 
éft  toujours  égale  au  grand  axe  : donc  la  raifon 

FT  . A • 

ÿcys*  FT  : donc  FM1  troît  en  plus  grande  raifon  que 

FT,  8c  FM  en  plus  grande  raifon  que  \/FT. 

Demonst.  111.  Partie,  Dans  l hyperbole  par  la 
même  raifon  FM  - croîtroit  dans  la  même  propor-r 
tion  que  FT  , ïi  fT  croit  une  grandeur  confiante  , 
. FT 

ou  fi  l’on  avoit  FM*  = — ; mais  dans,l’liyperbole/T 

croît  en  même  rems  que  FT  ; parce  que  dans  l'hyper- 
bole la  différence  des  rayons  veéleurs  eft  toujours 
égale  au  grand  axe  ; donc  l’un  ne  peut  augmenter  , 
fans  que  l’autre  augmente  de  la  même  quantité:  donc 
FT  FT 

la  raifon  ^ <é  — , 8c  par  conféquent  FM1  croît  en 

moîhdre  raifon  que.  FT , 8c  FM  en  moindre  raifon 
que  \/FT.  . 

Théorème  IX. 

1 068.  Dans  VElîipfe  & dans  V Hyperbole  la  Portion 
SM  du  rayon  vecleur  3 comprife  entre  la  tangente  MT  , 
& le  diamètre  Hh  parallèle  à la  tangente  3 ejl  toujours 
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égale  au  grand  Demi-axe  3 ou  SM=a  {fig.  i a.  6>  14.^ 
Démonst.  1°.  Dans  l’ellipfe  ( fig . u.  ) à caufe 


des  triangles  femblables  /SC  , /MT , on  .a  / T : 
CT  ::/M:SM.  Or/T  = CT-4-C/=  - + c=* 

X 

■ j mais  FM  le  plus  petit  des  rayons  vecteurs 


eft  (9S>^0  = 


aa 


ex 

a 


Or  la  quantité  a 


eft  la  demi-fomme  des  rayons  ve&eurs  (982.)  : donc 

€X  • 

~ en  eft  la  demi-différence  : donc  /M  le  plus  grand 
des  rayons  veéteurs  eft  = a 


ex 

a 


aa-\-cx 

— ; donc 


a 

aa  -f-  caj 


fubfti ruant , la  proportion  deviendra 
aa-\-<x  a*x^+aacxx 

— t SM  : donc  SM  = — * = a. 

& a * x -f-  aexx 

11°.  Dans  l’hyperbole  {fig.  14.)  l’on  a auflî  les 
triangles  femblables  /CS  } /TM  qui  donnent  /T 

CT  ::/M  : SM.  Or  /T  = CT  + C/=-  + c 


(1065.)  = - . Mais  FM  le  plus  petit  des 


** ç*  ; - Qr 


rayons  veéteurs  eft  (1017.) 

u u 

la  quantité  a eft  la  demi-différence  des  rayons  vec- 
teurs  (1008.)  5 donc  — en  eft  la  demi  - fomme  : 

CL 

donc  / M le  plus  grand  des  rayons  veéteurs  eft  = 

ex  ex -4-  aâ  aa  -p-  ex  . „ , * 1 

f-a  = — , ou : donc  fubftituant , la 

a a a 

. . , aa-\-cx  aa  aa ex 

proportion  deviendra  — - — : — ::  ; SM  , 

* 

donc  on  aura  SM 


X X 

a*x  -f-  aaexx 
a*x-\-  aexx 
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Théorème  X. 

• « 

1069*  Dans  l’Ellipfe  & dans  l'Hyperbole  les  rec - 
t tangles  faits  Jous  les  Axes  ,font  égaux  aux  Parallélo- 
grammes faits  fous  les  diamètres  conjugués. 

Demonst.  I.  Partie.  Dans  l’ellipfe  [fig.  18.) 
joignez  les  points  M,S;  par  le  point  M menez  IP 
parallèle  au  grand  aïe,  8c  par  le  point  S menez  RT, 
parallèle  au  diamètre  conjugué.  Cela  pofé  , 

1°.  Le  triangle  CSM  eft  la  moitié  du  parallélo- 
gramme CTRM  , parce  qu’il  a meme  bafe  CM  , 8c 
eft  compris  entre  les  mêmes  parallèles  que  le  paral- 
lélogramme. Pareillement  ce  même  triangle  CMS 
eft,  par  la  même  raifon,  la  moitié  du  parallélogram- 
me CSIP:  donc  CTRM  = CSIP. 

II0.  Les  trois  parallélogrammes  COVB  , CNAM, 
CTRM  , qui  font  compris  entre  les  mêmes  parallèles 
CO , AB , font  entr’eux  comme  leurs  bafes  CO , CN , 
CT,  qui  font  en  proportion  continue  , comme  nous 
l’avons  dit  (999.)  ~ GO  : CN  : CT. 

111°.  Pareillement  les  trois  parallélogrammes 
COVB  , CSDL,  CSIP , qui  font  entre  mêmes  pa- 
rallèles, font  entr’eux  comme  leurs  bafes  CB,  CL, 
CP  , qui  font  en  proportion  continue  (1001.)  — CB 
*.  CL  : CP  : donc  on  a -Hr  COVB  : CNAM  : CTRM  , * 
8c  -fj-  COVB  : CSDL  : CSIP.  Or  le  parallélogram- 
me CTRM  = CSIP  : donc , puifque  dans  ces  deux 
progreffîons  les  deux  extrêmes  d’une  part  font  égaux 
aux  deux  extrêmes  de  l’autre  , les  moyens  font  auflî 
égaux,  c’eft-à-dire  , l’on  aura  CNAM  = CSDL, 
dont  l’un  eft  le  parallélogramme  fait  fous  les  demi- 
diamètres  conjugués , & l’autre  eft  le  rèétangle  fait 
fous  les  demi-axes. 

Demonst.  IL  Partie.  Dans  l’hyperbole  ( fig.  1 9.  ) 
ayant  joint  les  points  S , M;  pat  le  point  S menez 
SO  parallèle  au  diamètre  conjugué  , 8c  pat  le  point 
M menez  BV  parallèle  au  grand  axe  : de  plus  menez 


' Digitized  by  Google 


*94  ÉLÉMENT' 

PI , Sc  prolongez  SA  jufqu’en  N j CL  jufqu’en  B , Sc 
CT  jufqu’en  V.  Cela  pofé,  # 

1°.  On  aura  par  la  même  raifon  que  pour 
' l’ellipfe  ^ CP  : CL  : CB  , Sc  par  conféquenc 
-ff  CS>P  : CSDL  : CSA  B. 
l’on  aura  aufli  -ff  CI  : Cl  : CV  , donc 

cinp  : ctrn^  : cvom. 

II0.  Mais  l’on  a CINP=CS,P  , parce  que  ces  deux 
parallélogrammes  ont  même  bafe  CP  , Sc  font  com- 
pris encre  mêmes  parallèles:  pareillement  CVOM 
= CSAÛj  car  CVOM  = CSVM,  parce  qu’ils  ont 
même  bafe  CM  Sc  font  compris  entre  les  mêmes  pa- 
rallèles CM,  SO  : mais  CSVM  = CSAB,  parce 
qu’ils  font  chacun  doubles  du  triangle  CSM  ; donc 
CVOM  = CSAB,  Sc  par  conféquenc  par  la  même 
raifon  que  pour  l’elhpfe,  l’on  aura  CI  RM=CSDL  ; 
donc  l’un  eft  le  reétangle  fait  fous  les  demi-diamé- 
tres  , Sc  l’autre  ell:  le  reétangle  fait  fous  les  demi- 
axes. 

Corollaire. 

1 070.  C’eft  pourquoi  fi  l’on  fait  CS  = a , CL  = 
{,  , CN  = £- , & MC  = n , on  aura  ab  =■  gn. 

Théorème  XI. 

• 1 

107t.  Dans  l’EUipfe  & dans  l’Hyperbole  le  Rayon 
r de  courbure  j en  un  point  quelconque  M , ejl  c'gal  au 
quarré  du  diamètre  conjugue  H h 3 divife  par  ia  perpen- 
diculaire MR  menée  du  point  M fur  ce  diamètre  conju- 
gué ( fig.  17.).  - 

Démonst.  Le  rayon  de  courbure  en  un  point 
quelconque  M d’une  courbe  , eft  , comme  nous 
l’avons  dit- (9  5 j.)  le  rayon  d’un  cercle  (que  l’on 
nomme  ofculateur  ) qui  pafleroit  par  ce  point  M , & 
dont  la  courbure  fe  confondrait  avec  la  courbure 
de  cette  courbe  au  point  M.  Soit  donc  dans  l’ellipfe 
le  premier  diamètre  MG=ig,  le  diamètre  conju- 
gué la  perpendiculaire  MR  = n,  lot- 
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donnée  ml  au  diamètre  = y , 1’abfciiTe  Ml  = x. 

1°.  Suppofez  que  le  point  K pris  fur  le  diamètre 
MG  foit  un  point  de  la  circonférence  , qui  palfe  par 
les  trois  points  infiniment  proches  m,  M , O , & l’on 
aura  par  la  propriété  du  cercle  (5  j<>.)  ml  x IO  = 
Ml  x IK , ou  y X IO  = * X 1K  , ou  parce  que 
ml  = IO  , à caufe  des  points  m , M , O infiniment 
proches , y1  =:  a:  X IK. 

Ii°.  Par  la  propriété  des  diamètres  d’une  feétion 
conique  (J005.)  l’on  a y1  l igx  hh  \ gg\  donc  .v 
X IK  ! igx  ::  hh\  gg , 8c  parce  que  IK  = MK  , d 
caufe  de  MI  infiniment  petit , on  aura  x x MK  : igx 

Il  hh  : gg , ou  MK  : ig  hh  : gg:  donc  MK=^ — . 

III0.  Soit  maintenant  MN  le  diamètre  du  cercle 

ofculateur , ou  du  cercle  dont  la  circonférence  pafle 

par  les  points  infiniment  proches  m,*M  , O \ ayant 

mené  la  corde  NK,‘  le  triangle  MKN  eft  famblable 

au  triangle  MCR  , à caufe  de  l’angle  commun 

CMR  , éc  des  angles  droits  en  R & K : donc  on  a 

MR  : MC  ::  MK  : MN,  ou  algébriquement  n : g ;; 

ihh  rehh  ihh  hh  ... 

— I ir  : donc  ir  = — ; Sc  r =—  ce  qu  a 

g gn  « n * ' 

falloit  prouver. 

La  démonftration  peut  s’appliquer  à l’hyperbole  , 
en  y menant,  comme  dans  l’ellipfe,  des  lignes  de  conf- 
truéfion  , & en  leur  donnant  la  pofition  Sc  les  autres 
déterminations  qu’exige  la  nature  de  l’hyperbole. 
Corollaire  J. 

1071.  Nous  avons  prouvé  (10 69.)  que  hn  — ab  : 

donc  n = : donc  fubftituant  cette  valeur  de  n 

h 

dans  l’expreflion  r = — , elle  deviendra  r=h—i 

1 n ab 

c’eft-à-dire  , que  le  rayon  de  courbure  eft:  égal  au 
cube  du  diamètre  conjugué  divifc  par  le  produit  des 
deux  demi-axes. 


4î>6 
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Corollaire  I 1. 
ab 


aabb  _ 

— ayant 


1073 . Paifque  n = — , donc  nn 

mené  du  centre  C la  perpendiculaire  CE  fur  la  tan- 
gente ayant  déjà  la  normale  SM  ( m ) , nous  au- 
rons (1063.)  bb  = CE  X SM=  MR  X SM  = nm  j 

donc  nn  = ~r~  8c  hh  = : donc  fubftituant  dans 


hh 


hh 


l’équation  r à la  place  d’e  hh  , fa  valeur  , elle 

deviendra  r = --. 

nn  ' 

Mais  déplus  — = bb  [1066.)  = nm  : donc  nm 


= — ,&«=  f—  t 8c  nn  — — - : donc  fubftituant 
x 1 m 4 mm 

cette  valeur  de  nn  dans  l’équation  r=  - — , elle  de- 

» - nn 

• J 4 471} 

viendra  r= = = - — : c elt-a-dire,  que 

aapp  PP,  -jp 

le  rayon  de  courbure  eft  égal  au  cube  de  la  normale 
diviié  par  le  quart  du  quarré  du  paramétre. 


ap 


aapp 


ARTICLE  IV. 

Des  Sections  coniques  comparées  dans  leurs  mefures. 

La  mefure  des  feétions  coniques  , & .en  général 
de  toutes  les  lignes  courbes,  eft'  de  trois  efpeces  , 
la  Rectification , la  Quadrature , 8c  la  Cubature.  La 
re&ification  eft  la  mefure  de  la  ligne  courbe  elle- 
meme.  La  quadrature  eft  la  mefure  de  la  furface , 
ou  de  faire  comprife  fous  la  ligne  courbe.  La  cuba- 
ture  eft  la  mefure  du  folide  que  l’on  concevrait  dé- 
crit par  la  révolution  de  la  furface  terminée  par  une 
ligne  courbe,  laquelle  tournerait  autour  de  fon 
axe. 

Problème. 


Digitized  by  Google 


49? 


DEGEOMETRIE. 

Problème  I. 

1 074.  Trouver  la  Quadrature  de  la  Parabole  3 ou  me - 
Jurer  la  furface  AMMP  3 comprifc  e titre  l’ordonnée  3 
l’abfcijje  & la  Parabole  elle-même  ( fig.  9.  ). 

Solut.  La  furface  de  la  parabole  eft  égale  à la 
fomme  de  toutes  les  ordonnées  MP , MP  , &c.  lef- 
quelles  croiffent  comme  les  racines  quarrées , ou 
en  raifon  fous  doublée  des  abfcilfes.  Or  les  abfcif- 
fes  AP  , AP  > &c.  croiflent  cqmme  les  nombres  na- 
turels 1 • z • 3 • 4 • 5 • • • 00  : donc  les  ordonnées 
feront  comme  \/i  • yi'  • y/3  • • • • • y'  00  , ou 

(137.)  comme  les  puiflances  fractionnaires  i1--  11  * 

JL  i.  i 

31  * 4l  * * * * * * 00  *•  Or  nous  avons  prouvé  (159.) 
que  la  fomme  des  puiftànces  quelconques  m des 
nombres  confécutifs  i»a*3«4*j*-*  00  étoit  S = 

.XI  £ ^ I i 1 

: donc  la  fomme  des  termes  3l>42*  • • 


m-\-i 

00 1 fera  S 


s I + X 


00 


T § 1 

N 

X 00 1 3 & parce  que  la  derniere  abfcifle  * 

& que  l’ordonnée^  = os  1 , on  aura  S = y xy  , c’eft 
à-dire , que  la  furface  de  la  parabole  eft  égale  aux  y 
du  produit  de  l’abfcifle  par  l’ordonnée , ou  aux  deux 
tiers  du  parallélogramme  APMN  circonfcrit  à la  pa- 
rabole. 

Problème  II. 

1075.  Trouver  la  Cubature  du  Paraboloïde  3 ou  me- 
furer  le  folide  que  l’on  conçoit  décrit  par  la  révolution 
d’une  Parabole  autour  de  fon  Axe  ( fig.  9.  ). 

Solut.  Si  l’on  fuppofe  que  la  parabole  AMMP 
falTe  avec  le  reétangle  ANMP  une  révolution  autour 
de  l’axe  AP  , les  ordonnées  de  la  parabole  décriront 
des  furfaces  de  cercles , dont  la  lomme  donnera  la 
çubature , ou  la  folidité  du  paraboloïde  3 (k  les  or- 

* ~ Ii 
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données  du  reélangle  décriront  des  Surfaces  de 
cercles  , dont  la  fomme  donnera  la  cubature  ou 
la  folidité  du  cylindre  circonfcrit  au  paraboloïde. 
Or  les  cercles  dont  la  fomme  donne  le  paraboloïde , 
ayant  pour  rayons  les  ordonnées  de  la  parabole , 
font  entr’eux  comme  les  quarrés  de  ces  ordonnées  ÿ 
les  quarrés  de  ces  ordonnées  font  (957.)  comme  les 
abfciires , les  abfcifles  font  comme  les  nom- 
bres naturels  1,1, 5, 4, 5 • • • • donc  la  fom- 
me de  tous  ces  cercles,  ou  la  folidité  du  paraboloïde 
• fera  repréfentée  par  la  fomme  des  termes  1 • 2 • j • 

00  t 

4 • 5 • • • • oo  , laquelle  eft  (i  j6.)  = — — . Mais  les 

cercles  dont  la  fomme  donpe  la  folidité  du  cylindre 
étant  tous  uniformes  & égaux  chacun  au  cercle  dé- 
crit par  la  derniere  ordonnée  MP  , feront  représen- 
tés par  les  termes  de  la  férié  uniforme  00  . «o  . 00  • 00 . 
6o  ....  oc  : donr  la  fomme  eft  <»  1 : donc  la  folidité 

du  paraboloïde  eft  à celle  du  cylindre  circonfcrit*  ou 
00  1 

P:C  c’eft-à-dire , que  le 

paraboloïde  eft  la  moitié  du  cylindre  circonfcrit. 

Problème  III. 

1076.  Chercher  la  Quadrature  3 ou  la  Mefure  de  la. 
furface  de  l’Ellipfe. 

Solut.  Nous  avons  prouvé  que  la  furface  de  l’el- 
lipfe  eft  égale  à celle  d’un  cercle , dont  le  diamètre 
feroit  moyen  proportionnel  entre  les  deux  axes  de 
l’ellipfe  : donc  Ci  l’on  pouvoir  quarrer , ou  mefurer 
la  furface  de  ce  cercle , on  auroit  la  mefure  de  la 
furface  de  l’ellipfe.  Mais  nous  avons  vu  (597.)  que 
l’on  ne  pouvoir  pas  mefurer  géométriquement  la  fur- 
face  du  cercle , & par  conféquent  on  ne  peut  pas 
avoir  la  quadrature  abfolue , mais  feulement  hypothé- 
tique de  l’ellipfe. 

• 
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Problêm.e  IV. 

1077.  Trouver  la  Cubature  de  /’Ellipfoïde  > ou  me- 
furer  le  Solide  décrit  par  la  révolution  d'une  Ellipfe  au- 
tour de  fon  Axe  ( fig.  16.  ). 

Solut.  Si  l’on  fuppofe  qu’un  demi-cercle  3c  une 
demi-ellipfe  décrits  fur  un  même  axe  A a faftent  l’un 
& l’aurre  une  révolution  autour  de  cet  axe  % les  or- 
données de  l’ellipfe  décriront  des  cercles  , dont  la 
ibmme  ( F.  ) donnera  1 ’ellipfoide , 3c  les  ordonnées 
du  demi-cercle  décriront  des  cercles.,  dont  la  fom- 
me  (S)  donnera  une  fphere  circonfcrite  à l’ellipfe. 
Or  défignant  par  y 3c  a:  les  ordonnées  de  l’ellipfe  3c  • 
du  cercle  , nous  avons  (990.) y \ x îî  b la  , 3c y1  : 
x 1 ::  bb\  aa.  Mais  les  cercles  décrits  par  les  ordon- 
nées correfpondantes  de  l’ellipfe  & du  cercle  font 
entr’eux  comme  les  quarrés  y2 , x1 , de  ces  ordon- 
nées : donc  ils  font  aufli  comme  le  quarré  du  petit 
axe  eft  au  quarré  du  grand  axe  , ou  comme  bb  î aa  , 
& par  conféqueftt  la  fomme  des  cercles  décrits  par 
les  ordonnées  de  l’ellipfe  eft  à la  fomme  des  cercles 
décrits  par  les  ordonnées  du  demi-cercle  , ou  E : S 
bb  : aa.  Maintenant  fi  l’on  conçoit  des  cylindres 
circonfcrits  , l’un  ( A ) à l’ellipfe  , & l’autre  ( B ) au 
cercle } ces  cylindres  ayant  même  hauteur , feront 
entr’eux  comme  leurs  bafes  qui  font  des  cercles  dé- 
crits , l’un  par  le  petit  axe,  l’autre  par  Je  grand  axe 
de  l’ellipfe  : donc  ils  feront  entr’eux  comme  le  quar- 
ré du  petit  axe  eft  au  quarré  du  grand  axe , ou  A : B : : 
bb’.aa : donc  on  aura  E ! S m.l  bb\  aa  ” A : B , & par 
conféquent  E : S A : B.  Or  la  fphere  eft  les  y du  cy- 
lindre circonfcrit , ou  S = y B : donc  on  aura  E = y 
A y c’eft-à-dire  , que  l’ellipfoïde  eft  les  deux  tiers  du 
cylindre  circonfcrit. 

Problème  V. 

1078.  Chercher  la  Quadrature  de  l'Hyperbole  rap- 
portée à y bn  Axe  ( fig.  17.  ). 

li  1 
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Solut.  Si  du  trapeze  EAPK  o:a  retranche  l’efpace 
afymptotique  EAMK  , le  refte  donnera  la  furface  de 
l’hyperbole,  ou  de  la  portion  hyperbolique  MAP. 
Or  la  furface  du  trapeze  eft  égale  à la  fomme  de  fes 
ordonnées , &c  la  première  EA  qui  eft  égale  au  petit 
demi  axe  (1025.)  étant  fuppofée  = 1 , toutes  les  or- 
données du  trapeze  feront  repréfentées  par  la  fuite 
des  nombres  naturels  1 • 2 ■ 3 • 4 • 5 , &c.  Pareillement  la 
furface  delaportionafymptotiqueEAMKeftégaleà  la 
fomme  de  fes  ordonnées , lefquelles  font  repréfentées 
(1019.)  par  la  fuite 7, 7,  7,7,7,  &c.  donc  fi  de  la 
première  fuite  on  retranche  la  fécondé , terme  par 
• terme  , on  aura  la  différence  o • 1 -+-7  • 1 7 • j 

-f-  7 • 4 7 , &c.  laquelle  repréfente  la  furface  de 

l’hyperbole  : donc  fi  l’on  pouvoir  évaluer  la  fomme  des 
„ termes  o • 1 -4-7  • 2 7 • ) + 7 ‘ 4H~7  , &c.  on  au- 

roit  la  furface  de  l’hyperhole  rapportée  à Ton  axe. 

Problème  VI. 

1079.  Chercher  la  Quadrature  (te  l’Hyperbole  rap- 
portée à fon  Afymptote  } ou  quarrer  l’efpace  afympto- 
tique EAMK  ( fig.  17.  ). 

Solut.  L’efpace  afymptotique  EAMK  eft  égal  à 
la  fomme  de  les  ordonnées,  lefquelles  font  (1029.) 
comme  les  nombres  7 • 7 • 7 * 7 • 7 , &c.  dont  on  ne 
peut  évaluer  la  fomme  , & par  cette  raifon  on 
11e  peut  point  quarrer  l’efpace  afymptotique  de. 
l’hyperbole. 

FIN. 
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